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1 集合・写像
定義 1.1 思考の対象として “明確な意味”をもつものを要素または元 (element)といい, 確定した範囲の要素をひと
つにまとめた “集り”を集合 (set)と呼ぶ.

記号 1.2 1) 要素 a が集合 A の要素であるとき, a ∈ A または A 3 a で表し, a は A に属するという. また要素 a

が A の要素でないとき, a 6∈ A または A 63 a と表す.

2) 要素 a, b, c, . . . からなる集合を {a, b, c, . . . } で表し (外延的記法), 変数 x を含む命題関数 P (x) に対し, P (x)

が真である x 全体の集合を {x|P (x)} で表す (内包的記法). また, 集合 A の要素 x で, 命題関数 P (x) が真であるも
の全体からなる集合を {x ∈ A|P (x)} で表す.

記号 1.3 自然数全体からなる集合 {1, 2, 3, . . . , } を N , 整数全体からなる集合 {. . . ,−3,−2,−1, 0, 1, 2, 3, . . . , } を
Z, 有理数全体からなる集合

{
p
q

∣∣∣ p, q ∈ Z, q 6= 0
}
を Q, 実数全体からなる集合を R, 複素数全体からなる集合

{x+ yi|x, y ∈ R} を C で表すことにする.

定義 1.4 1) ２つの集合 A, B はそれらの構成要素が全く同じであるとき (すなわち “x ∈ A ならば x ∈ B” と
“x ∈ B ならば x ∈ A” が成り立つとき) “等しい”といい, A = B で表す.

2) 集合 A の要素がすべて集合 B の要素であるとき, A は B の部分集合であるといい, A ⊂ B または B ⊃ A で
表す. すなわち A ⊂ B は “x ∈ A⇒ x ∈ B” と同値である.

3) 要素をもたない集合を空集合と呼び, ∅ で表す.

定義 1.5 1) 集合 A, B の合併集合 (union, cup) A ∪B, 共通部分 (intersection, cap) A ∩B を次のように定める.

A ∪B = {x|x ∈ Aまたはx ∈ B}, A ∩B = {x|x ∈ Aかつx ∈ B}

2) 集合 A, B の差集合 A−B を A−B = {x|x ∈ Aかつx 6∈ B} で定める.

3) 集合の列 A1, A2, A3, . . . , An, . . . が与えられたとき, これらの合併集合
∞⋃
n=1

An, 共通部分
∞⋂
n=1

An を次のように
定める.

∞⋃
n=1

An = {x| x ∈ An となる n がある },
∞⋂
n=1

An = {x| すべての n に対して x ∈ An}

定義 1.6 a, b ∈ R (a ≦ b) に対し, 実数の部分集合 (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], (a,∞), [a,∞), (−∞, b), (−∞, b] を

(a, b) = {x ∈ R| a < x < b}, (a, b] = {x ∈ R| a < x ≦ b}, [a, b) = {x ∈ R| a ≦ x < b},

[a, b] = {x ∈ R| a ≦ x ≦ b}, (a,∞) = {x ∈ R|x > a}, [a,∞) = {x ∈ R|x ≧ a},

(−∞, b) = {x ∈ R|x < b}, (−∞, b] = {x ∈ R|x ≦ b}

によって定める. これらの部分集合を総称して区間と呼び, (a, b), (a,∞), (−∞, b) を開区間, [a, b], [a,∞), (−∞, b]

を閉区間という.

定義 1.7 X, Y を集合として, X の各要素に対して Y の１つの要素を指定するとき, この対応を X から Y への写
像と呼んで, f : X → Y や X

f−→ Y などで表す. このとき各 x ∈ X に対し写像 f : X → Y で対応する Y の要素
を f(x) で表し, これを x の f による像と呼ぶ.

２つの写像 f : X → Y と g : Z → W が「等しい」とは, X = Z かつ Y = W であり, すべての x ∈ X に対して
f(x) = g(x) が成り立つことであり, これを f = g で表す.

定義 1.8 1) X, Y , Z を集合, f : X → Y , g : Y → Z を写像とする. 各 x ∈ X に対して, g(f(x)) ∈ Z を対応させ
る X から Z への写像を f と g の合成と呼んで g◦f で表す.
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2) X の各要素 x を x 自身に対応させる写像を X の恒等写像と呼び, idX または 1X などで表す.

3) 写像 f : X → Y に対し, g◦f = idX , f◦g = idY を満たす写像 g : Y → X を f の逆写像といい, g = f−1 で
表す.

4) 写像 f : X → Y が, 条件「Y の各要素 c に対して, f(x) = c となる x ∈ X が存在する.」を満たすとき, f は上
への写像 (または全射)であるという.

5) 写像 f : X → Y が, 条件「f(x) = f(y) (x, y ∈ X) ならば x = y.」を満たすとき, f は 1対 1写像 (または単
射)であるという.

6) 1対 1かつ上への写像を全単射という.

命題 1.9 写像 f : X → Y の逆写像が存在するためには, f が全単射であることが必要かつ十分であり f の逆写像
はただ一つに限る.

証明 写像 f : X → Y の逆写像 g が存在するとき, 任意の y ∈ Y に対して f(g(y)) = f◦g(y) = idY (y) = y だか
ら f は全射である. また x, z ∈ X が f(x) = f(z) を満たすとき, x = idX(x) = g◦f(x) = g(f(x)) = g(f(z)) =

g◦f(z) = idX(z) = z より f は単射である.

逆に f が全単射ならば, 任意の y ∈ Y に対して f(x) = y を満たす x ∈ X がただ 1 つ存在するため y ∈ Y

に対して f(x) = y を満たす x ∈ X を対応させる写像を g : X → Y とする. このとき任意の y ∈ Y に対し
て f◦g(y) = f(g(y)) = y = idY (y) だから f◦g = idY が成り立つ. 任意の x ∈ Y に対して f(x) = y とおくと,

g(y) = x だから g◦f(x) = g(f(x)) = g(y) = x = idX(x) となり, g◦f = idX が得られる. 故に g は f の逆写像で
ある.

g, h : Y → X を f の逆写像とすれば f◦h = idY , g◦f = idX だから, 任意の y ∈ Y に対して g(y) = g(idY (y)) =

g(f◦h(y)) = g(f(h(y)) = g◦f(h(y)) = idX(h(y)) = h(y) が成り立つ. 従って h = g となるため, f の逆写像はただ
一つだけである. □

f : X → Y の逆写像が存在するとき, それを f−1 : Y → X で表す.

2 数列と級数
定義 2.1 {an}n=1,2,... (an ∈ C) を数列, α ∈ C とする. どんな ε > 0 に対しても自然数 N で,「n > N ならば
|an − α| < ε」を満たすものがあるとき, {an}n=1,2,... は α に収束すると言い, lim

n→∞
an = α で表す.

命題 2.2 z ∈ C, |z| < 1 ならば lim
n→∞

zn = 0 である.

証明 z = 0 ならば主張は明らかだから z 6= 0 と仮定する. 1
|z| > 1 だから a = 1

|z| − 1 とおくと a > 0 となり,

(1 + a)n = 1+ na+
n∑
k=2

(
n
k

)
ak ≧ 1 + na が成り立つ. 従って |zn| = |z|n = 1

(1+a)n ≦ 1
1+na だから, 任意の ε > 0 に

対して n > 1
aε −

1
a ならば |zn| < ε である. □

命題 2.3 {an}n=1,2,..., {bn}n=1,2,... を収束する数列とし, c ∈ C とすると以下が成り立つ.

1) lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn, lim
n→∞

can = c lim
n→∞

an.

2) lim
n→∞

anbn =
(
lim
n→∞

an

)(
lim
n→∞

bn

)
. また, lim

n→∞
bn 6= 0 ならば lim

n→∞
an
bn

=
lim

n→∞
an

lim
n→∞

bn
.

証明 lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β とおき, ε を任意の正の実数とする.

1) 自然数 N1, N2 で,「n > N1 ならば |an − α| < ε
2」, 「n > N2 ならば |bn − β| < ε

2」を満たすものがある.

N1, N2 の大きい方を N3 とする. n > N3 ならば |an − α| < ε
2 かつ |bn − β| < ε

2 だから |(an + bn)− (α + β)| =
|(an − α) + (β − β)| ≦ |an − α|+ |β − β| < ε

2 + ε
2 = ε となるため, lim

n→∞
(an + bn) = α+ β である. また, 自然数
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N4 で「n > N4 ならば |an − α| < ε
1+|c|」を満たすものがある. このとき |can − cα| = |c||an − cα| ≦ ε|c|

1+|c| < ε だ
から lim

n→∞
can = cα が成り立つ.

2) 自然数 N5, N6, N7 で, 「n > N5 ならば |an − α| < ε
2(1+|β|)」, 「n > N6 ならば |bn − β| < ε

2(1+|α|)」,

「n > N7 ならば |an − α| < 1」を満たすものがある. N5, N6, N7 のうちで最大のものを N8 とする. n > N8 ならば
|an| = |an−α+α| ≦ |an−α|+ |α| ≦ 1+ |α|, |anbn−αβ| = |an(bn−β)+(an−α)β| ≦ |an||bn−β|+ |an−α||β| ≦
(1 + |α|) ε

2(1+|α|) + ε
2(1+|β|) |β| <

ε
2 + ε

2 = ε となるため, lim
n→∞

anbn = αβ である. また, β 6= 0 ならば自然
数 N9, N10 で, 「n > N9 ならば |bn − β| < ε|β|2

2 」, 「n > N10 ならば |bn − β| < |β|
2 」を満たすものがあ

る. N9, N10 の大きい方を N11 とする. n > N11 ならば |β| = |β − bn + bn| ≦ |β − bn| + |bn| < |β|
2 + |bn|

より |bn| > |β|
2 であり,

∣∣∣ 1
bn

− 1
β

∣∣∣ = |bn−β|
|bn||β| <

2|bn−β|
|β|2 < ε が得られる. 従って lim

n→∞
1
bn

= 1
β が成り立つため

lim
n→∞

an
bn

= lim
n→∞

an
1
bn

= lim
n→∞

an lim
n→∞

1
bn

= α 1
β = α

β である. □

命題 2.4 {an}n=1,2,..., {bn}n=1,2,... をともに収束する実数列とする.

1) すべての n ∈N に対して an ≦ bn ならば lim
n→∞

an ≦ lim
n→∞

bn である.

2) 実数列 {cn}n=1,2,... が, すべての n ∈ N に対して an ≦ cn ≦ bn を満たし, lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn ならば
{cn}n=1,2,... も収束して lim

n→∞
cn = lim

n→∞
an である.

証明 lim
n→∞

an = α, lim
n→∞

bn = β とおく.

1) α > β と仮定すれば自然数 N1, N2 で,「n > N1 ならば |an−α| < α−β
2 」,「n > N2 ならば |bn− β| < α−β

2 」
を満たすものがある. N1, N2 の大きい方を N3 とする. n > N3 ならば −α−β

2 < an − α かつ bn − β < α−β
2 が成り

立つ. これらの不等式から bn <
α+β
2 < an が得られるため, すべての n ∈N に対して an ≦ bn が成り立つという仮

定と矛盾する. 故に α ≦ β である.

2) ε を任意の正の実数とすれば, 自然数 N4, N5 で, 「n > N4 ならば |an − α| < ε」, 「n > N5 ならば
|bn − α| < ε」を満たすものがある. N4, N5 の大きい方を N6 とする. 仮定からすべての自然数 n に対して
−|an − α| ≦ an − α ≦ cn − α ≦ bn − α ≦ |bn − α| が成り立つため, n > N6 ならば |cn − α| < ε である. 従って
{cn}n=1,2,... も α に収束する. □

定義 2.5 どんな ε > 0 に対しても自然数 N で,「m,n > N ならば |am − an| < ε」を満たすものがあるとき, 数列
{an}n=1,2,... はコーシー列であるという.

命題 2.6 収束する数列 {an}n=1,2,... はコーシー列である.

証明 lim
n→∞

an = α とおくと, 任意の正の実数 ε に対して自然数 N で,「n > N ならば |an − α| < ε
2」を満たすもの

がある. m,n > N ならば |am− an| = |(am−α) + (α− an)| ≦ |am−α|+ |α− an| < ε
2 +

ε
2 = ε より {an}n=1,2,...

はコーシー列である. □

定義 2.7 1) S を C の部分集合とするとき, 正の実数 r で, すべての x ∈ S に対して |x| ≦ r を満たすものがあると
き S は有界であるという. 複素数列 {an}n=1,2,... に対し, 集合 {a1, a2, . . . , an, . . . } が有界であるとき, {an}n=1,2,...

は有界であるという.

2) S が R の部分集合のとき, 実数 M で, すべての x ∈ S に対して x ≦ M を満たすものがあるとき S は上に有
界であるといい, このような M を S の上界という. また, 実数 L で, すべての x ∈ S に対して x ≧ L を満たすもの
があるとき S は下に有界であるという.

3) 実数列 {an}n=1,2,... に対し, 集合 {a1, a2, . . . , an, . . . } が上に有界であるとき, {an}n=1,2,... は上に有界である
といい, {a1, a2, . . . , an, . . . } が下に有界であるとき, {an}n=1,2,... は下に有界であるという.

定義 2.8 数列 {an}n=1,2,... に対し, n1 < n2 < · · · < nk < nk+1 < · · · を満たす自然数列 {nk}k=1,2,... が与えられ
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たとき, 数列 {ank
}k=1,2,... を {an}n=1,2,... の部分列という.

命題 2.9 {an}n=1,2,... を α に収束する数列の部分列も α に収束する.

証明 {ank
}k=1,2,... を {an}n=1,2,... の部分列とする. 任意の ε > 0に対し, 自然数 N で「n ≧ N ならば |an−α| < ε」

を満たすものがある. 1 ≦ n1 < n2 < · · · < nk < · · · だから nk ≧ k がすべての k に対して成り立つため, k ≧ N な
らば |ank

− α| < ε である. よって {ank
}k=1,2,... も α に収束する. □

補題 2.10 S を上に有界な空でない実数の部分集合として S の上界全体からなる集合を U とおくと, 任意の ε > 0

に対して (M − ε,∞) ∩ S 6= ∅ を満たす M ∈ U が存在する.

証明 もし (M − ε,∞) ∩ S 6= ∅ を満たす M ∈ U が存在しないとすれば, ある ε0 > 0 で, すべての M ∈ U に対
して (M − ε0,∞) ∩ S = ∅ となるものが存在する. このとき S ⊂ (−∞,M − ε0] となるため M − ε0 ∈ U であ
る. n に関する帰納法で任意の M ∈ U と自然数 n に対して S ⊂ (−∞,M − nε0] であることが示される. 実際,

S ⊂ (−∞,M − nε0] ならば M − nε0 ∈ U であり, S ⊂ (−∞,K − ε0] が任意の K ∈ U に対して成り立つことから,

K に M − nε0 を代入して S ⊂ (−∞,M − (n+ 1)ε0] が得られる. ところが, S ⊂
⋂
n≧1

(−∞,M − nε0] = ∅ となり,

S は空でないという仮定と矛盾が生じるため, 任意の ε > 0 に対して (M − ε,∞) ∩ S 6= ∅ を満たすM ∈ U が存在
する. □

補題 2.11 上に有界な単調増加数列はコーシー列である.

証明 {an}n=1,2,... を上に有界な単調増加数列とする. これがコーシー列でないと仮定すれば, ρ > 0 が存在し, 任意
の自然数 k に対して ank

− amk
≧ ρ を満たす nk > mk > k がある. 自然数の列 {sl}n=1,2,... を s1 = m1, s2 = n1

および s2l+1 = ms2l , s2l+2 = ns2l (l = 1, 2, . . . ) によって定めると, s2 > s1, s2l+2 > s2l+1 > s2l, as2l − as2l−1
> ρ

(l = 1, 2, . . . ) が成り立つ. このとき as2p =
p∑
l=1

(as2l − as2l−1
) +

p−1∑
l=1

(as2l+1
− as2l) + as1 > pρ + as1 が成り立つた

め, {an}n=1,2,... は上に有界ではない部分列 {as2p}p=1,2,... を含む. 従って {an}n=1,2,... も上に有界ではないので, 仮
定と矛盾が生じる. □

定理 2.12 次の命題はすべて同値である

(i) 上に有界な単調増加数列は収束する.

(ii) 下に有界な単調減少数列は収束する.

(iii) 上に有界な空でない実数の部分集合の上界全体からなる集合は最小元をもつ.

(iv) 下に有界な空でない実数の部分集合の下界全体からなる集合は最大元をもつ.

(v) 有界な実数列は収束する部分列をもつ.

(vi) コーシー列である実数列は収束する.

証明 (i) ⇒ (ii); {an}n=1,2,... が下に有界な単調減少数列ならば {−an}n=1,2,... は上に有界な単調増加数列だから i)

を仮定すれば {−an}n=1,2,... は収束し, (2.3)の 1)により {an}n=1,2,... は − lim
n→∞

(−an) に収束する.

(ii) ⇒ (iii); S を上に有界な空でない実数の部分集合として S の上界全体からなる集合を U とおく. U が
最小元をもたないと仮定して, 単調減少数列 {an}n=1,2,... を次のように帰納的に定める. a1, a2, . . . , an ∈ U で
a1 > a2 > · · · > an かつ (ai − 2−i,∞) ∩ S 6= ∅ (i = 1, 2, . . . , n) を満たすものを選んだと仮定する. (2.10)

から M ∈ U で (M − 2−n−1,∞) ∩ S 6= ∅ を満たすものがある. U が最小元をもたないという仮定から,

an+1 < an かつ an+1 < M を満たす an+1 ∈ U がある. このとき (an+1 − 2−n−1,∞) ⊃ (M − 2−n−1,∞) だか
ら (an+1 − 2−n−1,∞) ∩ S 6= ∅ が成り立つ. S の各要素は U の下界であるため {an}n=1,2,... は下に有界な単調減
少数列になり, ii) の仮定によって収束する. α = lim

n→∞
an とおくと, 任意の x ∈ S に対して an ≧ x だから (2.4)
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の 1) によって α ≧ x である. 従って α ∈ U であり, 再び U が最小元をもたないという仮定から, β < α を満た
す β ∈ U がある. すなわち (−∞, β] ⊃ S となるため (β,∞) ∩ S = ∅ である. 一方, 任意の n に対して α ≦ an

だから (α − 2−n,∞) ⊂ (an − 2−n,∞) である. よって (α − 2−n,∞) ∩ S 6= ∅ が任意の n について成り立つ. と
くに α − β > 2−k を満たす k をとると (β,∞) ⊃ (α − 2−k,∞) となるため (β,∞) ∩ S 6= ∅ であるが, これは
(β,∞) ∩ S = ∅ と矛盾する. 故に U は最小元をもつ.

(iii) ⇔ (iv); 実数の部分集合 S に対して −S = {x ∈ R| − x ∈ S} とおくことにする. S に最小元 c が存在すれ
ば −c が −S の最大元であり, S に最大元 d が存在すれば −d が −S の最小元であることに注意する. S が下に有
界であるとき, S の下界全体からなる集合 {M ∈ R|x ∈ S ならば x ≧ M} を L とおくと −L = {M ∈ R| −M ∈
L} = {M ∈ R|x ∈ S ならば x ≧ −M} = {M ∈ R|x ∈ S ならば − x ≦ M} = {M ∈ R| y ∈ −S ならば y ≦ M}
より −L は −S の上界全体からなる集合である. iii) を仮定すれば −L の最小元 µ が存在して −µ は L の最大元
になるため iv) が導かれる. S が上に有界であるとき, S の上界全体からなる集合 {M ∈ R|x ∈ S ならば x ≦ M}
を U とおくと −U = {M ∈ R| −M ∈ U} = {M ∈ R|x ∈ S ならば x ≦ −M} = {M ∈ R|x ∈ S ならば − x ≧
M} = {M ∈ R| y ∈ −S ならば y ≧ M} より −U は −S の下界全体からなる集合である. (iv) を仮定すれば −U
の最大元 µ が存在して −µ は U の最小元になるため (iii) が導かれる.

(iii) ⇒ (i); {an}n=1,2,... を上に有界な単調増加数列とする. S = {a1, a2, . . . , an, . . . } は上に有界だから S の上界
の最小元を α とすれば, 任意の ε > 0 に対して, α の最小性により α− ε は S の上界ではないので aN > α− ε を満
たす自然数 N がある. {an}n=1,2,... は単調増加数列だから n > N ならば α− ε < an ≦ α が成り立ち, {an}n=1,2,...

は α に収束することが分かる.

(i) ⇒ (v); {an}n=1,2,... を有界な実数列として単調増加数列 {αn}n=1,2,... と 単調減少数列 {βn}n=1,2,... で, 各
n = 1, 2, . . . に対して条件

(1) βn − αn = 2−n+1(β1 − α1).

(2) ai ∈ [αn, βn] となる i は無限個ある.

を満たすものを以下のように帰納的に定める. まず, すべての n に対して an ∈ [α1, β1] となる α1, β1 がある.

α1, α2, . . . , αk, β1, β2, . . . , βk が各 n = 1, 2, . . . , k に対して上の条件を満たすように定まったと仮定する. (2)により
区間 [αk,

αk+βk

2 ], [αk+βk

2 , βk]の少なくとも一方は無限個の iに対して ai を含む. ai ∈ [αk,
αk+βk

2 ]となる iが無限個
ある場合は αk+1 = αk, βk+1 = αk+βk

2 によって αk+1, βk+1 を定め,そうでなければ αk+1 = αk+βk

2 , βk+1 = βk によ
って αk+1, βk+1 を定める. いずれの場合にしても αk ≦ αk+1, βk ≧ βk+1 かつ βk+1−αk+1 = βk−αk

2 = 2−k(β1−α1)

が成り立ち, ai ∈ [αk+1, βk+1] となる i は無限個ある.

{αn}n=1,2,... は区間 [α1, β1] に含まれるため, 上に有界な単調増加数列である. 従って仮定から {αn}n=1,2,... は
収束する. lim

n→∞
αn = α とおくと βn = αn + 2−n+1(β1 − α1) より lim

n→∞
βn = α である. n1 = 1 とおき, 自然数

の列 n1 < n2 < · · · < nk で, 各 j = 1, 2, . . . , k に対して anj ∈ [αj , βj ] となるものを帰納的に選んだとすれば,

ai ∈ [αk+1, βk+1] となる i は無限個あるので, ank+1
∈ [αk+1, βk+1] となる nk+1 で nk より大きなものがある. こ

のように定めた {an}n=1,2,... の部分列 {ank
}k=1,2,... は, すべての k に対して αk ≦ ank

≦ βk を満たすため (2.4)の
2)によって α に収束する.

(v) ⇒ (vi); {an}n=1,2,... をコーシー列である実数列とする. 自然数 N で,「m,n > N ならば |am− an| < 1」を満
たすものがあるため, m > N ならば aN+1−1 < am < aN+1+1 である. そこで, a1, a2, . . . , aN , aN+1−1 のうちで
最小のものを A, a1, a2, . . . , aN , aN+1 + 1 のうちで最大のものを B とすれば, すべての n に対して A ≦ an ≦ B と
なるため {an}n=1,2,... は有界である. よって {an}n=1,2,... は収束する部分列 {ank

}k=1,2,... をもつ. lim
k→∞

ank
= α と

おくと, 任意の ε > 0 に対して自然数 N1, N2 で「k > N1 ならば |ank
−α| < ε

2」,「p, q > N2 ならば |ap−aq| < ε
2」

を満たすものがある. nk > N2 かつ k > N1 を満たす k (例えば N1 + 1 と N2 + 1 の大きい方) を 1 つとれば,

p > N2 ならば |ap − α| ≦ |ap − ank
|+ |ank

− α| < ε
2 + ε

2 = ε となるため {an}n=1,2,... は α に収束する.
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(vi) ⇒ (i); (2.11)から明らかである. □

実数の集合は有理数全体の集合から構成され, その構成方法は 2通りある. 1つは有理数の大小の順序関係を用い
る方法で, もう 1つは有理数のコーシー列を用いる方法である. 前者の方法を用いて実数の集合を構成すれば, (2.12)

の (iii)が成り立つことが示され, 後者の方法を用いれば (2.12)の (vi)が成り立つことが示される. いずれにしても
(2.12)によって, これらの命題は同値であり, (2.12)の命題はすべて成り立つ.

定義 2.13 S が上に有界な実数の部分集合のとき, S の最小の上界を S の上限という. また, S が下に有界な実数の
部分集合のとき, S の最大の下界を S の下限という.

補題 2.14 {cn}n=1,2,... を複素数列とし, cn = an + ibn (an, bn ∈ R, n = 1, 2, . . . ) とする.

1) {cn}n=1,2,... が有界であるためには, {an}n=1,2,..., {bn}n=1,2,... がともに有界であることが必要十分である.

2) {cn}n=1,2,... がコーシー列であるためには, {an}n=1,2,... , {bn}n=1,2,... がともにコーシー列であることが必要十
分である.

証明 不等式 |an|, |bn| ≦ |cn| ≦ |an|+ |bn|, |an − am|, |bn − bm| ≦ |cn − cm|leqq|an − am|+ |bn − bm| よりいずれ
の主張も明らかである. □

定理 2.15 有界な複素数列は収束する部分列をもつ.

証明 {cn}n=1,2,... を有界な複素数列とし, cn = an + ibn (an, bn ∈ R, n = 1, 2, . . . ) とすると, {an}n=1,2,... と
{bn}n=1,2,... はともに有界である. 従って (2.12) の (v) から {an}n=1,2,... は収束する部分列 {ank

}k=1,2,... をも
つ. そこで {bn}n=1,2,... の部分列 {bnk

}k=1,2,... を考えると (2.12)の (v)によって {bnk
}k=1,2,... は収束する部分列

{bnki
}i=1,2,... をもつ. (2.9) により {ank

}k=1,2,... の部分列 {anki
}i=1,2,... も収束する. 従って (2.3) の 1) によって

{cn}n=1,2,... の部分列 {cnki
}i=1,2,... も収束する. □

定理 2.16 コーシー列である複素数列は収束する.

証明 {cn}n=1,2,... をコーシー列とし, cn = an + ibn (an, bn ∈ R, n = 1, 2, . . . ) とすると, {an}n=1,2,... と
{bn}n=1,2,... は (2.14)により, ともにコーシー列である. 従って (2.12)の (vi)から {an}n=1,2,... と {bn}n=1,2,... は
ともに収束する. 従って (2.3)の 1)によって {cn}n=1,2,... も収束する. □

定義 2.17 {an}n=1,2,... (an ∈ C) を数列, α ∈ C とする.

1) Sn =
n∑
k=1

ak とおき lim
n→∞

Sn = α が成り立つとき, 級数
∞∑
n=1

an は α に収束すると言う.

3) 級数
∞∑
n=1

|an| が収束するとき, 級数
∞∑
n=1

an は絶対収束するという.

命題 2.18 級数
∞∑
n=1

an,
∞∑
n=1

bn が収束するとき,
∞∑
n=1

(an + bn) =
∞∑
n=1

an +
∞∑
n=1

bn,
∞∑
n=1

can = c
∞∑
n=1

an (c ∈ C) が成
り立つ.

証明 Sk =
k∑

n=1
an, Tk =

k∑
n=1

bn とおくと Sk + Tk =
k∑

n=1
(an + bn), cSk =

k∑
n=1

can だから (2.3) の 1) から
∞∑
n=1

(an+bn) = lim
k→∞

(Sk+Tk) = lim
k→∞

Sk+ lim
k→∞

Tk =
∞∑
n=1

an+
∞∑
n=1

bn,
∞∑
n=1

can = lim
k→∞

cSk = c lim
k→∞

Sk = c
∞∑
n=1

an.□

命題 2.19 {an}n=0,1,... を単調に減少して 0 に収束する実数列とすれば, 級数
∞∑
n=1

(−1)nan は収束する.

証明 Sk =
k∑

n=1
(−1)nan とおくと {an}n=0,1,... が単調に減少することから S2k+1 = S2k−1 + a2k − a2k+1 ≧ S2k−1,
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S2k+2 = S2k − (a2k+1 − a2k+2) ≦ S2k となる. 従って {S2k+1}k=0,1,... は単調増加数列であり, {S2k}k=0,1,... は単調
減少数列である. 各 an は負でないため S2k+1 = S2k − a2k+1 ≦ S2k だから, 任意の k, l に対して S2k+1 ≦ S2l であ
る. 実際 k ≦ l ならば S2k+1 ≦ S2l+1 ≦ S2l であり, k ≧ l ならば S2k+1 ≦ S2k ≦ S2l である. 故に {S2k+1}k=0,1,...

は上に有界で {S2k}k=0,1,... は下に有界であるため (2.12)の (i), (ii)により, これらはともに収束する. lim
k→∞

S2k = α

とおくと S2k+1 = S2k − a2k+1 と lim
k→∞

a2k+1 = 0 から lim
k→∞

S2k+1 = α である. よって lim
k→∞

Sk = α となり
∞∑
n=1

(−1)nan は収束する. □

定理 2.20 級数
∞∑
n=1

an が収束するためには,どんな ε > 0に対しても N ∈N で,「m ≧ n > N ならば
∣∣∣∣ m∑
k=n

ak

∣∣∣∣ < ε」
を満たすものがあることが必要十分である.

証明 Sk =
k∑

n=1
an とおくと m ≧ n ならば |Sm − Sn−1| =

∣∣∣∣ m∑
k=n

ak

∣∣∣∣ だから, {Sk}k=1,2,... がコーシー列であるため

には, どんな ε > 0 に対しても N ∈N で, 「m ≧ n > N ならば
∣∣∣∣ m∑
k=n

ak

∣∣∣∣ < ε」を満たすものがあることが必要十分
である. 従って (2.16)により, 主張が成立する. □

系 2.21 級数
∞∑
n=1

an は絶対収束するとする.

1)
∞∑
n=1

an は収束する.

2) {ank
}k=1,2,... を数列 {an}n=1,2,... の部分列とすると,

∞∑
k=1

ank
も絶対収束する.

3) 数列 {an}n=1,2,... の項の順序を入れ替えた数列 {ank
}k=1,2,... から得られる級数

∞∑
k=1

ank
も絶対収束して,

∞∑
k=1

ank
=

∞∑
n=1

an である.

証明 1) 級数
∞∑
n=1

|an| が収束するため, (2.20) によりどんな ε > 0 に対しても N ∈ N で,「m ≧ n > N ならば
m∑
k=n

|ak| < ε」を満たすものがある. このとき
∣∣∣∣ m∑
k=n

ak

∣∣∣∣ ≦ m∑
k=n

|ak| < ε だから (2.20)により
∞∑
n=1

an は収束する.

2) sl =
l∑

k=1

|ank
| とおくと {sl}l=1,2,... は単調増加数列であり, sl =

l∑
k=1

|ank
| ≦

nl∑
m=1

|am| ≦
∞∑
m=1

|am| だから, 上
に有界である. 従って (2.12)の (i)により {sl}l=1,2,... は収束する.

3) tl =
l∑

k=1

|ank
|, sl =

l∑
k=1

|ak| とおく. 各 l に対して n1, n2, . . . , nl の中で最大のものを m(l) とおけば

{n1, n2, . . . , nl} ⊂ {1, 2, . . . ,m(l)} だから tl ≦ sm(l) ≦
∞∑
k=1

|ak| である. 従って {tl}l=1,2,... は上に有界な単調増加

数列だから (2.12)の (i)により収束する. 故に
∞∑
k=1

ank
も絶対収束する.

任意の p = 1, 2, . . . に対して nk = p となる k がただ 1 つ存在するので, そのような k を k(p) で表し
て, 各 l に対して k(1), k(2), . . . , k(l) の中で最大のものを µ(l) とおく. ここで k(1), k(2), . . . , k(l) は相異なる
正の整数だから µ(l) ≧ l であることに注意する. N ≧ µ(l) ならば {1, 2, . . . , l} = {nk(1), nk(2), . . . , nk(l)} ⊂
{n1, n2, . . . , nµ(l)} ⊂ {n1, n2, . . . , nN} である. {n1, n2, . . . , nN} − {1, 2, . . . , l} ⊂ {l + 1, l + 2, . . . ,m(N)} だから

Sl =
l∑

k=1

ak, Tl =
l∑

k=1

ank
とおくと |Sl − TN | =

∣∣∣∣∣ ∑
1≦k≦N,nk>l

ank

∣∣∣∣∣ ≦ ∑
1≦k≦N,nk>l

|ank
| ≦

m(N)∑
k=l+1

|ank
| = sm(N) − sl.

そこで
∞∑
k=1

|ank
| = s∞ とおけば N ≧ µ(l) ならば |Sl − TN | ≦ s∞ − sl が成り立つ.

{sl}l=1,2,... は s∞ に収束するため, 任意の ε > 0に対して自然数 N1 で「l > N1 ならば s∞−sl < ε
2」をみたすもの

がある. {Tl}l=1,2,... は収束するため, 任意の ε > 0に対して自然数N2 で「l,m > N2 ならば |Tl−Tm| < ε
2」をみたす

ものがある. N1 とN2 の大きい方をN3 とすれば, l > N3 ならば |Sl−Tl| ≦ |Sl−Tµ(l)|+|Tµ(l)−Tl| < s∞−sl+ ε
2 < ε
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である. これは lim
l→∞

Sl = lim
l→∞

Tl が成り立つことを意味する. □

命題 2.22 {an}n=1,2,... を複素数列とする.

1) {cn}n=1,2,... が n = 1, 2, . . . に対して |an| ≦ cn を満たす実数列で,
∞∑
n=1

cn が収束すれば
∞∑
n=1

an は絶対収束
する.

2) N ∈N と実数 r < 1 で, 「n ≧ N ならば
∣∣∣an+1

an

∣∣∣ ≦ r」を満たすものが存在すれば
∞∑
n=1

an は絶対収束する.

3) N ∈N と実数 r < 1 で,「n ≧ N ならば n
√
|an| ≦ r」を満たすものが存在すれば

∞∑
n=1

an は絶対収束する.

証明 1) Sk =
k∑

n=1
|an| とおくと 任意の k = 1, 2, . . . に対して Sk =

k∑
n=1

|an| ≦
k∑

n=1
cn ≦

∞∑
n=1

cn だから {Sk}k=1,2,...

は上に有界な単調増加数列になるため (2.12)の (i)により収束する. 従って
∞∑
n=1

an は絶対収束する.

2) n ≧ N ならば |an| = |aN |
∣∣∣aN+1

aN

∣∣∣ ∣∣∣aN+2

aN+1

∣∣∣ · · · ∣∣∣ an
an−1

∣∣∣ ≦ |aN |rn−N だから cn =

|an| 1 ≦ n ≦ N − 1

|aN |rn−N n ≧ N

により数列 {cn}n=1,2,... を定めれば n = 1, 2, . . . に対して |an| ≦ cn が成り立ち,
∞∑
n=1

cn =
N−1∑
n=1

|an|+ |aN |
1−r となる

ため 1)の結果により
∞∑
n=1

an は絶対収束する.

3) n ≧ N ならば |an| ≦ rn だから cn =

|an| 1 ≦ n ≦ N − 1

rn n ≧ N
により数列 {cn}n=1,2,... を定めれば n = 1, 2, . . .

に対して |an| ≦ cn が成り立ち,
∞∑
n=1

cn =
N−1∑
n=1

|an|+ rn

1−r となるため 1)の結果により
∞∑
n=1

an は絶対収束する. □

級数
∞∑
n=1

an が絶対収束するとき, N の無限部分集合 S に対して S = {n1, n2, . . . , nk, . . . } (i 6= j ならば ni 6= nj)

とおくと, (2.21)の 2), 3)の結果から, 級数
∞∑
k=1

ank
は収束して, その値は S の要素の番号の付け方に依存しない. す

なわち, S = {m1,m2, . . . ,mk, . . . } (i 6= j ならば mi 6= mj) とすると
∞∑
k=1

amk
=

∞∑
k=1

ank
. である. この一定の値を∑

n∈S
an で表すことにする. (S が有限部分集合ならば ∑

n∈S
an は単に S に属するすべての n についての an の和を表

す.)

定理 2.23 級数
∞∑
n=1

an が α に絶対収束するとする. Sk (k = 1, 2, . . . ) は N の部分集合で
∞⋃
k=1

Sk = N であり,

k 6= l ならば Sk ∩ Sl = ∅ が成り立つとする. sk =
∑
n∈Sk

an とおくとき,
∞∑
k=1

sk は α に絶対収束する.

証明 Sk = {nk,i| i = 1, 2, . . . } (i < j ならば nk,i < nk,j) とし, tk =
∞∑
i=1

|ank,i
|, tk,l =

∑
1≦i≦l

|ank,i
| とおくと, 任意

の m, l ∈ N に対して
m∑
k=1

tk,l ≦
∞∑
n=1

|an| だから, この左辺で l → ∞ とすると
m∑
k=1

tk ≦
∞∑
n=1

|an| である. 従って単

調増加数列 {
m∑
k=1

tk}m=1,2,... は上に有界だから級数
∞∑
k=1

tk は収束する. |sk| ≦ tk がすべての k ∈N に対して成り立

つため (2.22) の 1) により
∞∑
k=1

sk は絶対収束する.

ε > 0 を任意にとると (2.20)により, N ∈ N で「m ≧ n > N ならば
m∑
i=n

|ai| < ε
2 かつ |

n∑
i=1

ai − α| < ε
2」を満

たすものがある. 従って n > N ならば
∞∑
i=n

|ai| ≦ ε
2 である. そこで {1, 2, . . . , N} ⊂ S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ SM を満たす
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M ∈N をとれば m > M ならば
∣∣∣∣ m∑
k=1

sk − α

∣∣∣∣ ≦ ∣∣∣∣ m∑
k=1

sk −
N+1∑
i=1

ai

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣N+1∑
i=1

ai − α

∣∣∣∣ ≦ ∞∑
i=N+2

|ai|+
∣∣∣∣N+1∑
i=1

ai − α

∣∣∣∣ < ε

だから
∞∑
k=1

sk は α に収束する. □

定理 2.24 級数
∞∑
m=0

am,
∞∑
n=0

bn はともに絶対収束するとする. ck =
∑

m+n=k

ambn =
k∑

m=0
ambk−m とおくとき,

∞∑
k=0

ck は絶対収束して
∞∑
k=0

ck =

( ∞∑
m=0

am

)( ∞∑
n=0

bn

)
が成り立つ.

証明 pi =
i∑
l=0

|al|, qi =
i∑
l=0

|bl|, ri =
i∑
l=0

|cl| とおくと, 仮定から定数 α, β で, すべての i に対して pi ≦ α, qi ≦ β

が成り立つようなものがとれる. このとき ri ≦
i∑
l=0

l∑
k=0

|ak||bl−k| ≦ piqi ≦ αβ となるため {ri}i=0,1,... は上に有界で

ある. 故に級数
∞∑
k=0

ck は絶対収束する.

とくに, dl =
l∑

k=0

|ak||bl−k|, ei =
i∑
l=0

dl とおくと, 上の議論から単調増加数列 {ei}i=0,1,... は上に有界であるため
(2.11)により Cauchy列であることに注意する.

S =
∞∑
l=0

al, T =
∞∑
l=0

bl, Si =
i∑
l=0

al, Ti =
i∑
l=0

bl, Ri =
i∑
l=0

cl とおくと, |SiTi − Ri| = |
∑
u,v≦i
u+v>i

aubv| ≦

∑
u,v≦i
u+v>i

|au||bv| ≦
2i∑

l=i+1

dl = e2i − ei. このことと, ST − Ri = (S − Si)T + Si(T − Ti) + SiTi − Ri に注意す

れば, |ST −Ri| ≦ |S−Si||T |+ |Si||T −Ti|+e2i−ei が得られる. i→ ∞ のとき, |S−Si|, |T −Ti| → 0, |Si| → |S|
であり, {ei}i=0,1,... は Cauchy 列になっているため e2i − ei も 0 に収束する. 従って上の不等式から lim

i→∞
Ri = ST

がわかる. □

定義 2.25 z ∈ C に対し, an = zn

n! により数列 {an}n=0,1,2,... を定義すれば lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

|z|
n+1 = 0 だから

(2.22)の 2)により級数
∞∑
n=0

zn

n! は絶対収束する. そこで exp z =
∞∑
n=0

zn

n! とおき, 関数 exp : C → C を指数関数と
いう.

命題 2.26 exp(z + w) = (exp z)(exp w), exp 0 = 1, exp(−z) = (exp z)−1 が成り立つ.

証明 an = zn

n! , bn = wn

n! により数列 {an}n=0,1,2,..., {bn}n=0,1,2,... を定義すれば級数
∞∑
m=0

am,
∞∑
n=0

bn はともに絶対

収束するため, (2.24)により ck =
∑

m+n=k

ambn とおけば,
∞∑
k=0

ck は絶対収束して
∞∑
k=0

ck =

( ∞∑
m=0

am

)( ∞∑
n=0

bn

)
=

(exp z)(exp w) が成り立つ. 一方 ck =
∑

m+n=k

zm

m!
wn

n! =
∑

m+n=k

1
k!

(
k
m

)
zmwn = 1

k! (z + w)k だから
∞∑
k=0

ck =

∞∑
k=0

1
k! (z + w)k = exp(z + w) である. また, exp 0 = 1 は指数関数の定義から明らかである. (exp z)(exp(−z)) =

exp(z + (−z)) = exp 0 = 1 より exp(−z) = (exp z)−1 が得られる. □

補題 2.27 x を正の実数とするとき n ≧ m > 2x ならば xn

n! < xm−1

(m−1)!
1

2n−m+1 である. 従って lim
n→∞

xn

n! = 0,
n∑

k=m

xk

k! <
xm−1

(m−1)! が成り立つ.

証明 xn

n! = x
1
x
2 · · · x

(m−1)
x
m · · · xn < x

1
x
2 · · · x

(m−1)
x

(2x) · · ·
x

(2x) = xm−1

(m−1)!
1

2n−m+1 ,
n∑

k=m

xk

k! <
n∑

k=m

xm−1

(m−1)!
1

2k−m+1 =

xm−1

(m−1)!

(
1− 1

2n−m+1

)
< xm−1

(m−1)! . □

命題 2.28 x ∈ C に対し, an =
(
1 + x

n

)n で数列 {an}n=1,2,... を定める.
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1) x が正の実数ならば an は単調増加数列で, すべての n に対して, an < exp x が成り立つ.

2) lim
n→∞

an = exp x である.

証明 1) 二項定理から an = 1 +
n∑
k=1

n(n−1)···(n−k+1)
k!

(
x
n

)k
= 1 + x +

n∑
k=2

xk

k!

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

) より(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)
< 1 に注意すれば, an < 1 +

n∑
k=1

xk

k! < exp x である. また 1− i
n+1 > 1− i

n だから

an+1 − an =

n+1∑
k=2

xk

k!

(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·
(
1− k−1

n+1

)
−

n∑
k=2

xk

k!

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

)
=

n∑
k=2

xk

k!

((
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·
(
1− k−1

n+1

)
−
(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

))
+ xn+1

(n+1)!

(
1− 1

n+1

)(
1− 2

n+1

)
· · ·
(
1− n

n+1

)
> 0.

2) ε > 0を任意にとると, (2.27)から K > 2|x|となる 3以上の K ∈N で, n ≧ K ならば
n∑

k=K

|x|k
k! ≦ |x|K−1

(K−1)! <
ε
4

となるものがある. また 0 < ε < 4, K > 2 のとき, n > (K − 2)

(
1−

(
1− ε

4(1+|x|)K−1

) 1
K−2

)−1

ならば

1 −
(
1− K−2

n

)K−2
< ε

4(1+|x|)K−1 であり, 2 ≦ k ≦ K − 1 ならば (
1− k−1

n

)k−1 ≧
(
1− K−2

n

)K−2 である. また,

(2.27)から
K−1∑
k=2

1
k! =

1
2 +

K−1∑
k=3

1
k! < 1 が成り立つ. そこで, K と (K − 2)

(
1−

(
1− ε

4(1+|x|)K−1

) 1
K−2

)−1

の両方よ
り大きい自然数 N を 1つとれば 0 < ε < 2 に対し, n > N ならば以下の式が成り立つ.∣∣∣∣∣

n∑
k=0

xk

k! − an

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=2

xk

k!

(
1−

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

))∣∣∣∣∣
≦
K−1∑
k=2

|x|k
k!

(
1−

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

))
+

n∑
k=K

|x|k
k!

(
1−

(
1− 1

n

) (
1− 2

n

)
· · ·
(
1− k−1

n

))
≦
K−1∑
k=2

|x|k
k!

(
1−

(
1− k−1

n

)k−1
)
+

n∑
k=K

|x|k
k! ≦

K−1∑
k=2

|x|k
k!

(
1−

(
1− K−2

n

)K−2
)
+ |x|K−1

(K−1)!

<

K−1∑
k=2

|x|k
k!

ε
4(1+|x|)K−1 + ε

4 <
ε
4

K−1∑
k=2

1
k!

(
|x|

1+|x|

)k
+ ε

4 <
ε
4

K−1∑
k=2

1
k! +

ε
4 <

ε
4 + ε

4 = ε
2

従って, 任意の ε > 0 に対して N ∈N で n > N ならば
∣∣∣∣an −

n∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣ < ε
2 ,

∣∣∣∣ n∑
k=0

xk

k! − exp x

∣∣∣∣ < ε
2 を満たすものが

あるから, このとき |an − exp x| ≦
∣∣∣∣an −

n∑
k=0

xk

k!

∣∣∣∣+ ∣∣∣∣ n∑
k=0

xk

k! − exp x

∣∣∣∣ < ε
2 + ε

2 = ε である. □

3 連続関数
定義 3.1 X, Y を C の部分集合, p, q ∈ C とし, f : X → Y を関数とする. どんな ε > 0 に対しても δ > 0 で
「0 < |x− p| < δ かつ x ∈ X ならば |f(x)− q| < ε」を満たすものがあるとき, f の p における極限値は q であると
いい, このことを lim

x→p
f(x) = q で表す.

注意 3.2 p ∈ C, r > 0 に対して B(p ; r) = {x ∈ C| |x− p| < r} とおくと, lim
x→p

f(x) = q であるためには, どんな
ε > 0 に対しても δ > 0 で「x ∈ B(p ; δ) ∩X かつ x 6= p ならば f(x) ∈ B(q ; ε)」を満たすようなものが存在するこ
とが必要十分である.
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定理 3.3 X, Y を C の部分集合, p, q ∈ C とし, f : X → Y を関数とするとき, lim
x→p

f(x) = q であるためには,「p
に収束する数列 {an}n=1,2,... が, すべての n ∈N に対し, an 6= p かつ an ∈ X を満たせば lim

n→∞
f(an) = q である.」

ことが必要十分である.

証明 lim
x→p

f(x) = q が成り立つとして {an}n=1,2,... をすべての n ∈N に対し, an 6= p かつ an ∈ X を満たし, p に
収束する数列とする. 任意の ε > 0 に対して δ > 0 で「0 < |x− p| < δ かつ x ∈ X ならば |f(x)− q| < ε」を満たす
ものがあり, 自然数 N で「n > N ならば |an− p| < δ」を満たすものがある. 従って n > N ならば 0 < |an− p| < δ

となり, an ∈ X だから |f(an)− q| < ε が成り立ち, lim
n→∞

f(an) = q である.

もし lim
x→p

f(x) = q が成り立たないとすれば, ρ > 0 で, 「任意の自然数 n に対し, 0 < |an − p| < 1
n かつ

|f(an)− q| ≧ ρ を満たす an ∈ X が存在する.」という条件を満たすものある. このとき {an}n=1,2,... は p に収束し
て, すべての n ∈N に対し, an 6= p かつ an ∈ X を満たすが, lim

n→∞
f(an) = q は成り立たない. 故に「p に収束する

数列 {an}n=1,2,... が, すべての n ∈N に対し, an 6= p かつ an ∈ X を満たせば lim
n→∞

f(an) = q である.」という条
件が成り立てば lim

n→∞
f(an) = q が成り立つ. □

命題 3.4 関数 f, g : X → Y に対し, lim
x→p

f(x), lim
x→p

g(x) がともに存在するとき以下の等式が成り立つ. 但し, 4) に
おいては lim

x→p
g(x) 6= 0 であると仮定する.

1) lim
x→p

(f(x) + g(x)) = lim
x→p

f(x) + lim
x→p

g(x) 2) lim
x→p

cf(x) = c lim
x→p

f(x)

3) lim
x→p

(f(x)g(x)) = lim
x→p

f(x) lim
x→p

g(x) 4) lim
x→p

f(x)
g(x) =

lim
x→p

f(x)

lim
x→p

g(x)

証明 ε を任意の正の実数とし, lim
x→p

f(x) = a, lim
x→p

g(x) = b とおく.

1) 仮定から δ1, δ2 > 0 で「0 < |x− p| < δ1 かつ x ∈ X ならば |f(x)− a| < ε
2」,「0 < |x− p| < δ2 かつ x ∈ X

ならば |g(x)− b| < ε
2」を満たすようなものがある. δ1, δ2 の小さい方を δ とすれば, 0 < |x− p| < δ かつ x ∈ X な

らば |f(x) + g(x)− (a+ b)| ≦ |f(x)− a|+ |g(x)− b| < ε
2 + ε

2 = ε となるため lim
x→p

(f(x) + g(x)) = a+ b である.

2) 仮定から δ > 0 で「0 < |x − p| < δ かつ x ∈ X ならば |f(x) − a| < ε
1+|c|」を満たすようなものがあるから,

0 < |x− p| < δ かつ x ∈ X ならば |cf(x)− ca| = |c||f(x)− a| < ε|c|
1+|c| < ε となるため, lim

x→p
cf(x) = ca である.

3) まず δ1 > 0 で「0 < |x − p| < δ1 かつ x ∈ X ならば |f(x) − a| < 1」となるものがある. また, δ2, δ3 > 0 で
「0 < |x−p| < δ2 かつ x ∈ X ならば |f(x)−a| < ε

2(1+|b|)」,「0 < |x−p| < δ3 かつ x ∈ X ならば |g(x)−b| < ε
2(1+|a|)」

を満たすようなものがある. そこで δ1, δ2, δ3 のうちで一番小さいものを δ とすれば, 0 < |x− p| < δ かつ x ∈ X な
らば |f(x)| = |f(x)− a+ a| ≦ |f(x)− a|+ |a| < 1 + |a| より |f(x)g(x)− ab| = |f(x)(g(x)− b) + b(f(x)− a)| ≦
|f(x)||g(x)− b|+ |b||f(x)− a| < (1 + |a|) ε

2(1+|a|) + |b| ε
2(1+|b|) <

ε
2 + ε

2 = ε.

4) b 6= 0 より δ1 > 0 で「0 < |x − p| < δ1 かつ x ∈ X ならば |g(x) − b| < |b|
2 」となるものがある. また

δ2 > 0 で「0 < |x − p| < δ2 かつ x ∈ X ならば |g(x) − b| < ε|b|2
2 」となるものがある. δ1, δ2 の小さい方を δ と

すれば, 0 < |x − p| < δ かつ x ∈ X ならば |b| = |b − g(x)| + |g(x)| < |b|
2 + |g(x)| より |g(x)| > |b|

2 となるため∣∣∣ 1
g(x) −

1
b

∣∣∣ = |g(x)−b|
|b||g(x)| <

ε|b|2
2

2
|b|2 = ε である. 従って lim

x→p

1
g(x) =

1
b が成り立ち, 3) を用いれば結果が得られる. □

定義 3.5 f : X → Y を関数とし, p ∈ X に対し, lim
x→p

f(x) = f(p) が成り立つとき, f は p で連続であるという. す
べての p ∈ X で f が連続であるとき, f を連続関数という.

(3.4) からただちに, 次のことがわかる.

命題 3.6 関数 f, g : X → Y がともに p ∈ X において連続ならば, 関数 f + g, cf, fg : X → Y はすべて p ∈ X に
おいて連続である. また, すべての x ∈ X に対して g(x) 6= 0 ならば, 関数 f

g : X → Y も p ∈ X において連続であ
る. 従って, 連続関数の和, スカラー倍, 積は連続関数であり, 常に 0でない値をとる連続関数による商も連続関数で
ある.
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命題 3.7 f : X → Y , g : Y → Z を関数とする. lim
x→p

f(x) が存在して, g が lim
x→p

f(x) において連続ならば,

lim
x→p

g(f(x)) = g( lim
x→p

f(x)) である. とくに, f が p ∈ X において連続, g が f(p) において連続ならば, 合成関数
g◦f は p において連続である. 従って, 連続関数の合成関数は連続関数である.

証明 lim
x→p

f(x) = q とおく. 任意の ε > 0 に対し, g の q における連続性から, δ > 0 で「|y − q| < δ かつ y ∈ Y な
らば |g(y)− g(q)| < ε」を満たすものがある. また lim

x→p
f(x) = q から ρ > 0 で「0 < |x− p| < ρ かつ x ∈ X なら

ば |f(x)− q| < δ」を満たすものがある. したがって 0 < |x− p| < ρ かつ x ∈ X ならば |g(f(x))− g(q)| < ε が成
り立つため lim

x→p
g(f(x)) = q である. □

定理 3.8 (中間値の定理) f : X → R を実数値連続関数とする. [a, b] ⊂ X であり, f(a) 6= f(b) ならば, f(a) と
f(b) の間にある任意の値 d に対し, f(c) = d となる c ∈ (a, b) が存在する.

証明 p, q ∈ [a, b] に対して y が f(p) と f(q) の間にあるとき, y は f(p) と f(p+q2 ) の間か f(p+q2 ) と f(q) の間にあ
ることに注意する. そこで, u(p, q) を前者の場合は u(p, q) = 3p+q

4 , 後者の場合は u(p, q) = p+3q
4 により定める. こ

のとき,
∣∣u(p, q)− p+q

2

∣∣ = |q−p|
4 であり, y は f

(
u(p, q)− |q−p|

4

)
と f

(
u(p, q) + |q−p|

4

)
の間にあることに注意する.

実数列 x0, x1, . . . , xn, . . . を以下のように定める. x0 = a, x1 = b, x2 = a+b
2 として, 帰納的に x0, x1, . . . , xn−1

(n ≧ 3) が次の条件を満たすように定まったと仮定する.

(1) i = 0, 1, . . . , n− 2 に対して |xi+1 − xi| = b−a
2i .

(2) i = 2, . . . , n− 1 に対して y は f
(
xi − b−a

2i−1

) と f
(
xi +

b−a
2i−1

) の間にある.

xn = u
(
xn−1 − b−a

2n−2 , xn−1 +
b−a
2n−2

) で xn を定めれば, 上で述べたことから |xn − xn−1| = b−a
2n−1 であり, y

は f
(
xn − b−a

2n−1

) と f
(
xn + b−a

2n−1

) の間にある. このように定めた数列はコーシー列である. 実際, |xn+k − xn| ≦
k−1∑
i=0

|xn+i+1−xn+i| =
k−1∑
i=0

b−a
2n+i <

∞∑
i=0

b−a
2n+i = b−a

2n−1 が成り立つ. (2.12)の (vi)からこの数列は収束して, lim
n→∞

xn = c

とおくと, x0, x1, . . . の定め方から, これらはすべて [a, b] に属するため (2.4)の 1)により c ∈ [a, b] である.

f(c) = y が成り立つことをみる.
(
y − f

(
xn − b−a

2n−1

)) (
y − f

(
xn + b−a

2n−1

))
≦ 0 がすべての n について成り立ち,

n → ∞ のとき xn − b−a
2n−1 , xn + b−a

2n−1 → c だから (3.3) と (2.4) の 1) から (y − f(c))2 ≦ 0 が得られる. 従って,

f(c) = y である. □

定義 3.9 f : X → R を実数値関数とする. 実数 M が, 条件「すべての x ∈ X に対して f(x) ≦M」と「f(p) =M

となる p ∈ X がある.」を満たすとき, M を f の最大値という. また, 実数 m が, 条件「すべての x ∈ X に対して
f(x) ≧M」と「f(p) =M となる p ∈ X がある.」を満たすとき, M を f の最小値という.

定理 3.10 (最大値・最小値の定理) 閉区間 [a, b] で定義された連続関数 f : [a, b] → R は最大値と最小値を持つ.

証明 もし集合 S = {y ∈ R| f(x) = y を満たす x ∈ [a, b] がある } が上に有界でないとすれば, 任意の自然数 n に
対して f(an) > n を満たす an ∈ [a, b] がある. (2.12) の (v) により, [a, b] に含まれる数列 {an}n=1,2,... は収束す
る部分列 {ank

}k=1,2,... をもつ. lim
p→∞

ank
= p とおけば, f の連続性により lim

p→∞
f(ank

) = f(p) が成り立つ. 一方
f(ank

) > nk ≧ k となるため, 実数列 {f(ank
)}k=1,2,... は収束しないため, 矛盾が生じる. 故に S は上に有界となり,

(2.12)の (iii)により S の上限が存在する. この上限を M とすれば, 任意の自然数 l に対して f(bl) > M − 1
l を満た

す bl ∈ [a, b]がある. 再び (2.12)の (v)により, [a, b]に含まれる数列 {bl}l=1,2,... は収束する部分列 {blk}k=1,2,... をも
つ. lim

p→∞
blk = q とおけば, f の連続性により lim

p→∞
f(blk) = f(q) が成り立つ. 一方 M − 1

k ≦M − 1
lk
< f(blk) ≦M

となるため, 実数列 {f(blk)}k=1,2,... は M に収束する. 従って M = f(q) を満たす q ∈ X があるため, M は f の最
大値である. 同様にして f の最小値の存在も示される. □

定義 3.11 X を実数の部分集合とする. 実数値関数 f : X → R が「x < y ならば f(x) ≦ f(y)」を満たすとき, f を
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単調増加関数といい, 「x < y ならば f(x) < f(y)」を満たすとき, f を狭義単調増加関数という. また, f が「x < y

ならば f(x) ≧ f(y)」を満たすとき, f を単調減少関数といい, 「x < y ならば f(x) > f(y)」を満たすとき, f を狭
義減少増加関数という.

定理 3.12 閉区間 [a, b] で定義された連続関数 f : [a, b] → R が単射ならば f は狭義単調増加関数であるか, または
狭義減少増加関数である. さらに, 前者の場合は f は [f(a), f(b)] への全射であり, 後者の場合は [f(b), f(a)] への全
射である.

証明 a 6= b で f は単射だから f(a) 6= f(b) である. f(a) < f(b) の場合は f が狭義単調増加関数であることを示す.

まず, 任意の x ∈ (a, b) に対して f(a) < f(x) < f(b) である. 実際, もし f(x) < f(a) ならば f(x) < p < f(a) と
なる p に対し, 区間 [a, x] において中間値の定理から f(c) = p となる c ∈ (a, x) があり, f(x) < p < f(a) < f(b)

でもあるから, 区間 [x, b] において中間値の定理により f(d) = p となる d ∈ (x, b) がある. f(c) = f(d) = p である
が, c < x < d であるため, これは f が単射であることに矛盾する. f(x) > f(b) としても, 同様に矛盾が生じるため,

x ∈ (a, b) ならば f(a) < f(x) < f(b) である.

a ≦ x < y ≦ b のとき, 上の結果から f(a) < f(y) だから, 区間 [a, y] に対して上の結果を用いると f(x) < f(y)

が得られ f は狭義単調増加関数である.

f(a) < f(b) の場合は f の代りに −f を考えれば上の場合に帰着して, −f は狭義単調増加関数になるため, f は
狭義減少増加関数である. 後半の主張は中間値の定理から明らかである. □

系 3.13 I を区間 (すなわち I は (a, b), [a, b], (a, b], [a, b), (−∞, b), (−∞, b], (a,∞), [a,∞), R のいずれか)とす
るとき, 連続関数 f : I → R が単射ならば f は狭義単調増加関数であるか, または狭義減少増加関数である.

証明 c, d ∈ I, c < d とすると (3.12) により, f の閉区間 [c, d] において狭義単調増加関数か狭義減少増加関数のい
ずれかである. 後者の場合は, −f を考えることにより, 前者の場合に帰着できる. 前者の場合, x, y ∈ I, x < y に対
し, c と x の小さい方を p, d と y の大きい方を q とすれば, f の閉区間 [p, q] への制限は狭義単調増加関数か狭義
減少増加関数のいずれかであり, [c, d] ⊂ [p, q] だから f は閉区間 [p, q] において, 狭義単調増加関数となる. このとき
x, y ∈ [p, q] だから f(x) < f(y) となり, f は狭義単調増加関数である. □

定理 3.14 区間 I で定義された連続関数 f : I → J が逆関数 f−1 : J → I をもてば f−1 も連続関数である.

証明 (3.13) により f は狭義単調増加関数か狭義減少増加関数のいずれかである. 後者の場合は, −f を考えるこ
とにより, 前者の場合に帰着できるので, 前者の場合について考える. 任意の p ∈ J をとり, q = f−1(p) とおく.

[q − r, q] ⊂ I となる r > 0 があるとき, f は単調増加関数だから, 区間 [q − r, q] を [f(q − r), p] の上に 1対 1に写
す. 従って, 任意の 0 < ε < r に対し, f−1 は (f(q − ε), p] を (q − ε, q] の上に 1対 1に写すため, δ = p− f(q − ε)

とおけば「p− δ < x ≦ p ならば q− ε < f−1(x) ≦ q」が成り立つ. 同様にして [q, q+ r] ⊂ I となる r > 0 があると
き, δ = f(q + ε)− p とおけば「p ≦ x < p+ δ ならば q ≦ f−1(x) < q + ε」が成り立つ. 故に, f−1 は p において連
続である. □

定義 3.15 X ⊂ C とし, X の部分集合 D が次の条件を満たすとき, D は X で稠密であるという.

「任意の p ∈ X に対し, D に含まれる数列で p に収束するものがある.」

命題 3.16 X,Y ⊂ C, f, g : X → Y を連続関数とする. D が稠密な X の部分集合で,「x ∈ D ならば f(x) = g(x)」
が成り立てば f = g である.

証明 p ∈ X に対し, D に含まれる数列 {an}n=1,2,... で p に収束するものがあり, 仮定により, すべての自然数 n に
対して f(an) = g(an) が成り立つ. よって f , g の連続性から f(p) = lim

n→∞
f(an) = lim

n→∞
g(an) = g(p) が得られ,

f = g である. □
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4 指数関数
(2.25) において指数関数 exp : C → C を exp z =

∞∑
n=0

zn

n! によって定義し, (2.26) が成り立つことをみたが, 指数
関数はさらに次の性質をもつ.

命題 4.1 1) x ∈ R ならば exp x は正の実数である.

2) x, y ∈ R, x < y ならば exp x < exp y である.

3) exp : C → C は連続関数である.

4) 任意の正の実数 y に対して, exp x = y を満たす実数 x がある.

証明 1) x ∈ R ならば exp x =
∞∑
n=0

xn

n! ∈ R である. (2.26) により exp x = exp
(
x
2 + x

2

)
= exp

(
x
2

)2 ≧ 0. さらに
exp x exp(−x) = exp(x+ (−x)) = exp 0 = 1 より exp x 6= 0 だから exp x は正の実数である.

2) x < y のとき, (2.26) により exp y
exp x = (exp y)(exp x)−1 = (exp y)(exp(−x)) = exp(y − x) =

∞∑
n=0

(y−x)n
n! =

1 +
∞∑
n=1

(y−x)n
n! > 1 だから exp x < exp y である.

3) z, p ∈ C に対し, |z−p| < 1ならば | exp z−exp p| = | exp(p+(z−p))−exp p| = |(exp p)(exp(z−p))−exp p| =

| exp p|| exp(z − p) − 1| = | exp p|
∣∣∣∣ ∞∑
n=1

(z−p)n
n!

∣∣∣∣ ≦ | exp p||z − p|
( ∞∑
n=1

|z−p|n−1

n!

)
< | exp p||z − p|

( ∞∑
n=1

1
n!

)
=

| exp p||z − p|(exp 1− 1) である. 従って |z − p| < 1 ならば | exp z − exp p| < | exp p|(exp 1− 1)|z − p| となるた
め, z → p ならば exp z → exp p である.

4) exp 1 = 1 + 1 +
∞∑
n=2

1
n! > 2 だから自然数 n に対して exp n = exp(n1) = (exp 1)n > 2n である. こ

れより exp(−n) = (expn)−1 < 2−n. y > 0 に対して 2−m < y < 2n を満たす自然数 m, n があるため,

exp(−m) < y < exp n である. 従って 1), 3) により区間 [−m,n] において中間値の定理が適用できるため,

exp x = y を満たす x ∈ (−m,n) がある. □

上の 1), 3), 4) の結果から, 実数 x を exp x に対応させる関数は R から (0,∞) への全射である. この関数も
exp : R→ (0,∞) で表すことにすれば, 2) により exp は狭義単調増加関数だから, 全単射である. exp 1 = e とおく
ことにする.

定義 4.2 指数関数 exp : R→ (0,∞) の逆関数を対数関数と呼び, log : (0,∞) → R で表す.

命題 4.3 狭義単調増加関数 f : X → Y (X,Y ⊂ R) が逆関数 f−1 : Y → X をもつとき, f−1 も狭義単調増加関数
である. また, 狭義単調減少関数 f : X → Y (X,Y ⊂ R) が逆関数 f−1 : Y → X をもつとき, f−1 も狭義単調減少
関数である.

証明 x, y ∈ Y , x < y とする. もし f−1(y) ≦ f−1(x) とすると f は単調増加関数だから y = f(f−1(y)) ≦
f(f−1(x)) = x となって x < y と矛盾する. 従って f−1(x) < f−1(y) となるため f−1 は狭義単調増加関数である.

後半も同様である. □

命題 4.4 1) log(exp x) = x, exp(log y) = y がすべての x ∈ R, y ∈ (0,∞) に対して成り立つ.

2) log : (0,∞) → R は log 1 = 0 を満たす狭義単調増加関数である.

3) x, y ∈ (0,∞) に対し, log(xy) = log x+ log y である.

証明 1) log(exp x) = x, exp(log y) = y は log が exp の逆関数であることから明らか.

2) exp 0 = 1 より log 1 = log(exp 0) = 0. exp は狭義単調増加関数だから (4.3) により 2) log は狭義単調増加関
数である.
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3) z = log x + log y とおくと exp z = exp(log x + log y) = (exp(log x))(exp(log y)) = xy だから log(xy) =

log(exp z) = z = log x+ log y である. □

定義 4.5 a を正の実数とするとき, 関数 expa : R→ (0,∞) を expa x = exp(x log a) により定義する.

命題 4.6 1) expa(x+ y) = (expa x)(expa y), expexpa x
y = expa(xy).

2) x が有理数のとき, expa x = ax.

3) 0 < a < 1 のとき, expa は狭義単調減少関数であり, a > 1 のとき, expa は狭義単調増加関数である.

4) expa : R → (0,∞) は連続関数であり, a 6= 1 ならば関数 loga : (0,∞) → R を loga x = log x
log a で定めると, こ

れは expa の逆関数である.

証明 1) expa(x+y) = exp((x+y) log a) = exp(x log a+y log a) = exp(x log a) exp(y log a) = (expa x)(expa y).

expexpa x
y = exp(y log(expa x)) = exp(y log(exp(x log a))) = exp(yx log a) = expa(xy).

2) まず expa 1 = exp(log a) = a であり, 任意の自然数 n に対して, 1) のはじめの式から expa n = expa(n1) =

(expa 1)
n = an. また expa 0 = exp 0 = 1. 1) の最初の式で, y = −x とすると (expa x)(expa(−x)) = expa 0 = 1

だから expa(−x) = (expa x)
−1 である. 従って expa(−n) = (expa n)

−1 = (an)−1 = a−n となるため, 任意
の整数 n に対して expa n = an である. x を任意の有理数として x = p

q (p は整数, q は自然数) とおく.

(expa x)
q = expa(qx) = expa p = ap であり, ax = a

p
q は Xq = ap の唯一の正の解だから expa x = ax である.

3) x < y とする. 0 < a < 1 のとき, log a < 0 だから x log a > y log a であり, exp は狭義単調増加関数だ
から expa x = exp(x log a) > exp(y log a) = expa y. a > 1 のとき, log a > 0 だから x log a < y log a. 従って
expa x = exp(x log a) < exp(y log a) = expa y.

4) expa は log a 倍する関数と連続関数 exp の合成関数だから連続である. 任意の y ∈ (0,∞) に対し
て expa(loga y) = exp

((
log y
log a

)
log a

)
= exp(log y) = y. また, 任意の x ∈ R に対して loga(expa x) =

log(exp(x log a))
log a = x log a

log a = x. 故に loga は expa の逆関数である. □

x ∈ R に対して expa を ax と表すことにすると, 上の 1) は指数法則 ax+y = axay, (ax)y = axy に他ならない.

定義 4.7 loga : (0,∞) → R を a を底とする対数関数という.

命題 4.8 aを 1でない正の実数, b, x, y を正の実数, z を実数とすると loga(xy) = loga x+loga y, loga b
z = z loga b.

証明 loga(xy) = loga x + loga y は loga の定義と (4.4) の 3) からただちに示される. loga b
z = log(expb z)

log a =
log(exp(z log b))

log a = z log b
log a = z log b

log a = z loga b □

定理 4.9 関数 f : R → R は, 任意の x, y ∈ R に対し f(x + y) = f(x) + f(y) を満たすとする. f がある a ∈ R
において連続ならば, すべての x ∈ R に対して f(x) = f(1)x である.

証明 任意の x, h ∈ Rに対し, f(x+h)−f(x) = f(x)+f(h)−f(x) = f(h) = f(a)+f(h)−f(a) = f(a+h)−f(a)で
あり, aにおける f の連続性から h→ 0のとき, f(x+h)−f(x) → 0となるため f は xにおいて連続である. まず仮
定から, 任意の自然数 n と実数 x に対して f(nx) = nf(x) が成り立つ. とくに x = 1 として f(n) = nf(1) = f(1)n

である. また f(0) = f(0 + 0) = f(0) + f(0) より f(0) = 0. さらに f(n) + f(−n) = f(n + (−n)) = f(0) = 0

だから f(−n) = −f(n) = −f(1)n = f(1)(−n). 従って, 任意の整数 n に対して f(n) = f(1)n である. x を任
意の有理数として x = p

q (p は整数, q は自然数) とおく. g : R → R を g(x) = f(1)x で定義すれば, qf(x) =

f(qx) = f(p) = f(1)p だから f(x) = f(1)x = g(x) である. 任意の x ∈ R に対して lim
n→∞

an = x となる有理数列
{an}n=1,2,... があるため f , g の連続性から, f(x) = f( lim

n→∞
an) = lim

n→∞
f(an) = lim

n→∞
g(an) = g( lim

n→∞
an) = g(x)

である. □
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定理 4.10 関数 f : R→ R は, 任意の x, y ∈ R に対し f(x+ y) = f(x)f(y) を満たすとする. f がある a ∈ R に
おいて連続で, f(b) 6= 0 となる b ∈ R が存在すれば, すべての x ∈ R に対して f(x) = exp(x log f(1)) である.

証明 もし f(c) = 0 となる c ∈ R が存在すれば, 任意の x ∈ R に対して f(x) = f(x− c+ c) = f(x− c)f(c) = 0

となるため, f(b) 6= 0 となる b ∈ R の存在と矛盾する. 従って, すべての x ∈ R に対して f(x) 6= 0 である. さ
らに f(x) = f(x2 + x

2 ) = f(x2 )
2 ≧ 0 だから, すべての x ∈ R に対して f(x) > 0 である. そこで, g : R → R

を g(x) = log f(x) で定めれば, (3.7) により g は a ∈ R において連続であり, 仮定と (4.4) の 3) により, g は
(4.9) における仮定を満たす. 従ってすべての x ∈ R に対して log f(x) = g(x) = g(1)x = x log f(1) だから
f(x) = exp(x log f(1)) である. □

定理 4.11 関数 f : (0,∞) → R は, 任意の x, y ∈ R に対し f(xy) = f(x)+ f(y) を満たすとする. f がある a ∈ R
において連続ならば, すべての x ∈ R に対して f(x) = f(exp 1) log x である.

証明 g : R→ R を g(x) = f(exp x) で定めれば, (3.7) により g は a ∈ R において連続であり, 仮定と (2.26) の 3)

により, g は (4.9) における仮定を満たす. 従ってすべての x ∈ R に対して f(exp x) = g(x) = g(1)x = f(exp 1)x

だから f(x) = f(exp 1) log x である. □

5 微分
定義 5.1 X,Y ⊂ R, p ∈ X とする. 関数 f : X → Y に対し, 極限値 lim

x→p

f(x)−f(p)
x−p = lim

h→0

f(p+h)−f(p)
h が存在する

とき, f は p において微分可能であるという. この極限値を f の p における微分係数と呼んで, f ′(p) で表す.

注意 5.2 上記の定義において, 通常 p は「(p− r, p+ r) ⊂ X を満たす r > 0 がある.」という条件を満たすことを
仮定する. この条件を満たす点を X の「内点」と呼ぶ. 以後, 与えられた関数の定義域の点における微分可能性につ
いて論じるとき, その点は定義域の内点であるものとする.

定義 5.3 関数 f : X → Y が X のすべての点において微分可能であるとき, f は微分可能であるという. このとき,

x ∈ X を f ′(x) に対応させる関数を f の導関数と呼び, f ′ : X → R で表す.

例 5.4 1) exp x = ex の導関数は ex である. 実際
∣∣∣ exp(x+h)−exp x

h − exp x
∣∣∣ = ∣∣∣ (exp x)(exp h)−exp x

h − exp x
∣∣∣ =

(exp x)
∣∣∣ exp h−1−h

h

∣∣∣ = (exp x)

∣∣∣∣ ∞∑
n=2

hn−1

n!

∣∣∣∣ ≦ (exp x)
∞∑
n=2

|h|n−1

n! = (exp x)|h|
∞∑
n=2

|h|n−2

n! だから |h| < 1 ならば∣∣∣ exp(x+h)−exp x
h − exp x

∣∣∣ ≦ (exp x)|h|
∞∑
n=2

1
n! = (e − 2)(exp x)|h| となるため, h → 0 のとき exp(x+h)−exp x

h →

exp x である.

2) n を自然数とすれば xn の導関数は nxn−1 である. 実際
∣∣∣ (x+h)n−xn

h − nxn−1
∣∣∣ =

∣∣∣∣ n∑
k=2

(
n
k

)
hk−1xn−k

∣∣∣∣ =

|h|
∣∣∣∣ n∑
k=2

(
n
k

)
hk−2xn−k

∣∣∣∣ だから h→ 0 のとき (x+h)n−xn

h → nxn−1 である.

命題 5.5 f : X → Y が p ∈ X において微分可能であるとき,条件「0 < |x−p| < cならば |f(x)−f(p)| < K|x−p|」
を満たす正の実数 c, K がある. とくに, f は p において連続である.

証明 lim
x→p

f(x)−f(p)
x−p = f ′(p) より c > 0 で, (p−c, p+c) ⊂ X かつ「0 < |x−p| < c ならば

∣∣∣ f(x)−f(p)x−p − f ′(p)
∣∣∣ < 1」

を満たすものがある. 従って 0 < |x − p| < c ならば |f(x) − f(p) − f ′(p)(x − p)| < |x − p| となるため,

|f(x) − f(p)| = |f(x) − f(p) − f ′(p)(x − p) + f ′(p)(x − p)| ≦ |f(x) − f(p) − f ′(p)(x − p)| + |f ′(p)(x − p)| <
|x− p|+ |f ′(p)||x− p| = (1 + |f ′(p)|)|x− p| である. そこで, A = 1 + |f ′(p)| とおけばよい. □
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命題 5.6 f : X → Y が p ∈ X において微分可能であるためには lim
x→p

f(x)−f(p)−a(x−p)
x−p = 0 を満たすような実数 a

が存在することが必要十分である.

証明 f : X → Y が p ∈ X において微分可能だとすれば, lim
x→p

f(x)−f(p)−f ′(p)(x−p)
x−p = lim

x→p

(
f(x)−f(p)

x−p − f ′(p)
)
=

lim
x→p

f(x)−f(p)
x−p − f ′(p) = 0. 逆に lim

x→p

f(x)−f(p)−a(x−p)
x−p = 0 を満たすような実数 a が存在すれば lim

x→p

f(x)−f(p)
x−p =

lim
x→p

f(x)−f(p)
x−p − a+ a = lim

x→p

f(x)−f(p)−a(x−p)
x−p + a = a だから, 極限値 lim

x→p

f(x)−f(p)
x−p は存在する. □

上の証明の後半から, lim
x→p

f(x)−f(p)−a(x−p)
x−p = 0 を満たすような実数 a が存在すれば, そのような a は f ′(p) に一

致する.

命題 5.7 実数値関数 f, g : X → R がともに p ∈ X で微分可能であるとき, 次の等式が成り立つ. ただし 4) におい
ては, すべての x ∈ X において g(x) 6= 0 であるとする.

1) (f + g)′(p) = f ′(p) + g′(p) 2) (rf)′(p) = rf ′(p) (r ∈ R は定数)

3) (fg)′(p) = f ′(p)g(p) + f(p)g′(p) 4)
(
f
g

)′
(p) = f ′(p)g(p)−f(p)g′(p)

g(p)2

証明 1) lim
x→p

(f+g)(x)−(f+g)(p)
x−p = lim

x→p

f(x)+g(x)−(f(p)+g(p))
x−p = lim

x→p

(
f(x)−f(p)

x−p + g(x)−g(p)
x−p

)
= lim

x→p

f(x)−f(p)
x−p +

lim
x→p

g(x)−g(p)
x−p = f ′(p) + g′(p)

2) lim
x→p

(rf)(x)−(rf)(p)
x−p = lim

x→p

rf(x)−rf(p)
x−p = lim

x→p
r f(x)−f(p)x−p = r lim

x→p

f(x)−f(p)
x−p = rf ′(p)

3) (5.5) から g は p で連続だから lim
x→p

g(x) = g(p) である. 故に lim
x→p

(fg)(x)−(fg)(p)
x−p = lim

x→p

f(x)g(x)−f(p)g(p)
x−p =

lim
x→p

(
f(x)−f(p)

x−p g(x) + f(p) g(x)−g(p)x−p

)
= lim
x→p

f(x)−f(p)
x−p lim

x→p
g(x) + f(p) lim

x→p

g(x)−g(p)
x−p = f ′(p)g(p) + f(p)g′(p).

4) lim
x→p

( 1
g )(x)−(

1
g )(p)

x−p = lim
x→p

( 1
g(x) )−(

1
g(p) )

x−p = lim
x→p

−g(x)+g(p)
g(x)g(p)(x−p) = − lim

x→p

g(x)−g(p)
x−p lim

x→p

1
g(x)

1
g(p) = − g′(p)

g(p)2 よっ

て
(

1
g

)′
(p) = − g′(p)

g(p)2 となるため, 3) の結果から
(
f
g

)′
(p) =

(
f 1
g

)′
(p) = f ′(p)

(
1
g

)
(p) + f(p)

(
1
g

)′
(p) =

f ′(p) 1
g(p) − f(p) g

′(p)
g(p)2 = f ′(p)g(p)−f(p)g′(p)

g(p)2 . □

定理 5.8 (合成関数の微分法) f : X → Y , g : Y → Z がそれぞれ p ∈ X, f(p) ∈ Y で微分可能ならば合成関数
g◦f : X → Z は p において微分可能であり, (g◦f)′(p) = g′(f(p))f ′(p) が成り立つ.

証明 φ(x) = f(x) − f(p) − f ′(p)(x − p), ψ(y) = g(y) − g(f(p)) − g′(f(p))(y − f(p)) とおくと, y に f(x) を代
入して (g◦f)(x) − (g◦f)(p) = g(f(x)) − g(f(p)) = g′(f(p))(f(x) − f(p)) + ψ(f(x)) = g′(f(p))f ′(p)(x − p) +

g′(f(p))φ(x) + ψ(f(x)) より, 次の等式が得られる.

(g◦f)(x)− (g◦f)(p)
x− p

= g′(f(p))f ′(p) + g′(f(p))
φ(x)

x− p
+
ψ(f(x))

x− p
· · · (∗)

(5.5) から 「0 < |x − p| < c ならば |f(x) − f(p)| < K|x − p|」を満たす正の実数 c, K がある. 仮定から
lim

y→f(p)

ψ(y)
y−f(p) = 0 だから, 任意の ε > 0 に対して,「0 < |y − f(p)| < δ1 ならば

∣∣∣ ψ(y)
y−f(p)

∣∣∣ < ε
K」となる δ1 がある.

従って, |y − f(p)| < δ1 ならば |ψ(y)| ≦ ε
K |y − f(p)| である. δ を c と δ1

K の小さい方とするとき, 0 < |x− p| < δ

ならば |f(x)− f(p)| < K|x− p| < Kδ ≦ δ1 だから |ψ(f(x))| ≦ ε
K |f(x)− f(p)| < ε|x− p| である. すなわち, 任意

の ε > 0 に対して,「0 < |x− p| < δ ならば
∣∣∣ψ(f(x))x−p

∣∣∣ < ε」を満たす δ がとれたことになるため, lim
x→p

ψ(f(x))
x−p = 0 で

ある. また, 仮定から lim
x→p

φ(x)
x−p = 0 でもあるため, (∗) から lim

x→p

(g◦f)(x)−(g◦f)(p)
x−p = g′(f(p))f ′(p) が示された. □

定理 5.9 (逆関数の微分法) X, Y を区間とする. 連続関数 f : X → Y が逆関数 f−1 をもち, p ∈ X において微分
可能であり, f ′(p) 6= 0 ならば f−1 は f(p) において微分可能で, (f−1)′(f(p)) = 1

f ′(p) が成り立つ.

証明 f は逆関数をもつため単射であり, とくに, x 6= p ならば f(x) 6= f(p) である. 仮定により lim
x→p

f(x)−f(p)
x−p =
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f ′(p) 6= 0 だから lim
x→p

x−p
f(x)−f(p) = 1

f ′(p) . すなわち, 任意の ε > 0 に対して「0 < |x − p| < δ1 ならば∣∣∣ x−p
f(x)−f(p) −

1
f ′(p)

∣∣∣ < ε」を満たす δ1 がある. (3.14) により f−1 は f(p) において連続だから δ > 0 で,

「0 < |y − f(p)| < δ ならば |f−1(y) − p| < δ1」を満たすものがある. 従って, 0 < |y − f(p)| < δ ならば∣∣∣ f−1(y)−f−1(f(p))
y−f(p) − 1

f ′(p)

∣∣∣ < ε となるため, これは lim
y→f(p)

f−1(y)−f−1(f(p))
y−f(p) = 1

f ′(p) であることを意味する. □

6 平均値の定理
定義 6.1 X,Y ⊂ R, f : X → Y を関数, p ∈ X とする. 正の実数 r で,「x ∈ (p−r, p+r)∩X ならば f(x) ≦ f(p)」
を満たすものがあるとき, f は p において極大であるといい, f(p) を f の極大値という. また, 正の実数 r で,

「x ∈ (p− r, p+ r) ∩X ならば f(x) ≧ f(p)」を満たすものがあるとき, f は p において極小であるといい, f(p) を
f の極小値という.

f の最大値は f の極大値であり, f の最小値は f の極小値である.

命題 6.2 f : (a, b) → R が p ∈ (a, b) において微分可能で, しかも極大または極小であるとき, f ′(p) = 0 である.

証明 f が p において極大ならば正の実数 r で, r < p − a, b − p かつ「x ∈ (p − r, p + r) ならば f(x) ≦ f(p)」
を満たすものがある. an = p − r

2n , bn = p − r
2n によって, 数列 {an}n=1,2,..., {bn}n=1,2,... を定めれば, これらは

(p−r, p+r)に含まれるため,すべての nに対して f(an), f(bn) ≦ f(p)である. 従って f(an)−f(p)
an−p = f(an)−f(p)

− r
2n

≧ 0,
f(bn)−f(p)
an−p = f(bn)−f(p)

r
2n

≦ 0 がすべての n に対して成り立つ. また, これらの数列はともに p に収束するため (3.3)

により f ′(p) = lim
n→∞

f(an)−f(p)
an−p であり (2.4)の 1)によって. f ′(p) ≧ 0 である. 一方 f ′(p) = lim

n→∞
f(bn)−f(p)

bn−p より
(2.4)の 1)によって, f ′(p) ≦ 0 でもある. 故に f ′(p) = 0 である. f が p において極小の場合も同様に示される. □

定理 6.3 (Rolle の定理) f : [a, b] → R が連続関数で, (a, b) の各点で微分可能なとき, f(a) = f(b) ならば f ′(c) = 0

となる c ∈ (a, b) がある.

証明 最大値・最小値の定理により f は最大値と最小値をとる. f の最大値,最小値をそれぞれ f(p), f(q) (p, q ∈ [a, b])

とすれば, f(q) ≦ f(a) = f(b) ≦ f(p) だから, 以下の場合が考えられる.

(1) f(p) > f(a) = f(b) の場合, p 6= a, b だから f は p において微分可能である. 従って (6.2)により f ′(p) = 0

となるため, c = p とすればよい.

(2) f(q) < f(a) = f(b) の場合, q 6= a, b だから f は q において微分可能である. 従って (6.2)により f ′(q) = 0

となるため, c = q とすればよい.

(3) f(q) = f(a) = f(b) = f(p) の場合, f は定数値関数にだから, 任意の c ∈ (a, b) に対して f ′(c) = 0 である. □

定理 6.4 (Cauchy の平均値の定理) f, g : [a, b] → R が連続関数で, (a, b) の各点で微分可能であるとする. さ
らに g(b) 6= g(a) であり, すべての x ∈ (a, b) に対して f ′(x) と g′(x) が同時に 0 になることがないならば
f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(c)

g′(c) となる c ∈ (a, b) がある.

証明 F : [a, b] → R を F (x) = (f(b) − f(a))g(x) − (g(b) − g(a))f(x) で定めれば, F は (6.3) の条件を満
たすため, F ′(c) = 0 となる c ∈ (a, b) がある．一方 F ′(x) = (f(b) − f(a))g′(x) − (g(b) − (a))f ′(x) だから,

(f(b)− f(a))g′(c) = (g(b)− g(a))f ′(c) となる. もし, g′(c) = 0 ならば, g(b)− g(a) 6= 0 だから上式より f ′(c) = 0

となるため仮定に反する. 従って, g′(c) 6= 0 となり, 上式から f(b)−f(a)
g(b)−g(a) = f ′(c)

g′(c) が得られる. □

上の定理において, とくに g(x) = x の場合を考えると次の結果が得られる.

系 6.5 (平均値の定理) f : [a, b] → R が連続関数で, (a, b) の各点で微分可能なとき, f(b)− f(a) = f ′(c)(b− a) と
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なる c ∈ (a, b) がある.

命題 6.6 f : [a, b] → R が連続関数で, (a, b) の各点 x で微分可能であり, f ′(x) = 0 が成り立つとき, f は定数値関
数である.

証明 x ∈ (a, b] に対し, 区間 [a, x] において平均値の定理を用いると f(x) − f(a) = f ′(c)(x − a) となる c ∈ (a, x)

がある. 仮定から f ′(c) = 0 だから f(x) = f(a) となり f は一定の値 f(a) をとることがわかる. □

命題 6.7 f : [a, b] → R が連続関数で, (a, b) の各点 x で微分可能であるとする.

1) すべての x ∈ (a, b) に対し, f ′(x) ≧ 0 が成り立てば f は単調増加関数であり, f ′(x) > 0 が成り立てば f は狭
義単調増加関数である.

2) すべての x ∈ (a, b) に対し, f ′(x) ≦ 0 が成り立てば f は単調減少関数であり, f ′(x) < 0 が成り立てば f は狭
義単調減少関数である.

証明 a ≦ x < y ≦ bとして区間 [x, y]において平均値の定理を用いると f(y)−f(x) = f ′(c)(y−x)となる c ∈ (x, y)

がある. 従って, すべての p ∈ (a, b) に対し, f ′(p) ≧ 0 ならば f(x) ≦ f(y) であり, f ′(p) > 0 ならば f(x) > f(y)

である. 2) も同様に示される. □

定義 6.8 X,Y ⊂ R, p, q ∈ R とし, f : X → Y を関数とする.

1) 任意の ε > 0 に対して,「p < x < p+ δ (p− δ < x < p) かつ x ∈ X ならば |f(x)− q| < ε」を満たす δ > 0 が
存在するとき, q を lim

x↓p
f(x) (lim

x↑p
f(x)) で表す.

2) 任意の ε > 0 に対して,「x > N (x < N) かつ x ∈ X ならば |f(x)− q| < ε」を満たす N ∈ R が存在すると
き, q を lim

x→∞
f(x) ( lim

x→−∞
f(x)) で表す.

(3.3)と同様に次の結果が成り立つ.

定理 6.9 X, Y を R の部分集合, p, q ∈ R とし, f : X → Y を関数とする.

1) lim
x↓p

f(x) = q (lim
x↑p

f(x) = q) であるためには,「p に収束する単調減少数列 (単調増加数列) {an}n=1,2,... が, す
べての n ∈N に対し, an > p (an < p)かつ an ∈ X を満たせば lim

n→∞
f(an) = q である.」ことが必要十分である.

2) lim
x→∞

f(x) = q ( lim
x→−∞

f(x) = q) であるためには,「単調減少数列 (単調増加数列) {an}n=1,2,... が lim
n→∞

an = ∞
( lim
n→∞

an = −∞)を満たせば lim
n→∞

f(an) = q である.」ことが必要十分である.

定義 6.10 X,Y ⊂ R, p ∈ R とし, f : X → Y を関数とする.

1) 任意の M ∈ R に対して,「0 < |x− p| < δ かつ x ∈ X ならば f(x) > M (f(x) < M)」を満たす δ > 0 が存
在することを lim

x→p
f(x) = ∞ ( lim

x→p
f(x) = −∞) で表す.

2) 任意の M ∈ R に対して,「p < x < p+ δ かつ x ∈ X ならば f(x) > M (f(x) < M)」を満たす δ > 0 が存在
することを lim

x↓p
f(x) = ∞ (lim

x↓p
f(x) = −∞) で表す.

3) 任意の M ∈ R に対して,「p− δ < x < p かつ x ∈ X ならば f(x) > M (f(x) < M)」を満たす δ > 0 が存在
することを lim

x↑p
f(x) = ∞ (lim

x↑p
f(x) = −∞) で表す.

4) 任意の M ∈ R に対して,「x > N かつ x ∈ X ならば f(x) > M (f(x) < M)」を満たす N ∈ R が存在する
ことを lim

x→∞
f(x) = ∞ ( lim

x→∞
f(x) = −∞) で表す.

5) 任意の M ∈ R に対して,「x < N かつ x ∈ X ならば f(x) > M (f(x) < M)」を満たす N ∈ R が存在する
ことを lim

x→−∞
f(x) = ∞ ( lim

x→−∞
f(x) = −∞) で表す.

定理 6.11 (ロピタルの定理) p ∈ R, r > 0 し, 以下の実数値関数 f , g はそれぞれの定義域で微分可能であるとし,

g, g′ は 0 にならないとする.
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1) f, g : (p, p + r) → R (f, g : (p − r, p) → R) は lim
x↓p

f(x) = lim
x↓p

g(x) = 0 (lim
x↑p

f(x) = lim
x↑p

g(x) = 0) を満たし,

lim
x↓p

f ′(x)
g′(x) (lim

x↑p
f ′(x)
g′(x) ) が存在するとする. このとき lim

x↓p
f(x)
g(x) (lim

x↑p
f(x)
g(x) ) は存在して lim

x↓p
f ′(x)
g′(x) (lim

x↑p
f ′(x)
g′(x) ) に等しい.

2) f, g : (p,∞) → R (f, g : (−∞, p) → R) は lim
x→∞

f(x) = lim
x→∞

g(x) = 0 ( lim
x→−∞

f(x) = lim
x→−∞

g(x) = 0)

を満たし, lim
x→∞

f ′(x)
g′(x) ( lim

x→−∞
f ′(x)
g′(x) ) が存在するとする. このとき lim

x→∞
f(x)
g(x) ( lim

x→−∞
f(x)
g(x) ) は存在して lim

x→∞
f ′(x)
g′(x)

( lim
x→−∞

f ′(x)
g′(x) ) に等しい.

3) f, g : (p, p + r) → R (f, g : (p − r, p) → R) は lim
x↓p

|f(x)| = lim
x↓p

|g(x)| = ∞ (lim
x↑p

|f(x)| = lim
x↑p

|g(x)| = ∞

) を満たし, lim
x↓p

f ′(x)
g′(x) (lim

x↑p
f ′(x)
g′(x) ) が存在するとする. このとき lim

x↓p
f(x)
g(x) (lim

x↑p
f(x)
g(x) ) は存在して lim

x↓p
f ′(x)
g′(x) に等しい.

(lim
x↑p

f ′(x)
g′(x) ) に等しい.

4) f, g : (p,∞) → R (f, g : (−∞, p) → R) は lim
x→∞

|f(x)| = lim
x→∞

|g(x)| = ∞ ( lim
x→−∞

|f(x)| = lim
x→−∞

|g(x)| =

∞) を満たし, lim
x→∞

f ′(x)
g′(x) ( lim

x→−∞
f ′(x)
g′(x) ) が存在するとする. このとき lim

x→∞
f(x)
g(x) ( lim

x→−∞
f(x)
g(x) ) は存在して lim

x→∞
f ′(x)
g′(x)

( lim
x→−∞

f ′(x)
g′(x) ) に等しい.

証明 1) lim
x↓p

f ′(x)
g′(x) = A とおけば, 任意の ε > 0 に対し「p < x < p + δ ならば

∣∣∣ f ′(x)
g′(x) −A

∣∣∣ < ε」を満たす δ > 0

がある. f̄ , ḡ : [p, p + r) → R を f̄(x) =

f(x) p < x < p+ r

0 x = p
, ḡ(x) =

g(x) p < x < p+ r

0 x = p
で定めると, 仮

定により f̄ , ḡ はともに連続である. 従って任意の x ∈ (p, p + r) に対し, 区間 [p, x] において (6.4) の仮定が満た
されるから, f(x)

g(x) = f̄(x)−f̄(0)
ḡ(x)−ḡ(0) = f̄ ′(c)

ḡ′(c) = f ′(c)
g′(c) となる c ∈ (p, x) がある. p < c < x より p < x < p + δ ならば∣∣∣ f(x)g(x) −A

∣∣∣ = ∣∣∣ f ′(c)
g′(c) −A

∣∣∣ < ε となるため, lim
x↓p

f(x)
g(x) = lim

x↓p
f ′(x)
g′(x) である. f, g : (p− r, p) → R の場合も同様である.

2) r > 0 を r > p であるようにとり, φ,ψ :
(
0, 1r

)
→ R を φ(x) = f

(
1
x

)
, ψ(x) = g

(
1
x

) で定義すると, 仮定
から lim

x↓0
φ(x) = lim

x↓0
f
(
1
x

)
= lim

x→∞
f(x) = 0 , lim

x↓0
ψ(x) = lim

x↓0
g
(
1
x

)
= lim

x→∞
g(x) = 0. また, φ′(x) = − 1

x2 f
′ ( 1
x

)
,

ψ′(x) = − 1
x2 g

′ ( 1
x

) だから lim
x↓0

φ′(x)
ψ′(x) = lim

x↓0

f ′( 1
x )

g′( 1
x )

= lim
x→∞

f ′(x)
g′(x) となる. 従って 1) の結果から lim

x↓0
φ(x)
ψ(x) = lim

x↓0
φ′(x)
ψ′(x)

一方, lim
x↓0

φ(x)
ψ(x) = lim

x↓0

f( 1
x )

g( 1
x )

= lim
x→∞

f(x)
g(x) だから, 結果が得られる.

3) A = lim
x↓p

f ′(x)
g′(x) とおけば, 任意の ε > 0 に対して 0 < δ1 < r で「p < y < p + δ1 ならば

∣∣∣ f ′(y)
g′(y) −A

∣∣∣ < ε
2 かつ∣∣∣ f ′(y)

g′(y) −A
∣∣∣ < 1」を満たすものがある. そこで, p < q < p+ δ1 となる q を 1つ選んでおくと,

∣∣∣ f ′(q)
g′(q) −A

∣∣∣ < 1 だから∣∣∣ f ′(q)
g′(q)

∣∣∣ < |A|+1 である. また, 仮定から 0 < δ < q−pで「p < x < p+δ ならば |g(x)| > 2
ε (|f(q)|+ |g(q)|(|A|+1))」

を満たすものがある. p < x < p+δ として 区間 [x, q] において (6.4)を用いると, f(x)−f(q)g(x)−g(q) = f ′(c)
g′(c) となる c ∈ (x, q)

がある. このとき, x < c < q < p + δ1 だから
∣∣∣ f ′(c)
g′(c) −A

∣∣∣ < ε
2 であり |g(x)| > 2

ε (|f(q)| + |g(q)|(|A| + 1)) より
|f(q)|
|g(x)|+

|g(q)|
|g(x)| (|A|+1) < ε

2 が成り立つ. 従って
∣∣∣ f(q)g(x) −

g(q)
g(x)

f ′(c)
g′(c)

∣∣∣ ≦ |f(q)|
|g(x)|+

|g(q)|
|g(x)|

∣∣∣ f ′(c)
g′(c)

∣∣∣ < |f(q)|
|g(x)|+

|g(q)|
|g(x)| (|A|+1) < ε

2 .

さて f(x)−f(q)
g(x)−g(q) =

(
f(x)
g(x) −

f(q)
g(x)

)(
1− g(q)

g(x)

)−1

だから f(x)
g(x) −

f(q)
g(x) =

(
1− g(q)

g(x)

)
f ′(c)
g′(c) である. 従って

∣∣∣ f(x)g(x) −
f ′(c)
g′(c)

∣∣∣ =∣∣∣ f(q)g(x) −
g(q)
g(x)

f ′(c)
g′(c)

∣∣∣ となり,
∣∣∣ f(x)g(x) −A

∣∣∣ ≦ ∣∣∣ f(x)g(x) −
f ′(c)
g′(c)

∣∣∣+ ∣∣∣ f ′(c)
g′(c) −A

∣∣∣ = ∣∣∣ f(q)g(x) −
g(q)
g(x)

f ′(c)
g′(c)

∣∣∣+ ∣∣∣ f ′(c)
g′(c) −A

∣∣∣ < ε
2 +

ε
2 = ε.

4) 2) の証明と同様に r > 0 を r > p であるようにとり, φ,ψ : (0, r) → R を φ(x) = f
(
1
x

)
, ψ(x) = g

(
1
x

) で定
義して, 3) の結果を用いればよい. □

定義 6.12 I を区間とする. 関数 f : I → R が任意の p, q ∈ I (p < q)と t ∈ (0, 1) に対し, (1 − t)f(p) + tf(q) ≧
f((1−t)p+tq)を満たすとき, f は I において下に凸であるといい, (1−t)f(p)+tf(q) ≦ f((1−t)p+tq)を満たすと
き, f は I において上に凸であるという. また, f が任意の p, q ∈ I (p < q)と t ∈ (0, 1)に対し, (1−t)f(p)+tf(q) >
f((1− t)p+ tq) を満たすときは, f は I において狭義下に凸であるといい, (1− t)f(p) + tf(q) > f((1− t)p+ tq)

を満たすとき, f は I において狭義上に凸であるという.
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定理 6.13 区間 I で定義された連続関数 f : I → R が I の端点以外の点で微分可能であるとするとき, f が I にお
いて下 (上)に凸であるためには, f の導関数が単調増加 (減少)関数であることが必要十分である. また, f の導関数
が狭義単調増加 (減少)関数ならば, f は I において狭義下 (上) に凸である

証明 f が I において下に凸であるとする. p, q ∈ I (p < q), t ∈ (0, 1) に対し, xt = (1 − t)p + tq とおくと,

(1− t)f(p) + tf(q) ≧ f(xt) より f(xt)− f(p) ≦ t(f(q)− f(p)), f(xt)− f(q) ≦ −(1− t)(f(q)− f(p)) である. こ
れら両辺をそれぞれ xt − p = t(q − p) > 0, xt − q = −(1− t)(q − p) < 0 で割れば

f(xt)− f(p)

xt − p
≦ f(q)− f(p)

q − p
≦ f(xt)− f(q)

xt − q

が得られる. lim
t↓0

f(xt)−f(p)
xt−p = lim

x↓p
f(x)−f(p)
xt−p = f ′(p), lim

t↓0
f(xt)−f(q)

xt−q = lim
x↓q

f(x)−f(q)
xt−q = f ′(q) だからこの不等式にお

いて t ↓ 0 とすれば f ′(p) ≦ f(q)−f(p)
q−p ≦ f ′(q) となるため, f ′ は単調増加関数である.

任意の p, q ∈ I (p < q), t ∈ (0, 1)に対し, 区間 [p, (1−t)p+tq], [(1−t)p+tq, q]において平均値の定理を用いると,

f((1− t)p+ tq)− f(p) = t(q− p)f ′(c), f(q)− f((1− t)p+ tq) = (1− t)(q− p)f ′(d) を満たす c ∈ (p, (1− t)p+ tq),
d ∈ ((1 − t)p + tq, q) があるため, (1 − t)f(p) + tf(q) − f((1 − t)p + tq) = −(1 − t)(f((1 − t)p + tq) − f(p)) +

t(f(q)− f((1− t)p+ tq)) = (1− t)t(q − p)(f ′(d)− f ′(c)) である. c < d だから, 上式から f ′ が単調増加関数なら
ば (1− t)f(p) + tf(q) ≧ f((1− t)p+ tq), 狭義単調増加関数ならば (1− t)f(p) + tf(q) > f((1− t)p+ tq) が成り立
つ. □

定理 6.14 区間 I で定義された連続関数 f : I → R が I の端点以外の点で微分可能であるとする. f が I において
下に凸であるためには, I の端点以外の任意の点 p と x ∈ I に対して f(x) ≧ f ′(p)(x− p) + f(p) が成り立つことが
必要十分である.

証明 f が I において下に凸であるとして, p を I の端点以外の任意の点とする. p と異なる任意の x ∈ I と t ∈ (0, 1)

に対し xt = tx+ (1− t)p とおくと, tf(x) + (1− t)f(p) ≧ f(xt) だから t(f(x)− f(p)) ≧ f(xt)− f(p) となる. こ
の両辺を t(x − p) = xt − p で割ると, x < p ならば f(x)−f(p)

x−p ≦ f(xt)−f(p)
xt−p , x > p ならば f(x)−f(p)

x−p ≧ f(xt)−f(p)
xt−p

を得る. t ↓ 0 とすると xt は p に近づくため上の不等式から x < p ならば f(x)−f(p)
x−p ≦ f ′(p), x > p ならば

f(x)−f(p)
x−p ≧ f ′(p) となる. これらの両辺に x − p をかけると, いずれの場合も f(x) − f(p) ≦ f ′(p)(x − p) が得ら

れる.

逆に I の端点以外の任意の点 p と x ∈ I に対して f(x) ≧ f ′(p)(x−p)+f(p) が成り立つと仮定する. p, q (p < q)

を I の端点以外の任意の点とすると, f(q) ≧ f ′(p)(q− p)+ f(p) より f(q)−f(p)
q−p ≧ f ′(p), f(p) ≧ f ′(q)(p− q)+ f(q)

より f(q)−f(p)
q−p ≦ f ′(q) となるため, f ′(p) ≦ f ′(q) が得られ, f ′ は単調増加関数である. 従って (6.13)により f は I

において下に凸である. □

7 高階導関数
定義 7.1 関数 f : X → R の n 階導関数 f (n) : X → R を次のように定義する. n = 0 のとき f (0) = f とする. 帰
納的に f (r) : X → R が 0 ≦ r < n に対して定義されたとし, f (n−1) : X → R が X の各点で微分可能であるとき,

f (n) を f (n−1) の導関数 (f (n−1))′ であると定義する. f の n 階導関数が存在するとき, f は n 回微分可能であると
いう. また, 任意の自然数 n に対して f の n 階導関数が存在するとき, f は無限回微分可能であるという.

例 7.2 次の公式が成り立つ.

(xα)(n) = α(α− 1) · · · (α− n+ 1)xα−n (ex)(n) = ex (log x)(n) =
(−1)n(n− 1)!

xn
(n ≧ 1)

(sinx)(n) = sin
(
x+

nπ

2

)
(cosx)(n) = cos

(
x+

nπ

2

)
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実数 α と 0 以上の整数 n に対して, 二項係数 (
α
n

) を (αn) = α(α−1)···(α−n+1)
n! により定義する.

命題 7.3 関数 f, g : X → R が n 回微分可能ならば, 次の公式が成り立つ.

(fg)(n) =

n∑
k=0

(
n

k

)
f (k)g(n−k)

証明 n による帰納法で示す. n = 1 の場合, (5.7)の 3)により主張は成立する. (fg)(r) =
r∑

k=0

(
r
k

)
f (k)g(r−k) が成り

立つと仮定して, この両辺の導関数を考えると (5.7)の 1), 2), 3)および ( r
i−1

)
+
(
r
i

)
=
(
r+1
i

) から
(fg)(r) =

r∑
k=0

(
r

k

)(
f (k+1)g(r−k) + f (k)g(r−k+1)

)
=

n∑
k=0

(
r

k

)
f (k+1)g(r−k) +

r∑
k=0

(
r

k

)
f (k)g(r−k+1)

=

r+1∑
i=1

(
r

i− 1

)
f (i)g(r−i+1) +

r∑
i=0

(
r

i

)
f (i)g(r−i+1)

=

r∑
i=1

(
r

i− 1

)
f (i)g(r−i+1) + f (r+1)g + fg(r+1) +

r∑
i=1

(
r

i

)
f (i)g(r−i+1)

= fg(r+1) +

r∑
i=1

((
r

i− 1

)
+

(
r

i

))
f (i)g(r−i+1) + f (r+1)g

= fg(n+1) +

r∑
i=1

((
r

i− 1

)
+

(
r

i

))
f (i)g(r−i+1) + f (r+1)g

= fg(r+1) +

r∑
i=1

(
r + 1

i

)
f (i)g(r−i+1) + f (r+1)g =

r+1∑
i=0

(
r + 1

i

)
f (i)g(r−i+1)

となり n = r + 1 の場合も主張は成立する. □

定理 7.4 連続関数 f : [a, b] → R は (a, b) において n 回微分可能であるとする. λ を正の実数, p, x ∈ [a, b] とする
とき, 0 < θ < 1 で

f(x) = f(p) +

n−1∑
k=1

f (k)(p)

k!
(x− p)k +

f (n)(p+ θ(x− p))

(n− 1)!

(1− θ)n−λ(x− p)n

λ

を満たすものがある.

証明 x 6= p と仮定してよい. K = λ
|x−p|λ

(
f(x)− f(p)−

n−1∑
k=1

f(k)(p)
k! (x− p)k

)
により K を定めると,

f(x) = f(p) +

n−1∑
k=1

f (k)(p)

k!
(x− p)k +K

|x− p|λ

λ
· · · (∗)

が成り立つ. F : [a, b] → R を F (t) = f(x) − f(t) −
n−1∑
k=1

f(k)(t)
k! (x − t)k −K |x−t|λ

λ によって定義すると, F (x) =

F (p) = 0 である. x < p の場合, F は区間 (x, p) で微分可能, x > p の場合, F は区間 (p, x) で微分可能だから (6.3)

により, F ′(c) = 0 となる c が p と x の間にある. ここで θ = c−p
x−p とおけば 0 < θ < 1, c = p+ θ(x− p) である.

F ′(t) =

− f(n)(t)
(n−1)! (x− t)n−1 +K(x− t)λ−1 t < x

− f(n)(t)
(n−1)! (x− t)n−1 −K(t− x)λ−1 t > x

より, x < p の場合 c > x だからK = (−1)n f
(n)(c)

(n−1)! (c− x)n−λ = (−1)n f
(n)(p+θ(x−p))

(n−1)! (1− θ)n−λ(p− x)n−λ が得ら
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れる. これを (∗) に代入すれば

f(x) = f(p) +

n−1∑
k=1

f (k)(p)

k!
(x− p)k +

f (n)(p+ θ(x− p))

(n− 1)!

(1− θ)n−λ(x− p)n

λ
.

x > p の場合 c < x だから K = f(n)(c)
(n−1)! (x − c)n−λ = f(n)(p+θ(x−p))

(n−1)! (1 − θ)n−λ(x − p)n−λ が得られる. これを (∗)
に代入すれば

f(x) = f(p) +

n−1∑
k=1

f (k)(p)

k!
(x− p)k +

f (n)(p+ θ(x− p))

(n− 1)!

(1− θ)n−λ(x− p)n

λ
.

□

上の定理における f(n)(p+θ(x−p))
(n−1)!

(1−θ)n−λ(x−p)n
λ を剰余項と呼んで, Rn(x) で表す.

系 7.5 連続関数 f : [a, b] → R は (a, b) において n 回微分可能で, f (n) は p ∈ (a, b) において連続であるとする.

任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で 0 < |x− p| < δ ならば次の不等式を満たすようなものが存在する.∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−
n∑
k=1

f (k)(t)

k!
(x− t)k

∣∣∣∣∣ < ε|x− p|n

証明 f (n) の p における連続性から, δ > 0 で「0 < |t−p| < δ ならば |f (n)(t)−f (n)(p)| < εn!」を満たすものがある.

一方, (7.4)で, λ = nの場合を考えると f(x) = f(p)+
n−1∑
k=1

f(k)(p)
k! (x−p)k+ f(n)(p+θ(x−p))

n! (x−p)n を満たす 0 < θ < 1

がある. 0 < |x− p| < δ ならば 0 < |p+ θ(x− p)− p| = θ|x− p| < δ だから
∣∣∣∣f(x)− f(p)−

n∑
k=1

f(k)(t)
k! (x− t)k

∣∣∣∣ =
1
n! |f

(n)(p+ θ(x− p))− f (n)(p)||x− p|n < ε|x− p|n である. □

定理 7.6 f : (a, b) → R は n 回微分可能で, f (n) は p ∈ (a, b) において連続であるとする. f ′(p) = f ′′(p) = · · · =
f (n−1)(p) = 0, f (n)(p) 6= 0 が成り立つとき, n が奇数ならば f は p において極値をとらず, n が偶数で f (n)(p) > 0

ならば f は p で極小値をとり, f (n)(p) < 0 ならば f は p で極大値をとる.

証明 (7.5)において ε =
∣∣∣ f(n)(p)

2n!

∣∣∣ とすれば, δ > 0 で 0 < |x− p| < δ ならば次の不等式を満たすようなものが存在
する.

f (n)(p)

n!
(x− p)n −

∣∣∣∣f (n)(p)2n!

∣∣∣∣ |x− p|n < f(x)− f(p) <
f (n)(p)

n!
(x− p)n +

∣∣∣∣f (n)(p)2n!

∣∣∣∣ |x− p|n

従って p < x < p+ δ であるか, n が偶数で 0 < |x− p| < δ ならば(
f (n)(p)

n!
−
∣∣∣∣f (n)(p)2n!

∣∣∣∣) (x− p)n < f(x)− f(p) <

(
f (n)(p)

n!
+

∣∣∣∣f (n)(p)2n!

∣∣∣∣) (x− p)n · · · (1)

が成り立ち, n が奇数で p− δ < x < p ならば(
f (n)(p)

n!
+

∣∣∣∣f (n)(p)2n!

∣∣∣∣) (x− p)n < f(x)− f(p) <

(
f (n)(p)

n!
−
∣∣∣∣f (n)(p)2n!

∣∣∣∣) (x− p)n · · · (2)

が成り立つ. n が偶数で f (n)(p) > 0 の場合, (1) より 0 < |x − p| < δ ならば f(x) − f(p) > f(n)(p)
2n! (x − p)n > 0

となるため, f は p において極小である. n が偶数で f (n)(p) < 0 の場合, (1) より 0 < |x − p| < δ ならば
f(x) − f(p) < f(n)(p)

2n! (x − p)n < 0 となるため, f は p において極大である. n が奇数の場合, f (n)(p) > 0 ならば
p < x < p + δ のときは (1) より f(x) − f(p) > f(n)(p)

2n! (x − p)n > 0 となるが, p − δ < x < p のときは (2) より
f(x)− f(p) < f(n)(p)

2n! (x− p)n < 0 となるため, f は p において極大でも極小でもない. n が奇数で f (n)(p) < 0 の
場合も同様にして, f は p において極大でも極小でもないことが示される. □
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定理 7.7 連続関数 f : [a, b] → R は (a, b) において無限回微分可能であるとする. p, x ∈ [a, b], n ∈ N , λn > 0 と
するとき, 0 < θn < 1 で

f(x) = f(p) +

n−1∑
k=1

f (k)(p)

k!
(x− p)k +

f (n)(p+ θn(x− p))

(n− 1)!

(1− θn)
n−λn(x− p)n

λn

を満たすものがあるが, lim
n→∞

Rn(x) = lim
n→∞

f(n)(p+θn(x−p))
(n−1)!

(1−θn)n−λn (x−p)n
λn

= 0 ならば,

f(x) = f(p) +

∞∑
k=1

f (k)(p)

k!
(x− p)k

が成り立つ.

証明
∣∣∣∣f(x)− (f(p) + n−1∑

k=1

f(k)(p)
k! (x− p)k

)∣∣∣∣ = |Rn(x)| から主張は明らかである. □

上の定理における級数 f(p) +
∞∑
k=1

f(k)(p)
k! (x− p)k を f の p におけるテイラー展開という.

補題 7.8 α ∈ R とする. |x| < 1 ならば
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn は絶対収束する. 従って, とくに lim

n→∞

(
α
n

)
xn = 0 である.

証明 an =
(
α
n

)
xn とおくと x 6= 0 の場合, lim

n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = lim
n→∞

n−α
n+1 |x| = |x| < 1 だから (2.22)の 2)により, 主張が

成り立つ. □

例 7.9 ex, sinx, cosx, (1 + x)α (α ∈ R), log(1 + x) の 0 におけるテイラー展開を求める.

1) f(x) = ex の場合, x ∈ R, λn = nとすると f (k)(0) = 1, Rn(x) =
xn

n! e
θnx であるが, (2.27)から lim

n→∞
|Rn(x)| =

0 となるため, ex = 1 +
∞∑
n=1

xn

n! .

2) f(x) = sinx の場合, x ∈ R, λn = n とすると f (2k)(0) = 0, f (2k+1)(0) = (−1)k, Rn(x) =
xn

n! sin
(
θnx+ nπ

2

)
であるが, (2.27)から lim

n→∞
|Rn(x)| = 0 となるため, sinx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n+1

(2n+1)! .

3) f(x) = cosx の場合, x ∈ R, λn = n とすると f (2k)(0) = (−1)k, f (2k+1)(0) = 0, Rn(x) =
xn

n! cos
(
θnx+ nπ

2

)
であるが, (2.27)から lim

n→∞
|Rn(x)| = 0 となるため, cosx =

∞∑
n=0

(−1)n x2n

(2n)! .

4) f(x) = (1 + x)α の場合, f
(k)(0)
k! =

(
α
k

) であり, 剰余項は λn = n とすれば Rn(x) =
(
α
n

)
xn(1 + θnx)

α−n で与
えられ, λn = 1 とすれば Rn(x) = α

(
α−1
n−1

)
(1− θn)

n−1(1 + θnx)
α−nxn で与えられる. 以下では n > 1 とする.

i) −1 < x < 0 の場合, 0 < (1 − θn)
n−1(1 + θnx)

α−n =
(

1−θn
1+θnx

)n−1

(1 + θnx)
α−1 < (1 + θnx)

α−1 より α ≧ 1

ならば 0 < (1− θn)
n−1(1 + θnx)

α−n < (1 + θnx)
α−1 ≦ 1 だから λn = 1 としたときの剰余項は

|Rn(x)| = α

∣∣∣∣(α− 1

n− 1

)∣∣∣∣ (1− θn)
n−1(1 + θnx)

α−n|x|n < α|x|
∣∣∣∣(α− 1

n− 1

)
xn−1

∣∣∣∣
を満たすため, (7.8) により lim

n→∞
Rn(x) = 0 である. また α < 1 ならば 0 < (1 − θn)

n−1 < (1 + θnx)
n−1 より

0 < (1− θn)
n−1(1 + θnx)

α−n < (1 + θnx)
α−1 < (1 + x)α−1 だから λn = 1 としたときの剰余項は

|Rn(x)| = |α|
∣∣∣∣(α− 1

n− 1

)∣∣∣∣ (1− θn)
n−1(1 + θnx)

α−n|x|n < |αx|(1 + x)α−1

∣∣∣∣(α− 1

n− 1

)
xn−1

∣∣∣∣
を満たすため, (7.8)により lim

n→∞
Rn(x) = 0 である.

ii) 0 < x < 1 の場合, n > α ならば 0 < (1 + θnx)
α−n < 1 だから λn = n としたときの剰余項は

|Rn(x)| =
∣∣∣∣(αn

)∣∣∣∣xn(1 + θnx)
α−n <

∣∣∣∣(αn
)∣∣∣∣xn
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を満たすため, (7.8)により lim
n→∞

Rn(x) = 0 である.

以上から, |x| < 1 ならば lim
n→∞

Rn(x) = 0 が成り立つため, (1 + x)α =
∞∑
n=0

(
α
n

)
xn である.

5) f(x) = log(1 + x) の場合, f(0) = 0, f(k)(0)
k! = (−1)k−1

k (k ≧ 1) であり, 剰余項は λn = n とすれば
Rn(x) =

(−1)n−1

n

(
x

1+θnx

)n
で与えられ, λn = 1 とすれば Rn(x) = (−1)n+1 (1−θn)n−1xn

(1+θnx)n
で与えられる.

i) −1 < x < 0 の場合, 0 < (1−θn)n−1

(1+θnx)n
< 1

1+θnx
< 1

1+x だから λn = 1 としたときの剰余項は |Rn(x)| =

(1−θn)n−1|x|n
(1+θnx)n

< |x|n
1+x を満たすため, lim

n→∞
Rn(x) = 0 である.

ii) 0 ≦ x ≦ 1 の場合, 0 ≦ x
1+θnx

< 1 だから λn = n としたときの剰余項は |Rn(x)| = 1
n

(
x

1+θnx

)n
< 1

n を満た
すため, lim

n→∞
Rn(x) = 0 である.

以上から, −1 < x ≦ 1 ならば lim
n→∞

Rn(x) = 0 が成り立つため, log(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n−1 xn

n である.

8 べき級数
定義 8.1 無限級数

∞∑
n=0

anx
n を x のべき級数という.

命題 8.2 数列 {anxn0}n=0,1,... が有界ならば, |x| < |x0| である x ∈ C に対し,
∞∑
n=0

anx
n は絶対収束する.

証明 仮定から K > 0 で, すべての n = 0, 1, 2, . . . に対して |anxn0 | < K となるものが存在するため, |anxn| =
|anxn0 |

∣∣∣ xx0

∣∣∣n < K
∣∣∣ xx0

∣∣∣n である. 一方, 仮定から
∣∣∣ xx0

∣∣∣ < 1 だから
∞∑
n=0

K
∣∣∣ xx0

∣∣∣n は収束する. 従って (2.22)の 1)によ

り
∞∑
n=0

anx
n は絶対収束する. □

定義 8.3 x のべき級数
∞∑
n=0

anx
n に対し, 集合 M = {r| |x| < r ならば

∞∑
n=0

anx
n は収束する } ∪ {0} の上限があれ

ば, その値を
∞∑
n=0

anx
n の収束半径と呼び, M に上限が無ければ,

∞∑
n=0

anx
n の収束半径は無限大であるという.

(8.2)により,
∞∑
n=0

anx
n の収束半径を R (0 ≦ R ≦ ∞) とすると, |x| < R ならば

∞∑
n=0

anx
n は絶対収束し, |x| > R

ならば
∞∑
n=0

anx
n は収束しない.

補題 8.4 φ(n) を n の多項式, |a| < 1 とするとき, lim
n→∞

φ(n)an = 0 である.

証明 任意の自然数 k に対して, lim
n→∞

nk|a|n = 0 であることを示せばよい. |a| < 1 だから, α = − log |a| とおけば

α > 0 である. 従って 1
|a|n = enα =

∞∑
j=0

αjnj

j! > αk+1nk+1

(k+1)! だから nk|a|n < (k+1)!nk

αk+1nk+1 = (k+1)!
αk+1n

が得られる. n → ∞

のとき, (k+1)!
αk+1n

→ 0 だから lim
n→∞

nkan = 0 である. □

命題 8.5 φ(n) を 0 でない n の多項式とするとき,
∞∑
n=0

anx
n の収束半径と

∞∑
n=0

anφ(n)x
n の収束半径は一致する.

証明
∞∑
n=0

anx
n の収束半径を R,

∞∑
n=0

anφ(n)x
n の収束半径を S (0 ≦ R,S ≦ ∞) とする. また, φ(n) が定数ならば,

命題の主張は明らかだから φ(n) は 1次以上の n の多項式であると仮定する.

|x| < R のとき, |x| < r < R を満たす r をとると,
∣∣x
r

∣∣ < 1 だから (8.4) により lim
n→∞

φ(n)
(
x
r

)n
= 0 であ

る. 従って,「n > N ならば
∣∣φ(n) (xr )n∣∣ < 1」を満たす自然数 N があるため n > N ならば |anφ(n)xn| =∣∣anφ(n) (xr )n∣∣ rn < |an|rn である.

∞∑
n=0

anr
n は絶対収束するため, (2.22)の 1)により

∞∑
n=0

anφ(n)x
n も絶対収束す
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る. 故に S < R とはなり得ないため S ≧ R である.

φ(n) は 1次以上の n の多項式だから「n > N ならば |φ(n)| > 1」を満たす自然数 N がある. |x| < S とすると,

n > N ならば |anxn| < |anφ(n)xn| であり,
∞∑
n=0

anφ(n)x
n は絶対収束するため, (2.22)の 1)により

∞∑
n=0

anx
n も絶

対収束する. 故に R < S とはなり得ないため R ≧ S である. 以上から R = S である. □

定理 8.6 べき級数
∞∑
n=0

anx
n の収束半径を R とし, 関数 f : (−R,R) → R を f(x) =

∞∑
n=0

anx
n で定める. このと

き, |x| < R ならば f ′(x) = lim
h→0

f(x+h)−f(x)
h =

∞∑
n=1

annx
n−1 が成り立つ.

証明 k が 2 以上の整数ならば (
n
k

)
= n(n−1)

k(k−1)

(
n−2
k−2

)
≦ n(n − 1)

(
n−2
k−2

) が成り立つため,
∣∣∣ (x+h)n−xn

h − nxn−1
∣∣∣ =

|h|
∣∣∣∣ n∑
k=2

(
n
k

)
hk−2xn−k

∣∣∣∣ ≦ |h|
n∑
k=2

(
n
k

)
|h|k−2|x|n−k ≦ |h|

n∑
k=2

n(n− 1)
(
n−2
k−2

)
|h|k−2|x|n−k = n(n− 1)|h|(|h|+ |x|)n−2.

|x| < R のとき, |h| < R− |x| を満たす h に対し, (8.5)により
∞∑
n=2

ann(n− 1)(|h|+ |x|)n−2 は収束する. 一方,∣∣∣∣ f(x+h)−f(x)h −
∞∑
n=1

annx
n−1

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∞∑
n=0

an

(
(x+h)n−xn

h − nxn−1
)∣∣∣∣ ≦ ∞∑

n=0
an

∣∣∣ (x+h)n−xn

h − nxn−1
∣∣∣ ≦

∞∑
n=0

ann(n− 1)|h|(|h|+ |x|)n−2 = |h|
∞∑
n=2

ann(n− 1)(|h|+ |x|)n−2 だから lim
n→∞

∣∣∣∣ f(x+h)−f(x)h −
∞∑
n=1

annx
n−1

∣∣∣∣ = 0

が得られる. □

系 8.7 べき級数
∞∑
n=0

anx
n の収束半径が R のとき, f(x) =

∞∑
n=0

anx
n で定義される関数 f : (−R,R) → R は無限

回微分可能であり, an = f(n)(0)
n! が成り立つ.

証明 (8.6)により f (k)(x) = akk! +
∞∑

n=k+1

ann(n− 1) · · · (n− k + 1)xn−k だから f (k)(0) = akk!. □

定理 8.8 x のべき級数
∞∑
n=0

anx
n の収束半径を R とする.

1) lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ が存在すれば, lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = 1
R . 2) lim

n→∞
n
√
|an| が存在すれば, lim

n→∞
n
√
|an| = 1

R .

証明 1) lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ = r とおく. x ∈ C に対し, lim
n→∞

∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣ = lim
n→∞

∣∣∣an+1

an

∣∣∣ |x| = r|x| だから, (2.22)の 2)によ

り r > 0の場合, |x| < 1
r ならば

∞∑
n=0

anx
n は絶対収束し, r = 0の場合は任意の xに対して

∞∑
n=0

anx
n は絶対収束する.

r > 0 かつ |x| > 1
r ならば, 1 < c < r|x| を満たす c をとる. 自然数 N で「n > N ならば

∣∣∣an+1x
n+1

anxn

∣∣∣ > c」を満たす

ものがある. 従って n > N ならば |anxn| > cn−N |aNxN |であり,
k∑

n=0
|anxn| >

N∑
n=0

|anxn|+
k∑

n=N+1

|aNxN |cn−N =

N∑
n=0

|anxn| + c|aNxN |
c−1 (ck−N − 1) だから

∞∑
n=0

anx
n は絶対収束しない. 以上から r > 0 の場合

∞∑
n=0

anx
n の収束半径

は 1
r であり r = 0 の場合

∞∑
n=0

anx
n の収束半径は∞ である.

2) lim
n→∞

n
√
|an| = rとおく. x ∈ C に対し, lim

n→∞
n
√
|anxn| = lim

n→∞
n
√
|an||x| = r|x|だから, (2.22)の 3)により r >

0の場合, |x| < 1
r ならば

∞∑
n=0

anx
n は絶対収束し, r = 0の場合は任意の xに対して

∞∑
n=0

anx
n は絶対収束する. r > 0

かつ |x| > 1
r ならば, 1 < c < r|x| を満たす c をとる. 自然数 N で「n > N ならば n

√
|anxn| > c」を満たすものがあ

る. 従って n > N ならば |anxn| > cn であり,
k∑

n=0
|anxn| >

N∑
n=0

|anxn|+
k∑

n=N+1

cn =
N∑
n=0

|anxn|+ cN+1

c−1 (ck−N − 1)

だから
∞∑
n=0

anx
n は絶対収束しない. 以上から r > 0 の場合

∞∑
n=0

anx
n の収束半径は 1

r であり r = 0 の場合
∞∑
n=0

anx
n

の収束半径は∞ である. □
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補題 8.9 {an}n=0,1,... を 0 に収束する数列とする. 関数 f : (−1, 1) → C を f(x) =
∞∑
n=0

anx
n で定めると,

lim
x↑1

(x− 1)f(x) = 0 が成り立つ.

証明 (8.2) により, 任意の x ∈ (−1, 1) に対して
∞∑
n=0

anx
n は収束する. 仮定から任意の ε > 0 に対して整数

N で「n ≧ N ならば |an| < ε
2」をみたすものが存在する. |a0|, |a1|, . . . , |aN−1| の中で最大のものを M とお

くと,
(
1− ε

2M+ε

) 1
N

< x < 1 ならば 1 − xN < ε
2M+ε < ε

2M だから |(x − 1)f(x)| ≦
∣∣∣∣(x− 1)

N−1∑
n=0

anx
n

∣∣∣∣ +∣∣∣∣(x− 1)
∞∑
n=0

anx
n

∣∣∣∣ ≦ (1−x)
N−1∑
n=0

|an|xn+
∞∑
n=0

|an|(1−x)xn ≦M(1−xN )+ ε
2 < ε となるため lim

x↑1
(x− 1)f(x) = 0

を得る. □

定理 8.10 x のべき級数
∞∑
n=0

anx
n の収束半径を R とし, 関数 f : (−R,R) → C を f(z) =

∞∑
n=0

anz
n で定める.

∞∑
n=0

anR
n が収束すれば, lim

x↑R
f(x) =

∞∑
n=0

anR
n が成り立つ.

証明 s =
∞∑
n=0

anR
n とおくと x ∈ (−R,R) に対して, f(x)− s =

∞∑
n=1

an(x
n −Rn) = (x−R)

∞∑
n=1

n−1∑
j=0

anx
jRn−j =

(x − R)
∞∑
n=1

n−1∑
j=0

anR
n
(
x
R

)j
. ここで sk =

k∑
n=0

anR
n とおけば

k∑
n=1

n−1∑
j=0

anR
n
(
x
R

)j
=

k−1∑
j=0

k∑
n=j+1

anR
n
(
x
R

)j
=

k−1∑
j=0

(sk − sj)
(
x
R

)j
=

k−1∑
j=0

sk
(
x
R

)j − k−1∑
j=0

sj
(
x
R

)j となるため ∞∑
n=1

n−1∑
j=0

anR
n
(
x
R

)j
=

∞∑
j=0

s
(
x
R

)j − ∞∑
j=0

sj
(
x
R

)j
=

∞∑
j=0

(s−sj)
(
x
R

)j
. 故に f(x)−s = R

(
x
R − 1

) ∞∑
j=0

(s−sj)
(
x
R

)j
. 仮定から lim

j→∞
(s−sj) = 0だから g(y) =

∞∑
j=0

(s−sj)yj

に対して (8.9)を用いると lim
x↑R

(f(x)− s) = lim
x↑R

R
(
x
R − 1

) ∞∑
j=0

(s− sj)
(
x
R

)j
= R lim

y↑1
(y − 1)g(y) = 0 である. □

9 積分
定義 9.1 X,Y ⊂ C とする. 関数 f : X → Y が次の条件を満たすとき, f は一様連続であるという.

任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「|x− y| < δ ならば |f(x)− f(y)| < ε」を満たすものが存在する.

定理 9.2 有限閉区間で定義された関数 f : [a, b] → C は一様連続である.

証明 背理法で証明する. 主張を否定すれば, ある ε > 0 で 次のようなものがある; δ > 0 をどのように選んでも
「|x − y| < δ かつ |f(x) − f(y)| ≧ ε」が成り立つような x, y ∈ [a, b] がある. δ = 2−n に対して「|xn − yn| < 2−n

かつ |f(xn) − f(yn)| ≧ ε」が成り立つような xn, yn ∈ [a, b] を選んでおく. {xn}n=1,2,..., {yn}n=1,2,... は有界な点
列だから (2.12)の (v)により, これらは収束する部分列を含む. {xnk

}k=1,2,..., {ynk
}k=1,2,... が両方とも収束するよ

うに自然数の列 n0 < n1 < · · · < nk < · · · がとれる. p = lim
k→∞

xnk
, q = lim

k→∞
ynk
とおくと xnk

, ynk
∈ [a, b] だか

ら (2.4) の 1) から p, q ∈ [a, b] である. |xnk
− ynk

| < 2−nk がすべての k について成り立つため, (2.4) の 1) から
|p− q| ≦ 0 すなわち p = q である. f は連続だから (3.3)により, lim

k→∞
f(xnk

) = lim
k→∞

f(ynk
) = f(p) が得られるが,

|f(xnk
)− f(ynk

)| ≧ ε において, k → ∞ とすれば 0 ≧ ε > 0 となって矛盾が生じる. □

関数 f : X → R に対し, 正の実数 M で, すべての x ∈ X に対して |f(x)| ≦ M を満たすものがあるとき, f

は有界であるという. このとき, X の部分集合 S に対して, 集合 {y| y = f(x) となる x ∈ S がある } の上限を
supx∈S f(x), 下限を infx∈S f(x) で表すことにする.

定義 9.3 1) a = a0 ≦ a1 ≦ a2 ≦ · · · ≦ an = b を満たす数列 ∆ = {ai}i=0,1,...,n を区間 [a, b] の分割という. このと
き, a1 − a0, a2 − a1, . . . , an − an−1 のうちで最大のものを, 分割 ∆ の幅と呼んで, |∆| で表し, 各 ai を ∆ の分点と
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いう. また, ξi ∈ [ai−1, ai] を満たす数列 ξ = {ξi}i=1,2,...,n を分割 ∆ の代表点という.

2) ∆ = {ai}i=0,1,...,n, ∆
′ = {a′j}j=0,1,...,m を区間 [a, b] の分割とする. 数列 a0, a1, . . . , an, a

′
0, a

′
1, . . . , a

′
m を並び

替えて得られる [a, b] の分割を ∆ と ∆′ の合併と呼んで, ∆ ∪∆′ で表す. また {a0, a1, . . . , an} ⊂ {a′0, a′1, . . . , a′m}
が成り立つとき, ∆′ は ∆ より細かいという.

3) 関数 f : [a, b] → R が与えられているとする. 区間 [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n と ∆ の代表点 ξ =

{ξi}i=1,2,...,n に対して S(f,∆, ξ) =
n∑
i=1

f(ξi)(ai−ai−1) とおき, これを分割 ∆, 代表点 ξ に関する f のリーマン和と
いう. f が有界な場合,区間 [a, b]の分割∆ = {ai}i=0,1,...,n に対しmi = infx∈[ai−1,ai] f(x),Mi = supx∈[ai−1,ai] f(x)

とおく. このとき, S(f,∆) =
n∑
i=1

Mi(ai − ai−1), S(f,∆) =
n∑
i=1

mi(ai − ai−1) をそれぞれ分割∆ に関する f の過剰
和, 不足和という.

4) 関数 f : [a, b] → R に対し, 次の条件 (∗)を満たすような実数 R が存在するとき, f は (リーマン)積分可能であ
るといい, R を ∫ b

a
f(x)dx で表す.

(∗) 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「|∆| < δ である [a, b] の任意の分割 ∆ と ∆ の任意の代表点 ξ に対して
|S(f,∆, ξ)−R| < ε」を満たすものがある.

命題 9.4 f : [a, b] → R が積分可能ならば有界である.

証明 仮定から [a, b] の分割 ∆ で, ∆ の任意の代表点 ξ に対して
∣∣∣S(f,∆, ξ)− ∫ ba f(x)dx∣∣∣ ≦ 1 となるものがあ

るため |S(f,∆, ξ)| ≦
∣∣∣∫ ba f(x)dx∣∣∣ + 1 である. ここで ∆ = {ai}i=0,1,...,n, ξ = {ξi}i=1,2,...,n とおく. もし, ある

区間 [ak−1, ak] で f が有界でないとすると ξi (i 6= k) をすべて固定して, ξk ∈ [ak−1, ak] の選び方をかえれば

|f(ξk)|(ak − ak−1) −

∣∣∣∣∣∑i ̸=k f(ξi)(ai − ai−1)

∣∣∣∣∣ ≦ |S(f,∆, ξ)| ≦
∣∣∣∫ ba f(x)dx∣∣∣ + 1 より, この左辺はいくらでも大きくな

るため矛盾が生じる. 従って f は各区間 [ak−1, ak] で有界だから [a, b] =
n⋃
i=1

[ak−1, ak] において有界である. □

命題 9.5 f : [a, b] → R を有界な関数, ∆ = {ai}i=0,1,...,n, ∆
′ = {a′j}j=0,1,...,k を [a, b] の分割とする.

1) ∆′ が ∆ より細かいとき S(f,∆) ≦ S(f,∆′) ≦ S(f,∆′) ≦ S(f,∆) である.

2) M = supx∈[a,b] f(x), m = infx∈[a,b] f(x) とおくと次の不等式が成り立つ.

S(f,∆′)− S(f,∆) ≦ (k − 1)(M −m)|∆|, S(f,∆)− S(f,∆′) ≦ (k − 1)(M −m)|∆|

3) ∆ の任意の代表点 ξ に対して S(f,∆) ≦ S(f,∆, ξ) ≦ S(f,∆) が成り立つ.

証明 1) 仮定から, 各 i に対して ai = a′si となる si がある. mi = infx∈[ai−1,ai] f(x), Mi = supx∈[ai−1,ai] f(x),

m′
j = infx∈[a′j−1,a

′
j ]
f(x), M ′

j = supx∈[a′j−1,a
′
j ]
f(x) とおくと, [ai−1, ai] =

si⋃
j=si−1+1

[a′j−1, a
′
j ] だから mi は

m′
si−1+1,m

′
si−1+2, . . . ,m

′
si のうちで最小のものであり, Mi は M ′

si−1+1,M
′
si−1+2, . . . ,M

′
si のうちで最大のもの

である. 従って mi(ai − ai−1) =
si∑

j=si−1+1

mi(a
′
j − a′j−1) ≦

si∑
j=si−1+1

m′
j(a

′
j − a′j−1) に注意すれば S(f,∆) =

n∑
i=1

mi(ai−ai−1) ≦
n∑
i=1

si∑
j=si−1+1

m′
j(a

′
j−a′j−1) =

l∑
j=1

m′
j(a

′
j−a′j−1) = S(f,∆′)が得られる. 同様にMi(ai−ai−1) =

si∑
j=si−1+1

Mi(a
′
j−a′j−1) ≧

si∑
j=si−1+1

M ′
j(a

′
j−a′j−1)より S(f,∆) =

n∑
i=1

Mi(ai−ai−1) ≧
n∑
i=1

si∑
j=si−1+1

M ′
j(a

′
j−a′j−1) =

l∑
j=1

M ′
j(a

′
j − a′j−1) = S(f,∆′) を得る. S(f,∆′) ≦ S(f,∆′) は m′

j ≦ M ′
j がすべての j に対して成り立つことから

明らかである.

2) ∆ ∪ ∆′ = ∆′′ = {bj}j=0,1,...,k+n, m
′′
j = infx∈[bj−1,bj ] f(x), M

′′
j = supx∈[bj−1,bj ] f(x) とおき, ai = bsi とな

る si を選んでおく. 各 i に対し, (ai−1, ai) が ∆′ の分点を含むとき,
si∑

j=si−1+1

m′′
j (bj − bj−1) −mi(ai − ai−1) =
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si∑
j=si−1+1

m′′
j (bj−bj−1)−

si∑
j=si−1+1

mi(bj−bj−1) ≦
si∑

j=si−1+1

(M(bj−bj−1)−m(bj−bj−1)) = (M−m)(ai−ai−1) ≦

(M−m)|∆|であり, (ai−1, ai)が ∆′ の分点を含まないときは
si∑

j=si−1+1

m′′
j (bj−bj−1)−mi(ai−ai−1) = 0である. 前

者の場合は, 高々 k−1 個の i に対して該当するため S(f,∆′′)−S(f,∆) =
p+n∑
j=1

m′′
j (bj− bj−1)−

n∑
i=1

mi(ai−ai−1) =

n∑
i=1

(
si∑

j=si−1+1

m′′
j (bj − bj−1)−mi(ai − ai−1)

)
≦ (k − 1)(M −m)|∆| である. ∆′′ は ∆′ より細かいから 1) から

S(f,∆′)−S(f,∆) ≦ (k− 1)(M −m)|∆| が得られる. S(f,∆)−S(f,∆′) ≦ (k− 1)(M −m)|∆| も同様に示される.

3) ξ = {ξi}i=1,2,...,n とすれば mi ≦ f(ξi) ≦Mi より主張は明らかである. □

定義 9.6 f : [a, b] → R を有界な関数とする. (9.5)の 1)から {x|x = S(f,∆) となる [a, b] の分割 ∆ がある.} は
上に有界であり, {x|x = S(f,∆) となる [a, b] の分割 ∆ がある.} は下に有界である. これらの上限, 下限をそれぞれ∫ b
a
f(x)dx,

∫ b
a
f(x)dx で表し, f の下積分, 上積分という.

命題 9.7 f : [a, b] → R を有界な関数とする. 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「∆ が |∆| < δ を満たす [a, b] の分割
ならば ∫ b

a
f(x)dx− S(f,∆) < ε かつ S(f,∆)−

∫ b
a
f(x)dx < ε 」を満たすものがある.

証明 L =
∫ b
a
f(x)dx, U =

∫ b
a
f(x)dx とおくと, 任意の ε > 0 に対し, L− ε

2 < S(f,∆1), S(f,∆2) < U+ ε
2 を満たす

[a, b] の分割∆1, ∆2 がある. ∆0 = ∆1∪∆2 とおくと (9.5)の 1)から L− ε
2 < S(f,∆0) ≦ S(f,∆0) < U + ε

2 が成り
立つ. M = supx∈[a,b] f(x), m = infx∈[a,b] f(x) とおき, ∆0 = {ck}k=0,1,...,p として [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n

を考えると (9.5)の 2)より S(f,∆0)− S(f,∆) ≦ (p− 1)(M −m)|∆|, S(f,∆)− S(f,∆0) ≦ (p− 1)(M −m)|∆|.
従って |∆| < ε

2(p−1)(M−m) ならば L− S(f,∆), S(f,∆)− U < ε
2 + (p− 1)(M −m)|∆| < ε が成り立つ. □

定理 9.8 関数 f : [a, b] → R が有界で,
∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx ならば f は積分可能であり,

∫ b
a
f(x)dx =∫ b

a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx である. 逆に f が積分可能ならば ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx が成り立つ.

証明 ∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx が成り立つとし, この両辺の値を R とおく. (9.7) から, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0

で「∆ が |∆| < δ を満たす [a, b] の分割ならば R − S(f,∆) < ε かつ S(f,∆)− R < ε」を満たすものがあるため,

|∆| < δ ならば, 任意の ∆ の代表点 ξ に対して (9.5)の 3)から R − ε < S(f,∆) < S(f,∆, ξ) < S(f,∆) < R + ε

である. 従って |S(f,∆, ξ)−R| < ε となるため f は積分可能で,
∫ b
a
f(x)dx = R が成り立つ.

逆に f が積分可能であるとし, L =
∫ b
a
f(x)dx, U =

∫ b
a
f(x)dx とおく. (9.7) から, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0

で「∆ が |∆| < δ を満たす [a, b] の分割ならば L − S(f,∆) < ε
2 かつ S(f,∆) − U < ε

2」を満たすものがある.

∆ = {ai}i=0,1,...,n を |∆| < δ を満たす [a, b] の任意の分割として mi = infx∈[ai−1,ai] f(x), Mi = supx∈[ai−1,ai] f(x)

とおくと, 各 i = 1, 2, . . . , n に対し f(ξi) − mi <
ε

2(b−a) , Mi − f(ζi) <
ε

2(b−a) を満たす ξi, ζi ∈ [ai−1, ai] があ
る. ∆ の代表点 ξ = {ξi}i=1,2,...,n, ζ = {ζi}i=1,2,...,n に対し, S(f,∆, ξ)− S(f,∆) =

n∑
i=1

(f(ξi)−mi)(ai − ai−1) <

n∑
i=1

ε
2(b−a) (ai − ai−1) =

ε
2 , S(f,∆) − S(f,∆, ζ) =

n∑
i=1

(Mi − f(ξi))(ai − ai−1) <
n∑
i=1

ε
2(b−a) (ai − ai−1) =

ε
2 . 従っ

て, |∆| < δ ならば 0 ≦ L − S(f,∆) < ε
2 と − ε

2 < S(f,∆) − S(f,∆, ξ) ≦ 0 から − ε
2 < L − S(f,∆, ξ) < ε

2 ,

0 ≦ S(f,∆) − U < ε
2 と − ε

2 < S(f,∆, ζ) − S(f,∆) ≦ 0 から − ε
2 < S(f,∆, ζ) − U < ε

2 が得られる. 故に
−ε < L− U < ε であるが, ε は任意の正の数だから L = U である. □

系 9.9 有界な関数 f : [a, b] → R が積分可能であるためには, 任意の ε > 0 に対し, S(f,∆)− S(f,∆) < ε を満た
す [a, b] の分割 ∆ が存在することが必要十分である.

証明 f が積分可能ならば (9.8) により ∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx だから (9.7) から任意の ε > 0 に対し, S(f,∆) −
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S(f,∆) < ε を満たす [a, b] の分割 ∆ が存在する. 逆に任意の ε > 0 に対し, S(f,∆)− S(f,∆) < ε を満たす [a, b]

の分割 ∆ が存在すると仮定すれば, そのような ∆ に対して S(f,∆) ≦
∫ b
a
f(x)dx ≦

∫ b
a
f(x)dx ≦ S(f,∆) だから

0 ≦
∫ b
a
f(x)dx−

∫ b
a
f(x)dx ≦ S(f,∆)− S(f,∆) < ε である. ε は任意の正の数だから ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx でな

くてはならない. 従って (9.8)により f は積分可能である. □

定理 9.10 連続関数は積分可能である. また, 単調増加関数, 単調減少関数は積分可能である.

証明 f : [a, b] → R を連続関数とする. (9.1) から, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「|x − y| < δ なら
ば |f(x) − f(y)| < ε

b−a」を満たすものがある. |∆| < δ を満たす [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に対し
mi = infx∈[ai−1,ai] f(x), Mi = supx∈[ai−1,ai] f(x) とおくと, 最大値・最小値の定理から Mi = f(pi), mi = f(qi) と
なる pi, qi ∈ [ai−1, ai] があるため Mi −mi <

ε
b−a である. このとき S(f,∆)− S(f,∆) < ε となるため (9.9)によ

り f は積分可能である.

f : [a, b] → R を単調増加関数とする. [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に対し mi = infx∈[ai−1,ai] f(x),

Mi = supx∈[ai−1,ai] f(x) とおくと, 仮定から mi = f(ai−1), Mi = f(ai) である. このとき S(f,∆) − S(f,∆) =
n∑
i=1

(f(ai) − f(ai−1))(ai − ai−1) ≦
n∑
i=1

(f(ai) − f(ai−1))|∆| = (f(b) − f(a))|∆| だから, 任意の ε > 0 に対し,

|∆| < ε
f(b)−f(a)+1 を満たす [a, b] の分割 ∆ に対し S(f,∆)− S(f,∆) < ε が成り立つ. 従って (9.9)により f は積

分可能である. f が単調減少関数の場合も同様にして積分可能であることが示される. □

積分の定義 (9.3)から次の結果がただちに得られる.

命題 9.11 f : [a, b] → R が積分可能ならば lim
n→∞

n∑
i=1

b−a
n f

(
a+ b−a

n i
)

= lim
n→∞

n∑
i=1

b−a
n f

(
a+ b−a

n (i− 1)
)

=∫ b
a
f(x)dx である.

例 9.12 1) f : [a, b] → R が定数値関数の場合, f(x) = C とすると ∫ b
a
f(x)dx = lim

n→∞

n∑
i=1

b−a
n C = C(b− a).

2) k を 1以上の整数として, f : [0, t] → R が f(x) = xk で与えられるとき ∫ t
0
f(x)dx を直接計算するために少し

準備をする. x[k] = x(x−1)(x−2) · · · (x−n+1) (k = 1, 2, . . . ) とおくと xk−x[k] は, 定数項を含まない x の n−1

次の整数係数の多項式だから k による帰納法で, xk = x[k] +
k−1∑
j=1

akjx
[j] と満たす整数 akj があることが分かる. ま

た, (x+ 1)[k+1] − x[k+1] = (k + 1)x[k] だから, この両辺に x = 1, 2, . . . , n を代入して辺々加えれば, 1[k+1] = 0 より
n∑
i=1

i[k] = 1
k+1 (n+1)[k+1] を得る. 従って

n∑
i=1

ik =
n∑
i=1

i[k] +
k−1∑
j=1

akj
n∑
i=1

i[j] = 1
k+1 (n+1)[k+1] +

k−1∑
j=1

akj

j+1 (n+1)[j+1]

となるため
n∑
i=1

ik は n の k + 1 次多項式で, nk+1 の係数は 1
k+1 である. 故に lim

n→∞
1

nk+1

n∑
i=1

ik = 1
k+1 だから∫ t

0
f(x)dx = lim

n→∞

n∑
i=1

t
n

(
t
n i
)k

= tk+1 lim
n→∞

1
nk+1

n∑
i=1

ik = tk+1

k+1 .

10 積分の性質
実数値関数 f, g : X → R に対し, 関数 f∨g : X → R を (f∨g)(x) = (f(x) と g(x)の大きい方) で定義する.

補題 10.1 f, g : X → R を有界な関数とする. supx∈X(f∨g)(x) は supx∈X f(x) と supx∈X g(x) の大きい方に等
しく, infx∈X(f∨g)(x) ≧ infx∈X f(x), infx∈X g(x) である.

証明 任意の x ∈ X に対して f(x), g(x) ≦ (f∨g)(x) ≦ supx∈X(f∨g)(x), infx∈X f(x), infx∈X g(x) ≦ (f∨g)(x) だ
から supx∈X f(x), supx∈X g(x) ≦ supx∈X(f∨g)(x), infx∈X f(x), infx∈X g(x) ≦ infx∈X(f∨g)(x) である.

ここで supx∈X f(x), supx∈X g(x) < supx∈X(f∨g)(x) と仮定すれば, supx∈X f(x), supx∈X g(x) < (f∨g)(x0) <
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supx∈X(f∨g)(x) を満たす x0 がある. (f∨g)(x0) は f(x0) か g(x0) のいずれかに等しいため, supx∈X f(x) < f(x0)

と supx∈X g(x) < g(x0) の少なくとも一方が成り立ち, 矛盾が生じる. 従って supx∈X(f∨g)(x) は supx∈X f(x) と
supx∈X g(x) の大きい方に等しい. □

命題 10.2 f, g : [a, b] → R を積分可能な関数, α, β ∈ R とする.

1) αf + βg : [a, b] → R は積分可能で,
∫ b
a
(αf(x) + βg(x))dx = α

∫ b
a
f(x)dx+ β

∫ b
a
g(x)dx が成り立つ.

2) f∨g, fg : [a, b] → R はともに積分可能である. さらに c > 0 で, すべての x ∈ [a, b] に対し |f(x)| > c を満た
すものがあるとき, 1

f : [a, b] → R は積分可能である.

証明 1)
∫ b
a
f(x)dx = A,

∫ b
a
g(x)dx = B とおく. 任意の ε > 0に対して δ > 0で,「[a, b]の分割 ∆が |∆| < δ を満た

せば,任意の∆の代表点 ξ に対し, |S(f,∆, ξ)−A| < ε
|α|+|β|+1 かつ |S(g,∆, ξ)−B| < ε

|α|+|β|+1 を満たすものがある.

従って |∆| < δ ならば, |S(αf+βg,∆, ξ)−(αA+βB)| = |α(S(f,∆, ξ)−A)+β(S(g,∆, ξ)−B)| ≦ |α||S(f,∆, ξ)−
A|+ |β||S(g,∆, ξ)−B)| < ε(|α|+|β|)

|α|+|β|+1 < ε となるため αf + βg は積分可能で,
∫ b
a
(αf(x) + βg(x))dx = αA+ βB が

成り立つ.

2) すべての x ∈ [a, b] に対して |f(x)|, |g(x)| ≦ C となる実数 C を選んでおく. [a, b] の分割 ∆ に対し, 不等式

S(f∨g,∆)− S(f∨g,∆) ≦ S(f,∆)− S(f,∆) + S(g,∆)− S(g,∆),

S(fg,∆)− S(fg,∆) ≦ C(S(f,∆)− S(f,∆) + S(g,∆)− S(g,∆)),

S
(

1
f ,∆

)
− S

(
1
f ,∆

)
≦ 1

c2
(S(f,∆)− S(f,∆)) (ただし |f(x)| > c > 0)

が成り立つことを示す. これらが示されれば, 任意の ε > 0 に対し, S(f,∆) − S(f,∆) < ε
2+2C かつ S(g,∆) −

S(g,∆) < ε
2+2C を満たす分割 ∆ に対して S(f∨g,∆) − S(f∨g,∆) < ε と S(fg,∆) − S(fg,∆) < ε が成り

立つため (9.9) により f∨g, fg は積分可能である. また S(f,∆) − S(f,∆) < c2ε を満たす分割 ∆ に対して
S
(

1
f ,∆

)
− S

(
1
f ,∆

)
< ε が成り立つため (9.9)により 1

f は積分可能である.

∆ = {ai}i=0,1,...,n として, Mi = supx∈[ai−1,ai] f(x), M
′
i = supx∈[ai−1,ai] g(x) とおくと, (10.1) の結果から

supx∈[ai−1,ai](f∨g)(x)はMi かM ′
i のいずれかだから,整数列 λ1, λ2, . . . , λk, µ1, µ2, . . . , µn−k で {λ1, λ2, . . . , λk}∪

{µ1, µ2, . . . , µn−k} = {1, 2, . . . , n} かつ supx∈[aλs−1,aλs ]
(f∨g)(x) = Mλs

, supx∈[aµs−1,aµs ]
(f∨g)(x) = M ′

µs
とな

るものがある. また mi = infx∈[ai−1,ai] f(x), m
′
i = infx∈[ai−1,ai] g(x), pi = infx∈[ai−1,ai](f∨g)(x) とおくと

pi ≧ mi,m
′
i だから S(f∨g,∆)−S(f∨g,∆) =

k∑
s=1

Mλs(aλs −aλs−1)+
n−k∑
s=1

M ′
µs
(aµs −aµs−1)−

n∑
i=1

pi(ai−ai−1) =

k∑
s=1

(Mλs − pλs)(aλs − aλs−1) +
n−k∑
s=1

(M ′
µs

− pµs)(aµs − aµs−1) ≦
k∑
s=1

(Mλs − mλs)(aλs − aλs−1) +
n−k∑
s=1

(M ′
µs

−

m′
µs
)(aµs − aµs−1) ≦ S(f,∆)− S(f,∆) + S(g,∆)− S(g,∆).

x, y ∈ [ai−1, ai] に対し |f(x)g(x)− f(y)g(y)| = |(f(x)− f(y))g(x)+ f(y)(g(x)− g(y))| ≦ |f(x)− f(y)||g(x)|+
|f(y)||g(x) − g(y)| ≦ C(|f(x) − f(y)| + |g(x) − g(y)|) ≦ C(Mi − mi + M ′

i − m′
i) である. 従って qi =

infx∈[ai−1,ai](fg)(x), Qi = supx∈[ai−1,ai](fg)(x) とおけば, Qi − qi ≦ C(Mi − mi + M ′
i − m′

i) となるため
S(fg,∆)− S(fg,∆) ≦ C(S(f,∆)− S(f,∆) + S(g,∆)− S(g,∆)).

c > 0 で, すべての x ∈ [a, b] に対し |f(x)| > c を満たすものがあれば x, y ∈ [ai−1, ai] に対し
∣∣∣ 1
f(x) −

1
f(y)

∣∣∣ =
|f(x)−f(y)|
|f(x)||f(y)| <

1
c2 (Mi −mi) となる. 故に S

(
1
f ,∆

)
− S

(
1
f ,∆

)
≦ 1

c2 (S(f,∆)− S(f,∆)) が得られる. □

命題 10.3 f, g : [a, b] → R をともに積分可能な関数とする.

1) すべての x ∈ [a, b] に対して f(x) ≦ g(x) が成り立てば,
∫ b
a
f(x)dx ≦

∫ b
a
g(x)dx である. さらに g − f が連続

である点 c ∈ [a, b] で, f(c) < g(c) を満たすものが存在すれば ∫ b
a
f(x)dx <

∫ b
a
g(x)dx である.

2) E は, 条件「a ≦ x < y ≦ b ならば E ∩ [x, y] 6= ∅」を満たす [a, b] の部分集合であるとする. 任意の x ∈ E に
対して f(x) = g(x) ならば ∫ b

a
f(x)dx =

∫ b
a
g(x)dx である.
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証明 1) [a, b]の任意の分割∆と ∆の任意の代表点 ξ に対して S(f,∆, ξ) ≦ S(g,∆, ξ)が成り立つため,
∫ b
a
f(x)dx ≦∫ b

a
g(x)dx は明らかである.

g − f が連続である点 c ∈ [a, b] で, f(c) < g(c) を満たすものが存在すると仮定する. h = g − f とおく
と h は c で連続で h(c) > 0 だから δ > 0 で x ∈ (c − δ, c + δ) ∩ [a, b] ならば |h(x) − h(c)| < h(c)

2 とな
るものがある. |∆| < δ

6 である [a, b] の任意の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n と ∆ の代表点 ξ = {ξi}i=1,2,...,n を考
える. c 6= a ならば δ < c − a と仮定してよいから, [ak−1, ak] ⊂ (c − δ, c − 2δ

3 ), [al−1, al] ⊂ (c − δ
3 , c) と

なる k, l が存在する. このとき ξk, ξk+1, · · · , ξl ∈ (c − δ, c) だから k ≦ i ≦ l ならば h(ξi) >
h(c)
2 であり,

al − ak−1 >
δ
3 である. 従って S(h,∆, ξ) >

l∑
i=k

h(c)
2 (ai − ai−1) = h(c)

2 (al − ak−1) >
δh(c)

6 だから |∆| → 0 と

して ∫ b
a
g(x)dx −

∫ b
a
f(x)dx =

∫ b
a
h(x)dx ≧ δh(c)

6 > 0 が得られる. c = a の場合は δ < b − a と仮定してよ
いから, [ak−1, ak] ⊂ (a, a + δ

3 ), [al−1, al] ⊂ (a + 2δ
3 , a + δ) となる k, l が存在する. あとは, 上と同様にして∫ b

a
g(x)dx−

∫ b
a
f(x)dx > 0 が得られる.

2) 任意の x ∈ E に対して f(x) = 0 ならば ∫ b
a
f(x)dx = 0 であることを示せばよい. R =

∫ b
a
f(x)dx とおき,

ε > 0 を任意にとる. このとき, δ > 0 で「|∆| < δ
6 である [a, b] の任意の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n と ∆ の代表

点 ξ に対して |S(f,∆, ξ) − R| < ε」を満たすものがある. 仮定から ξi ∈ E (i = 1, 2, . . . , n) となるように代表点
ξ = {ξi}i=1,2,...,n がとれて, このとき S(f,∆, ξ) = 0 だから |R| < ε である. ε > 0 は任意だから R = 0 である. □

系 10.4 関数 f : [a, b] → R が積分可能ならば |f |(x) = |f(x)| で定義される関数 |f | : [a, b] → R も積分可能で,∣∣∣∫ ba f(x)dx∣∣∣ ≦ ∫ ba |f(x)|dx が成り立つ.

証明 |f | = f∨(−f) だから (10.2) の 2) により |f | は積分可能で, すべての x ∈ [a, b] に対して −|f(x)| ≦ f(x) ≦
|f(x)| だから (10.3)の 1)により

∣∣∣∫ ba f(x)dx∣∣∣ ≦ ∫ ba |f(x)|dx が成り立つ. □

a ≦ c ≦ b のとき [a, c] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n, [c, b] の分割 ∆′ = {bi}i=0,1,...,m と, これらの代表点
ξ = {ξi}i=1,2,...,n, ξ

′ = {ξ′i}i=1,2,...,m に対し, ci = ai (0 ≦ i ≦ n), ci = bi−n (n ≦ i ≦ m+n)で定義される [a, b] の
分割 {ci}i=0,1,...,m+n を ∆+∆′ で表し, ζi = ξi (1 ≦ i ≦ n), ζi = ξ′i−n (n+ 1 ≦ i ≦ m+ n) で定義される ∆+∆′

の代表点 {ζi}i=1,2,...,m+n を ξ + ξ′ で表せば, S(f,∆+∆′, ξ + ξ′) = S(f,∆, ξ) + S(f,∆′, ξ′) である.

命題 10.5 c ∈ [a, b] と関数 f : [a, b] → R が与えられているとする.

1) f が [a, c]と [c, b]において積分可能ならば f は [a, b]において積分可能で,
∫ b
a
f(x)dx =

∫ c
a
f(x)dx+

∫ b
c
f(x)dx

が成り立つ.

2) f が [a, b] において積分可能ならば f は [a, c] と [c, b] において積分可能である.

証明 1) (9.4) より, f は [a, c], [c, b] で有界だから, 実数 M で, 任意の x ∈ [a, b] に対し |f(x)| ≦ M を満たす
ものがとれる. 仮定から任意の ε > 0 に対し 0 < δ ≦ ε

4M で次の条件を満たすものがある. 「∆1 が |∆1| < δ

を満たす [a, c] の分割, ∆2 が |∆1| < δ を満たす [c, b] の分割ならば, ∆1, ∆2 の任意の代表点 ζ, η に対して
|S(f,∆1, ζ)−

∫ c
a
f(x)dx| < ε

4 かつ |S(f,∆2, η)−
∫ b
c
f(x)dx| < ε

4 .」
|∆| < δ を満たす [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n と ∆ の代表点 ξ = {ξi}i=1,2,...,n に対し ∆1 = {bi}i=0,1,...,l,

∆2 = {ci}i=0,1,...,n−l+1 を al−1 ≦ c ≦ al ならば bi = ai (i < l), bl = c0 = c, ci = ai+l−1 (i > 0) で定
め, ζ = {ζi}i=1,2,...,l, η = {ηi}i=1,2,...,n−l+1 を ζi = ξi (i < l), ζl = η1 = c, ηi = ξi+l−1 (i > 1) で定めれ
ば, ∆1, ∆2 はそれぞれ [a, c], [c, b] の分割で |∆1|, |∆2| < δ を満たし, ζ, η はそれぞれ ∆1, ∆2 の代表点である.

S(f,∆, ξ)−S(f,∆1, ζ)−S(f,∆2, η) = (f(ξl)−f(c))(al−al−1)に注意すると, |S(f,∆, ξ)−
∫ c
a
f(x)dx−

∫ b
c
f(x)dx| ≦

|f(ξl)− f(c)|(al − al−1) + |S(f,∆1, ζ)−
∫ c
a
f(x)dx|+ |S(f,∆2, η)−

∫ b
c
f(x)dx| < 2Mδ + ε

2 < ε が得られるため,

主張が示される.

2) 各 n ≧ 1 に対して, ∆n =
{
a+ c−a

n i
}
i=0,1,...,n

, ξn =
{
a+ c−a

n i
}
i=1,2,...,n

, ∆′
n =

{
c+ b−c

n i
}
i=0,1,...,n

,
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ξ′n =
{
c+ b−c

n i
}
i=1,2,...,n

とおくと, ∆n, ∆
′
n はそれぞれ [a, c], [c, b] の分割で, ξn, ξ

′
n はそれぞれ ∆n, ∆

′
n の代表点

である. Sn = S(f,∆n, ξn), S
′
n = S(f,∆′

n, ξ
′
n) とおいて, {Sn}n=1,2,..., {S′

n}n=1,2,... はコーシー列になることを示
す. R =

∫ b
a
f(x)dx とおき, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「∆ が |∆| < δ を満たす [a, b] の分割ならば, ∆ の任意の

代表点 ξ に対して |S(f,∆, ξ)−R| < ε
2」を満たすものをとる. n,m > b−a

δ ならば |∆n| = c−a
n < δ, |∆′

n| = b−c
n < δ

より |∆n+∆′
m| < δ である. 従って |S(f,∆n+∆′

m, ξn+ξ
′
m)−R| < ε

2 だから |Sn−Sm| = |S(f,∆n+∆′
m, ξn+ξ

′
m)

−S(f,∆m +∆′
m, ξm + ξ′m)| ≦ |S(f,∆n +∆′

m, ξn + ξ′m) − R| + |R − S(f,∆m +∆′
m, ξm + ξ′m)| < ε が成り立つ.

同様にして |S′
n − S′

m| < ε が得られる. 故に {Sn}n=1,2,..., {S′
n}n=1,2,... は V のコーシー列だから (2.12)の (vi)に

より, これらは収束する. そこで lim
n→∞

Sn = R1, lim
n→∞

S′
n = R2 とおく.

任意の ε > 0 に対し, 上と同様に δ > 0 をとり, n を n > b−a
δ かつ |Sn−R1|, |S′

n−R2| < ε となるようにとってお
く. このとき [a, c] の分割 ∆′ が |∆′| < δ を満たせば, ∆′ の任意の分割 ξ′ に対して |∆′+∆′

n|, |∆n+∆′
n| < δ に注意

すると |S(f,∆′, ξ′)−R1| ≦ |S(f,∆′+∆′
n, ξ

′+ ξ′n)−R|+ |R−S(f,∆n+∆′
n, ξn+ ξ

′
n)|+ |S(f,∆n, ξn)−R1| < 2ε

となるため, f は [a, c] で積分可能であり,
∫ c
a
f(x)dx = R1 が成り立つ. 同様にして f は [c, b] で積分可能で,∫ b

c
f(x)dx = R2 が成り立つ. □

注意 10.6 1) f : [a, b] → R が積分可能なとき,
∫ a
b
f(x)dx = −

∫ b
a
f(x)dx により ∫ a

b
f(x)dx を定めれば,∫ b

a
f(x)dx =

∫ c
a
f(x)dx+

∫ b
c
f(x)dx は a, b, c の大小関係にかかわらず成立する.

2) f が [a, b] において積分可能で a ≦ c ≦ d ≦ b ならば, (10.5)の 2)により f は [c, b] において積分可能である.

従って再び (10.5)の 2)により f は [c, d] において積分可能である. すなわち f は [a, b] に含まれる任意の閉区間で
積分可能である.

定理 10.7 f : [a, b] → R が積分可能ならば, 任意の a ≦ c < d ≦ b に対し, f が連続であるような点 p ∈ (c, d) が存
在する. 言い換えれば, f が連続であるような点全体からなる [a, b] の部分集合を E とすれば, 任意の a ≦ c < d ≦ b

に対して E ∩ (c, d) 6= ∅ である.

証明 f : [a, b] → R が積分可能ならば, (a, b) に f が連続である点が存在することが示されれば, (10.6) により主
張が示される. (9.4) から, すべての x ∈ [a, b] に対して |f(x)| < M となる実数 M がある. [a, b] に含まれる単
調増加数列 {αi}i=1,2,... と単調減少数列 {βi}i=1,2,... で i = 1, 2, . . . に対して αi < βi かつ「x, y ∈ [αi, βi] なら
ば |f(x) − f(y)| < 2M

i 」を満たすものを次のように定義する. α1 = a, β1 = b とおけば x, y ∈ [α1, β1] に対し
|f(x)|, |f(y)| < M より |f(x)− f(y)| < 2M である. 帰納的に α1 < α2 < · · · < αi−1 < βi−1 < · · · < β2 < β1 が定
義され, s = 1, 2, . . . , i−1に対し x, y ∈ [αs, βs]ならば |f(x)−f(y)| < 2M

s が成り立つとする. αi−1 < u < v < βi−1

を満たす u, v をとれば, (9.9) により, S(f,∆) − S(f,∆) < 2M(v−u)
i を満たす [u, v] の分割 ∆ が存在する.

∆ = {aj}j=0,1,...,n (u = a0 < a1 < · · · < an = v), Mj = supx∈[aj−1,aj ] f(x), mj = infx∈[aj−1,aj ] f(x) とお
き M1 −m1,M2 −m2, . . . ,Mn −mn の中で最小のものをMj(∆) −mj(∆) とすると, (Mj(∆) −mj(∆))(v − u) =
n∑
j=1

(Mj(∆) − mj(∆))(aj − aj−1) ≦ S(f,∆) − S(f,∆) < 2M(v−u)
i だから Mj(∆) − mj(∆) <

2M
i である. そこ

で, αi = aj(∆)−1, βi = aj(∆) で αi, βi を定めれば αi−1 < αi < βi < βi−1 であり,「x, y ∈ [αi, βi] ならば
|f(x)− f(y)| < 2M

i 」を満たす.

{αi}i=1,2,..., {βi}i=1,2,... はともに有界だから収束して, lim
i→∞

αi ≦ lim
i→∞

βi だから p ∈ [ lim
i→∞

αi, lim
i→∞

βi] がとれる.

任意の ε > 0 に対して i ≧ ε
2M となる自然数 i をとる. p ∈ (αi, βi) だから δ < p− α, β − p を満たす δ > 0 をとれ

ば |x− p| < δ ならば x ∈ (p− δ, p+ δ) ⊂ [αi, βi] となるため |f(x)− f(p)| < 2M
i ≦ ε である. 従って f は p にお

いて連続である. □
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11 微分積分学の基本定理
定義 11.1 関数 f : (a, b) → R に対し, 微分可能な関数 F : (a, b) → R が F ′ = f を満たすとき, F を f の原始関
数という.

定理 11.2 f : [a, b] → R が積分可能ならば, c ∈ [a, b] に対し F : [a, b] → R を F (x) =
∫ x
c
f(t)dt で定義すれば F

は連続関数である. さらに f が p ∈ (a, b) において連続ならば F は p において微分可能であり, F ′(p) = f(p) が成
り立つ. 従って, f が連続関数ならば, F は f の原始関数である.

証明 (9.4) により, 実数 M で, すべての x ∈ [a, b] に対して |f(x)| ≦ M となるものがある. (10.6) の 1), (10.4),

(10.3)の 1), (9.12)の 1) から |F (x+ h)−F (x)| =
∣∣∣∫ x+hc

f(t)dt−
∫ x
c
f(t)dt

∣∣∣ = ∣∣∣∫ x+hx
f(t)dt

∣∣∣ ≦ ∣∣∣∫ x+hx
|f(t)|dt

∣∣∣ ≦∣∣∣∫ x+hx
Mdt

∣∣∣ = |h|M . 従って h→ 0 のとき F (x+ h) → F (x) となるため, F は連続関数である.

任意の ε > 0 に対して δ > 0 で (p − δ, p + δ) ⊂ [a, b] かつ 「|h| < δ ならば |f(p + h) − f(p)| < ε」
を満たすものをとる. |h| < δ のとき

∣∣∣F (p+h)−F (p)
h − f(p)

∣∣∣ =
∣∣∣ 1h (∫ p+hc

f(t)dt−
∫ p
c
f(t)dt−

∫ p+h
p

f(p)dt
)∣∣∣ =∣∣∣ 1h ∫ p+hp

(f(t)− f(p))dt
∣∣∣ ≦ ∣∣∣ 1h ∫ p+hp

|f(t)− f(p)|dt
∣∣∣ ≦ ∣∣∣ 1h ∫ p+hp

εdt
∣∣∣ = ε より lim

h→0

F (p+h)−F (p)
h = f(p) である. □

系 11.3 f, F : [a, b] → R を連続関数とする. F は (a, b) の各点 x で微分可能であり, F ′(x) = f(x) が成り立てば∫ b
a
f(x)dx = F (b)− F (a) である.

証明 G(x) =
∫ x
a
f(t)dt で G : [a, b] → R を定めれば (11.2)から, 任意の x ∈ (a, b) に対して G′(x) = f(x) = F ′(x)

である. 従って (6.6) により, G − F は定数値関数となるため, G(a) = 0 より ∫ b
a
f(t)dt = G(b) − G(a) =

F (b)− F (a). □

命題 11.4 1) f, g : (a, b) → R がともに (a, b) の各点 x で微分可能であり, 導関数 f ′, g′ : (a, b) → R がともに連続
ならば p, q ∈ (a, b) に対し ∫ q

p
f ′(x)g(x)dx = f(q)g(q)− f(p)g(p)−

∫ q
p
f(x)g′(x)dx が成り立つ.

2) g : (a, b) → R が (a, b) の各点 x で微分可能で, 導関数 g′ : (a, b) → R は連続とする. p, q ∈ (a, b) に対し
g の p, q を両端とする閉区間における最大値を M , 最小値を m とするとき, 関数 f : [m,M ] → R が連続ならば∫ q
p
f(g(t))g′(t)dt =

∫ g(q)
g(p)

f(x)dx が成り立つ.

証明 1) f ′g = (fg)′ − fg′ だから, この両辺の p から q まで積分すれば (11.3) から結果が得られる.

2) I を p, q を両端とする閉区間として F,G : I → R を F (x) =
∫ x
p
f(g(t))g′(t)dt, G(x) =

∫ g(x)
g(p)

f(t)dt で定義す
ると, (11.2)により F ′(x) = f(g(x))g′(x) = G′(x) だから (6.6)から F −G は定数値関数である. F (p) = G(p) = 0

だから F = G, 従ってとくに F (q) = G(q) となる. □

定理 11.5 f : [a, b] → R は連続関数で, φ : [a, b] → R は積分可能な関数とする. すべての x ∈ [a, b] に対して
φ(x) ≧ 0 ならば ∫ b

a
f(x)φ(x)dx = f(c)

∫ b
a
φ(x)dx を満たす c ∈ (a, b) がある.

証明 f は連続だから, f の最大値と最小値がある. 最大値を M , 最小値を m とすれば, すべての x ∈ [a, b] に
対して m ≦ f(x) ≦ M だから φ(x) ≧ 0 より mφ(x) ≦ f(x)φ(x) ≦ Mφ(x) である. 従って (10.3) の 1) から
m
∫ b
a
φ(x)dx ≦

∫ b
a
f(x)φ(x)dx ≦M

∫ b
a
φ(x)dx となる.

m
∫ b
a
φ(x)dx <

∫ b
a
f(x)φ(x)dx < M

∫ b
a
φ(x)dx ならば m <

∫ b
a
f(x)φ(x)dx∫ b
a
φ(x)dx

< M だから f(p) = M , f(q) = m を

満たす p, q ∈ [a, b] をとれば, 中間値の定理により p と q の間に f(c) =
∫ b
a
f(x)φ(x)dx∫ b
a
φ(x)dx

を満たす c がある. p < q

ならば a ≦ p < c < q ≦ b, p > q ならば a ≦ q < c < p ≦ b だから, いずれにしても c ∈ (a, b) であり,∫ b
a
f(x)φ(x)dx = f(c)

∫ b
a
φ(x)dx が成り立つ.

Z = {x|x ∈ (a, b), φ(x) = 0} とおき, φ が連続である点全体からなる (a, b) の部分集合を C とする.
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∫ b
a
f(x)φ(x)dx = M

∫ b
a
φ(x)dx のとき, f(c) = M となる c ∈ (a, b) が存在する場合は主張が成り立つので,

そのような c が存在しない場合を考える. このとき, x ∈ (a, b) ならば f(x) < M であり (10.3) の 1) から
x ∈ C において f(x)φ(x) = Mφ(x) となるため, x ∈ Z である. 故にこの場合 C ⊂ Z が成り立つ. また,∫ b
a
f(x)φ(x)dx = m

∫ b
a
φ(x)dx のとき, f(c) = m となる c ∈ (a, b) が存在する場合は主張が成り立つので, そのよう

な c が存在しない場合も同様に C ⊂ Z が成り立つ.

C ⊂ Z が成り立てば (10.7)により, 任意の a ≦ c < d ≦ b に対して Z ∩ (c, d) ⊃ C ∩ (c, d) 6= ∅ であり, 明らかに
x ∈ Z ならば f(x)φ(x) = φ(x) = 0 となるため (10.3)の 2)により ∫ b

a
f(x)φ(x)dx =

∫ b
a
φ(x)dx = 0 である. 故に

C ⊂ Z ならば, 任意の c ∈ (a, b) に対して ∫ b
a
f(x)φ(x)dx = f(c)

∫ b
a
φ(x)dx が成り立つ. □

定理 11.6 関数 f : (a, b) → R は n 回微分可能で, n 階導関数 f (n) : (a, b) → R が連続ならば, x, p ∈ (a, b) に対し
て次の等式が成り立つ.

f(x) = f(p) +

n−1∑
i=1

f (i)(p)

i!
(x− p)i +

1

(n− 1)!

∫ x

p

(x− t)n−1f (n)(t)dt

証明 k による帰納法で f(x) = f(p) +
k−1∑
i=1

f(i)(p)
i! (x − p)i + 1

(k−1)!

∫ x
p
(x − t)k−1f (k)(t)dt を示す. (11.3) により

f(x) = f(p) +
∫ x
p
f ′(t)dt となるため, k = 1 のとき, 上の等式は成り立つ. k = r のとき, 上の等式が成り立つとすれ

ば, (11.4)の 1)から ∫ x
p
(x−t)r−1f (r)(t)dt =

∫ x
p

(
− 1
r (x− t)r

)′
f (r)(t)dt = 1

r (x−p)
rf (r)(p)+ 1

r

∫ x
p
(x−t)rf (r+1)(t)dt

となるため, これを上の等式に代入すれば k = r + 1 のときも上の等式が成り立つ. □

定理 11.7 べき級数
∞∑
n=0

anx
n の収束半径を R とし, 関数 f : (−R,R) → R を f(x) =

∞∑
n=0

anx
n で定める. このと

き, |x| < R ならば ∫ x
0
f(t)dt =

∞∑
n=0

an
n+1x

n+1 が成り立つ.

証明 まず (8.5)からべき級数
∞∑
n=0

an
n+1x

n+1 の収束半径も R であり, この級数で定義される関数を F とすれば (8.6)

により, F の導関数は f に一致する. F (0) = 0 だから (11.3)から ∫ x
0
f(t)dt = F (x) である. □

12 広義積分
定義 12.1 I を区間とし, 関数 f : I → R が与えられているとする.

1) I = [a, b) (I = (a, b]) のとき, 任意の t ∈ I に対し f が [a, t] ([t, b] ) において積分可能であり, 極限
lim
t↑b

∫ t
a
f(x)dx (lim

t↓a

∫ b
t
f(x)dx) が存在する場合, f は I において (広義) 積分可能であるといい,

∫ b
a
f(x)dx を∫ b

a
f(x)dx = lim

t↑b

∫ t
a
f(x)dx (

∫ b
a
f(x)dx = lim

t↓b

∫ b
t
f(x)dx) により定義する.

2) I = [a,∞) (I = (−∞, b]) のとき, 任意の t ∈ I に対し f が [a, t] ([t, b]) において積分可能であり, 極限
lim
t→∞

∫ t
a
f(x)dx ( lim

t→−∞

∫ b
t
f(x)dx) が存在する場合, f は I において (広義) 積分可能であるといい,

∫∞
a
f(x)dx

(
∫ b
−∞ f(x)dx) を ∫∞

a
f(x)dx = lim

t→∞

∫ t
a
f(x)dx (

∫ b
−∞ f(x)dx = lim

t→−∞

∫ b
t
f(x)dx により定義する.

3) I = (a, b) (−∞ ≦ a < b ≦ ∞) のとき, 任意の s, t ∈ (a, b) に対して f が [s, t] において積分可能で
あり, c ∈ I に対し ∫ c

a
f(x)dx と ∫ b

c
f(x)dx が上の 1), 2) のように定義されるとする. そこで ∫ b

a
f(x)dx を∫ b

a
f(x)dx =

∫ c
a
f(x)dx+

∫ b
c
f(x)dx により定義する. このとき (10.6)の 1)から ∫ b

a
f(x)dx の値は c の選び方によ

らない.

例 12.2 連続関数 f : [a, b] → R が (a, b) の各点で微分可能であり, 導関数 f ′ : (a, b) → R が連続であるとする.

任意の s, t ∈ (a, b) (s < t) に対し (11.3)から ∫ t
s
f ′(x)dx = f(t) − f(s) であり, f の連続性から lim

s↓a
f(s) = f(a),

lim
t↑b

f(t) = f(b) だから f ′ は [a, b] において積分可能であり,
∫ b
a
f ′(x)dx = f(b)− f(a) が成り立つ.
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補題 12.3 I を区間, f : I → [0,∞) を, I に含まれる任意の有限閉区間で積分可能な関数とする.

1) I = [a, b) (I = (a, b]) のとき, b (a) に収束する単調増加 (減少)数列 {pn}n=1,2,... で, すべての n 対して pn < b

(pn > a) を満たし, αn =
∫ bn
a
f(x)dx で定義される数列 {αn}n=1,2,... が収束するようなものが存在すれば f は I に

おいて積分可能で ∫ b
a
f(x)dx = lim

n→∞
αn が成り立つ.

2) I = [a,∞) (I = (−∞, b]) のとき, 単調増加 (減少)数列 {pn}n=1,2,... で, lim
n→∞

pn = ∞ ( lim
n→∞

pn = −∞) を満
たし, αn =

∫ bn
a
f(x)dx で定義される数列 {αn}n=1,2,... が収束するようなものが存在すれば f は I において積分可

能で ∫∞
a
f(x)dx = lim

n→∞
αn (

∫ b
−∞ f(x)dx = lim

n→∞
αn) が成り立つ.

証明 1) b に収束する任意の単調増加数列 {bn}n=1,2,... で, すべての n 対して pn < b を満たすようなものを考
え, βn =

∫ bn
a
f(x)dx により数列 {βn}n=1,2,... を定める. R = lim

n→∞
αn とおき, ε > 0 を任意にとると, 「n > N1

ならば αn > R − ε」を満たす自然数 N1 がある. {pn}n=1,2,... も {bn}n=1,2,... もともに単調に増加して b に収
束するため bN ≧ pN1+1 を満たす N がある. n > N ならば bn ≧ bN ≧ pN1+1 だから βn =

∫ bn
a
f(x)dx =∫ pN1+1

a
f(x)dx +

∫ bn
pN1+1

f(x)dx ≧ αN1+1 > R − ε となる. 従って {βn}n=1,2,... も R に収束するため (6.9)により
f は I において積分可能で ∫ b

a
f(x)dx = lim

n→∞
αn が成り立つ.

2) lim
n→∞

bn = ∞ となる任意の単調増加数列 {bn}n=1,2,... を考えて 1)と同様に示される. □

命題 12.4 I を区間とし, 関数 f, g : I → [0,∞) が与えられていて, f は I に含まれる任意の有限閉区間で積分可能
であり, g は I において積分可能であるとする.

1) 任意の x ∈ I に対して f(x) ≦ g(x) が成り立てば f は I において積分可能である.

2) I = [a, b) (I = (a, b]) のとき, 極限値 lim
x↑b

f(x)
g(x) (lim

x↓a
f(x)
g(x) ) が存在すれば f は I において積分可能である.

I = [a,∞) (I = (−∞, b]) の場合, 極限値 lim
x→∞

f(x)
g(x) ( lim

x→−∞
f(x)
g(x) ) が存在すれば f は I において積分可能である.

証明 1) I = [a, b) のとき, b 6= ∞ ならば b に収束する単調増加数列 {bn}n=1,2,... で bn < b を満たすものに対し,

αn =
∫ bn
a
f(x)dx, βn =

∫ bn
a
g(x)dx により数列 {αn}n=1,2,..., {βn}n=1,2,... を定めると (10.6) と (10.3) の 1) によ

り, これらの数列はともに単調増加数列であり, すべての n に対して αn ≦ βn である. {βn}n=1,2,... は
∫ b
a
g(x)dx に

収束するため {αn}n=1,2,... は上に有界である. 従って {αn}n=1,2,... も収束するため (6.9)により f は積分可能であ
る. b = ∞ ならば単調増加数列 {bn}n=1,2,... で lim

n→∞
an = ∞ を満たすものに対し, 上と同様の議論で f は積分可能

であることが示される. I = (a, b], I = (a, b) の場合も同様にして示される.

2) lim
x↑b

f(x)
g(x) = C とおくと, a < c < b で「c < x < b ならば

∣∣∣ f(x)g(x) − C
∣∣∣ < 1」を満たすものがある. 従って

c < x < b ならば f(x) < (C + 1)g(x) となるため 1)の結果により f は [c, b) において積分可能である. 故に (10.5)

の 1)から f は I において積分可能である. I = (a, b], I = [a,∞), I = (−∞, b] の場合も同様に示される. □

例 12.5 1) f : (−1, 1) → [0,∞) を f(x) = 1√
1−x2

, g, h : [−1, 1] → R を g(x) = −2
√
1− x, h(x) = 2

√
1 + x

により定義すると g′, h′ : (−1, 1) → R は g′(x) = 1√
1−x , h

′(x) = 1√
1+x

で与えられるため, x ∈ [0, 1) ならば
f(x) ≦ g′(x), x ∈ (−1, 0] ならば f(x) ≦ h′(x) が成り立つ. (12.2)により g′, h′ はそれぞれ区間 [0, 1], [−1, 0] にお
いて積分可能である. 従って (12.4)により f は区間 (−1, 0], [0, 1) において積分可能である.

2) p, q > 0 に対して, 積分 ∫ 1

0
xp−1(1 − x)q−1dx が存在することを示す. p, q ≧ 1 ならば x 7→ xp−1(1 − x)q−1

で定義される関数 [0, 1] → R は連続だから, この積分は存在する. 0 < p < 1 の場合 f(x) = xp−1(1 − x)q−1,

g(x) = xp−1 で関数 f, g : (0, 12 ] → R で定義すれば g の原始関数 xp

p は区間 [0, 12 ] において連続だから (12.2)によ
り g は積分可能である. また lim

x↓0
f(x)
g(x) = lim

x↓0
(1− x)q−1 = 1 だから (12.4)の 2)により ∫ 1

2

0
xp−1(1− x)q−1dx は存在

する. 同様にして 0 < q < 1 の場合も ∫ 1
1
2
xp−1(1− x)q−1dx が存在することが示されるため, 任意の p, q > 0 に対し

て, 積分 ∫ 1

0
xp−1(1− x)q−1dx は存在する.

3) 任意の s > 0 に対して, 積分 ∫∞
0
xs−1e−xdx が存在することを示す. x ∈ (0, 1] ならば xs−1e−x ≦ xs−1 であり,
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xs−1 の原始関数 xs

s は区間 [0, 1] において連続だから (12.2)により ∫ 1

0
xs−1dx は存在する. 従って (12.4)の 1)か

ら ∫ 1

0
xs−1e−xdx は存在する. x ∈ [1,∞) のとき, f(x) = xs−1e−x, g(x) = e−

x
2 により関数 f, g : [1,∞) → [0,∞)

を定義する. N ≧ s − 1 を満たす自然数をとれば, x ≧ 1 のとき f(x)
g(x) = xs−1e−

x
2 ≦ xN

(
1√
e

)x
であり (8.4) から

lim
x→∞

xN
(

1√
e

)x
= 0 だから lim

x→∞
f(x)
g(x) = 0 である. 故に (12.4)の 2)から ∫∞

1
xs−1e−xdx も存在する. 以上から積

分 ∫∞
0
xs−1e−xdx は存在する.

13 曲線の長さ
m 次元ユークリッド空間 Rm = {(x1, x2, . . . , xm)|x1, x2, . . . , xm ∈ Rm} の 2 点 x = (x1, x2, . . . , xm), y =

(y1, y2, . . . , ym) の間の距離 d(x,y) を d(x,y) =

√
m∑
j=1

(xj − yj)2 により定義する.

補題 13.1 u1, u2, . . . , um, v1, v2, . . . , vm ∈ R に対し,

∣∣∣∣∣ m∑j=1

ujvj

∣∣∣∣∣ ≦
√

m∑
j=1

u2j

√
m∑
j=1

v2j が成り立つ.

証明 示すべき不等式の両辺の 2乗の差を考えると,√√√√ m∑
j=1

u2j

√√√√ m∑
j=1

v2j

2

−

∣∣∣∣∣∣
m∑
j=1

ujvj

∣∣∣∣∣∣
2

=
∑
i ̸=j

u2i v
2
j − 2

∑
i<j

uiujvivj =
∑
i<j

(u2i v
2
j − 2uiujvivj + u2jv

2
i )

=
∑
i<j

(uivj − ujvi)
2 ≧ 0

だから結果が得られる. □

命題 13.2 1) x,y, z ∈ Rm に対して, d(x, z) ≦ d(x,y) + d(y, z) が成り立つ.

2) x = (x1, x2, . . . , xm),y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Rm に対して, |xk − yk| ≦ d(x,y) ≦
m∑
j=1

|xj − yj | が成り立つ.

3) x = (x1, x2, . . . , xm),y = (y1, y2, . . . , ym) ∈ Rm に対して,

∣∣∣∣∣
√

m∑
j=1

x2j −
√

m∑
j=1

y2j

∣∣∣∣∣ ≦ d(x,y) が成り立つ.

証明 1) x = (x1, x2, . . . , xm), y = (y1, y2, . . . , ym), z = (z1, z2, . . . , zm) とし, さらに uj = xj − yj , vj = yj − zj

(j = 1, 2, . . . , n) とおけば, uj + vj = xj − zj だから
√

m∑
j=1

(uj + vj)2 ≦
√

m∑
j=1

u2j +

√
m∑
j=1

v2j を示せば結果が得ら

れる. 補題 17.8より
(√

m∑
j=1

u2j +

√
m∑
j=1

v2j

)2

−

(√
m∑
j=1

(uj + vj)2

)2

= 2

(√
m∑
j=1

u2j

√
m∑
j=1

v2j −
m∑
j=1

ujvj

)
≧ 0 だか

ら, 上記の不等式が示された.

2) |xk − yk|2 ≦
m∑
j=1

(xj − yj)
2 ≦

(
m∑
j=1

|xj − yj |

)2

より, 各辺の平方根をとれば, 結果が得られる.

3) R3 の原点を 0 で表せば, 1) より
√

m∑
j=1

x2j = d(x,0) ≦ d(x,y) + d(y,0) = d(x,y) +

√
m∑
j=1

y2j だから√
m∑
j=1

x2j −
√

m∑
j=1

y2j ≦ d(x,y) が成り立つ. 従って
√

m∑
j=1

y2j −
√

m∑
j=1

x2j ≦ d(y,x) = d(x,y) も成り立つため, 結果

が得られる. □

定義 13.3 写像 φ : [a, b] → Rm を m 次元ユークリッド空間 Rm における曲線と呼ぶ. 各 t ∈ [a, b] に対し
φ(t) = (φ1(t), φ2(t), . . . , φm(t)) とおくことにより, 関数 φj : [a, b] → R (j = 1, 2, . . . ,m) が定義されるが, この関
数を φ の第 j 成分という.
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定義 13.4 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm と [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に対し

s(φ,∆) =

n∑
i=1

d(φ(ai),φ(ai−1))

とおく. 集合 Sφ = {x|x = s(φ,∆) となる [a, b] の分割 ∆ がある } が上に有界であるとき, φ は長さを持つといい,

Sφ の上限を φ の長さと呼ぶ. とくに m = 1 の場合に φ が長さをもつとき, φ は有界変動であるといい, φ の長さ
を φ の全変動という.

命題 13.5 関数 φ : [a, b] → R は連続であり, (a, b) の各点で微分可能であるとする. さらに, 導関数 φ′ : (a, b) → R

が有界ならば φ は有界変動である. さらに, 実数 M で, すべての x ∈ (a, b) に対して |φ′(x)| ≦ M となるものをと
り, φ の全変動を V とすれば V ≦M(b− a) が成り立つ.

証明 ∆ = {ai}i=0,1,...,n を [a, b] の分割とすれば, 平均値の定理から φ(ai)− φ(ai−1) = φ′(ci)(ai − ai−1) を満たす
ci ∈ (ai−1, ai)があるため, s(φ,∆) =

n∑
i=1

|φ(ai)−φ(ai−1)| =
n∑
i=1

|φ′(ci)|(ai−ai−1) ≦
n∑
i=1

M(ai−ai−1) =M(b−a)

である. 従って集合 Sφ は上界 M(b− a) をもつ. □

命題 13.6 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm が与えられているとして, φ の第 j 成分を φj とする.

1) ∆, ∆′ を [a, b] の分割とし, ∆′ が ∆ より細かければ s(φ,∆) ≦ s(φ,∆′) である.

2) [a, b] の分割 ∆ に対し, s(φk,∆) ≦ s(φ,∆) ≦
m∑
j=1

s(φj ,∆) が成り立つ.

3) φ が長さを持つためには, φ の各成分が有界変動であることが必要十分である.

4) φ の各成分 φj : [a, b] → R が連続で, (a, b) の各点で微分可能であり, 導関数 φ′
j : (a, b) → R が有界ならば φ

は長さをもつ.

証明 1) ∆ = {ai}i=0,1,...,n, ∆
′ = {a′i}i=0,1,...,k とすると, 各 i = 0, 1, . . . , n に対し ai = a′si となる si がある.

(13.2)の 1)から d(φ(ai),φ(ai−1)) ≦
si∑

l=si−1+1

d(φ(a′l),φ(a
′
l−1)) であり, これらを i = 0, 1, . . . , n に対して辺々加

えれば s(φ,∆) ≦ s(φ,∆′) が得られる.

2) ∆ = {ai}i=0,1,...,n とすると, (13.2) の 1) から |φk(ai) − φk(ai−1)| ≦ d(φ(ai),φ(ai−1)) ≦
m∑
j=1

|φj(ai) −

φj(ai−1)| であり, これを i = 1, 2, . . . , n として辺々加えれば s(φk,∆) ≦ s(φ,∆) ≦
m∑
j=1

s(φj ,∆) が得られる.

3) φ が長さ L を持つならば, 2)より, 各 k = 1, 2, . . . ,m と [a, b] の任意の分割 ∆ に対して s(φk,∆) ≦ s(φ,∆) ≦
L だから Sφk

は上に有界である. 従って φk は有界変動である. 逆に φ1, φ2, . . . , φm がすべて有界変動であるとし
て, φj の全変動を Lj とおけば, 2) より [a, b] の任意の分割 ∆ に対して s(φ,∆) ≦

m∑
j=1

s(φj ,∆) ≦
m∑
j=1

Lj だから
Sφ は上に有界である.

4) (13.5)と 3)の結果から明らか. □

命題 13.7 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm が与えられており, c ∈ [a, b] に対し, 曲線 φ1 : [a, c] → Rm,

φ2 : [c, b] → Rm を φ1(t) = φ(t) (t ∈ [a, c]), φ2(t) = φ(t) (t ∈ [c, b]) で定める. φ が長さをもつためには, φ1 と
φ2 がともに長さをもつことが必要十分であり, φ, φ1, φ2 の長さをそれぞれ L, L1, L2 とすれば, L = L1 +L2 が成
り立つ.

証明 φ が長さ L をもつとする. ∆1, ∆2 をそれぞれ [a, c], [c, b] の分割とすると, ∆1 +∆2 は [a, b] の分割であり,

s(φ1,∆1), s(φ2,∆2) ≦ s(φ1,∆1) + s(φ2,∆2) = s(φ,∆1 + ∆2) ≦ L だから, 集合 Sφ1
, Sφ2

は上に有界である.

従って, φ1 と φ2 はともに長さをもち, φ1, φ2 の長さをそれぞれ L1, L2 とすれば, 上の不等式から L1 + L2 ≦ L

が成り立つ. 逆に φ1 と φ2 がそれぞれ長さ L1, L2 をもつとして, [a, b] の任意の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に
対し, ak−1 ≦ c ≦ ak を満たす k をとり, [a, c], [c, b] の分割 ∆1 = {bi}i=0,1,...,k, ∆2 = {ci}i=0,1,...,n−k+1 を
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bi =

ai 0 ≦ i ≦ k − 1

c i = k
, ci =

c i = 0

ai+k−1 1 ≦ i ≦ n− k + 1
により定めれば s(φ,∆) =

n∑
i=1

d(φ(ai),φ(ai−1)) =

k−1∑
i=1

d(φ(ai),φ(ai−1))+d(φ(ak),φ(ak−1))+
n∑

i=k+1

d(φ(ai),φ(ai−1)) ≦
k−1∑
i=1

d(φ(ai),φ(ai−1))+d(φ(c),φ(ak−1))+

d(φ(ak),φ(c)) +
n∑

i=k+1

d(φ(ai),φ(ai−1)) = s(φ1,∆1) + s(φ2,∆2) ≦ L1 + L2 となるため, Sφ は上界 L1 + L2 を
もつ. 従って, φ は長さをもち, その長さを L とすれば, L ≦ L1 + L2 が成り立つ. 以上から φ, φ1, φ2 が長さをも
つ場合, L = L1 + L2 である. □

Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm が長さをもつ場合, 上の結果から, 各 p, q ∈ [a, b] (p ≦ q) に対して
φp,q(t) = φ(t) で与えられる曲線 φp,q : [p, q] → Rm も長さをもつ. この曲線の長さを Lφ(p, q) で表し, p > q の場
合は Lφ(p, q) = −Lφ(q, p) とおくことにする.

命題 13.8 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm が長さをもつとし, φ の第 j 成分を φj とする. このとき,

p, q, r ∈ [a, b] に対し, 不等式 Lφ(p, q) ≦
m∑
j=1

Lφj
(p, q) および等式 Lφ(p, r) = Lφ(p, q) + Lφ(q, r) が成り立つ.

証明 [p, q] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に対し (13.2) の 2) より d(φ(ai),φ(ai−1)) ≦
m∑
j=1

|φj(ai) − φj(ai−1)| だか

ら, i = 1, 2, . . . , n について辺々加えれば s(φp,q,∆) ≦
m∑
j=1

s((φj)p,q,∆) ≦
m∑
j=1

Lφj (p, q) となるため Lφ(p, q) ≦
m∑
j=1

Lφj
(p, q) が得られる. Lφ(p, r) = Lφ(p, q) + Lφ(q, r) は (13.7) からただちに得られる. □

命題 13.9 関数 φ : [a, b] → R が有界変動であるためには, φ が単調増加関数と単調減少関数の和で表されることが
必要十分である.

証明 φ が有界変動であるとき, φ+, φ− : [a, b] → R を φ+(x) = Lφ(a, x), φ−(x) = φ(x) − Lφ(a, x) で定めれ
ば φ = φ+ + φ− である. x, y ∈ [a, b], x < y のとき, (13.8) により φ+(y) = Lφ(a, y) = Lφ(a, x) + Lφ(x, y) ≧
Lφ(a, x) = φ+(x), φ−(x)−φ−(y) = φ(x)−Lφ(a, x)−φ(y) +Lφ(a, y) = Lφ(x, y)− (φ(y)−φ(x)) = Lφ(x, y)−
s(φx,y, {x, y}) ≧ 0 だから φ+ は単調増加関数, φ− は単調増加関数である.

φ = f + g を満たす単調増加関数 f : [a, b] → R, 単調減少関数 g : [a, b] → R があるとする. [a, b] の任意
の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に対し, s(φ,∆) =

n∑
i=1

|φ(ai) − φ(ai−1)| =
n∑
i=1

|f(ai) − f(ai−1) + g(ai) − g(ai−1)| ≦
n∑
i=1

(|f(ai)− f(ai−1)|+ |g(ai)− g(ai−1)|) =
n∑
i=1

(f(ai)− f(ai−1)− g(ai) + g(ai−1)) = f(b)− f(a)− g(b) + g(a) だ
から Sφ は上界 f(b)− f(a)− g(b) + g(a) をもつ. □

注意 13.10 (9.10)により, 有界変動である関数は積分可能である.

定理 13.11 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm の第 j 成分を φj として, すべての j に対して φj は連続であり,

(a, b) の各点で微分可能であるとする.

1)すべての j に対して導関数 φ′
j : (a, b) → Rが有界であるとき,実数M で,すべての x ∈ (a, b)と j = 1, 2, . . . ,m

に対して |φ′
j(x)| ≦M 満たすものをとれば p, q ∈ [a, b] に対し Lφ(p, q) ≦ mM |q − p| が成り立つ. 従って x ∈ [a, b]

を Lφ(p, x) に対応させる関数は一様連続である.

2) φ が長さを持ち, φ′
j が t ∈ (a, b) において連続ならば, p ∈ [a, b] として, x ∈ [a, b] を Lφ(p, x) に対応させる関

数は t において微分可能であり, t における微分係数は
√

m∑
j=1

φ′
j(t)

2 で与えられる.
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証明 1) (13.6) の 3) から φ は長さをもち, (13.8) と (13.5) から Lφ(p, q) ≦
m∑
j=1

Lφj
(p, q) ≦ mM |q − p|. また

x, y ∈ [a, b] に対し, |Lφ(p, x)− Lφ(p, y)| = |Lφ(x, y)| ≦ mM |y − x| だから主張が示された.

2) 仮定から, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で (t−δ, t+δ) ⊂ (a, b) かつ「|x− t| < δ ならば |φ′
j(x)−φ′

j(t)| <
ε

2
√
m
」

を満たすものがある. また 0 < h < δ である任意の h に対し, 区間 [t, t + h] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n で,

0 ≦ Lφ(t, t + h) − s(φ,∆) <
hε

2
を満たすものがある. 一方, 区間 [ai−1, ai] において平均値の定理を用いると

φj(ai)− φj(ai−1) = φ′
j(ci)(ai − ai−1) を満たす ci ∈ (ai−1, ai) がある. h =

n∑
i=1

(ai − ai−1) に注意すれば

∣∣∣∣∣∣s(φ,∆)− h

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
n∑
i=1

√√√√ m∑
j=1

(φj(ai)− φj(ai−1))2 −

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2(ai − ai−1)2

∣∣∣∣∣∣
≦

n∑
i=1

√√√√ m∑
j=1

(
φj(ai)− φj(ai−1)− φ′

j(t)(ai − ai−1)
)2

=

n∑
i=1

√√√√ m∑
j=1

(
φ′
j(ci)− φ′

j(t)
)2

(ai − ai−1)2 <

n∑
i=1

√√√√ m∑
j=1

ε2

4m
(ai − ai−1) <

hε

2
.

従って
∣∣∣∣∣Lφ(t, t+ h)− h

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣ ≦ |Lφ(t, t+ h)− s(φ,∆)|+

∣∣∣∣∣s(φ,∆)− h

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣ < hε となるため

∣∣∣∣∣∣Lφ(p, t+ h)− Lφ(p, t)

h
−

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣Lφ(t, t+ h)

h
−

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣∣ < ε

である. −δ < h < 0 の場合は, 区間 [t+ h, t] の分割 ∆′ = {a′i}i=0,1,...,k で, 0 < Lφ(t+ h, t)− s(φ,∆) < −hε
2
を

満たすものをとる. 上と同様にして
∣∣∣∣∣s(φ,∆′) + h

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣ < −hε
2
が得られるため,

∣∣∣∣∣∣Lφ(p, t+ h)− Lφ(p, t)

h
−

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣Lφ(t+ h, t)

−h
−

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2

∣∣∣∣∣∣ < ε

が得られる. 以上から lim
h→0

Lφ(p, t+ h)− Lφ(p, t)

h
=

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2 である. □

命題 13.12 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm の各成分 φj : [a, b] → R は有界であるとする.

1) 任意の x ∈ (a, b) に対して, 曲線 φa,x : [a, x] → Rm が長さ Lφ(a, x) をもち, x ∈ (a, b) を Lφ(a, x) に対応さ
せる関数が有界なとき φ は長さをもつ. さらに, 各 φj が b で連続ならば, φ の長さは lim

x↑b
Lφ(a, x) である.

2) 任意の x ∈ (a, b) に対して, 曲線 φx,b : [x, b] → Rm が長さ Lφ(x, b) をもち, x ∈ (a, b) を Lφ(x, b) に対応させ
る関数が有界なとき φ は長さをもつ. さらに, 各 φj が a で連続ならば, φ の長さは lim

x↓a
Lφ(x, b) である.

証明 正の実数 M で, すべての j = 1, 2, . . . ,m と x ∈ [a, b] に対して |φj(x)| ≦M を満たすものがある.

1) 関数 x 7→ Lφ(a, x) は単調増加で有界だから, 極限 lim
x↑b

Lφ(a, x) が存在する. この極限値を L とおき,

∆ = {ai}i=0,1,...,n を [a, b] の任意の分割とする. ak < b のとき, [a, ak] の分割 ∆′ = {ai}i=0,1,...,k を考えると
s(φ,∆) = s(φ,∆′) + d(φ(ak),φ(b)) ≦ Lφ(a, ak) +

m∑
j=1

|φj(ak) − φj(b)| ≦ L + 2mM だから集合 Sφ は上界
L+ 2mM をもち, φ は長さをもつ.
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各 φj が b において連続であると仮定し, ε > 0 を任意にとる. このとき L− ε
2 < Lφ(a, p) を満たす p ∈ (a, b) を

とり, さらに Lφ(a, p) − ε
2 < s(φ,∆1) を満たす [a, p] の分割 ∆1 をとると, L − ε < s(φ,∆1) が成り立つ. 従って

∆1 に分点 b を加えて得られる [a, b] の分割を ∆2 とすれば s(φ,∆2) ≧ s(φ,∆1) > L− ε である.

一方 [a, b] の任意の分割 ∆ を考え, c ∈ (a, b) で「c < x < b ならば j = 1, 2, . . . ,m に対して |φj(x)−φj(b)| < ε
m」

を満たすものをとる. ∆ の b 以外の分点のうちで最大のものを d として ∆ に c, d < p < b を満たす分点 p

を付け加えた [a, b] の分割を ∆̄, ∆̄ から b を除いてできる [a, p] の分割を ∆̃ とすると, s(φ,∆) ≦ s(φ, ∆̄) =

s(φ, ∆̃) + d(φ(p),φ(b)) ≦ Lφ(a, p) +
m∑
j=1

|φj(p) − φj(b)| < L + ε である. ここで ε > 0 は任意に選べたので
s(φ,∆) ≦ L が得られ, L は集合 Sφ の上限であることが分かる.

2) も 1)と同様にして示される. □

系 13.13 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm の第 j 成分を φj とする. 各 j に対して φj は連続であり, (a, b) の各

点で微分可能で, 導関数 φ′
j : (a, b) → R は連続であると仮定する. 広義積分

∫ b

a

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt が存在すれば, φ は

長さをもち, φ の長さは
∫ b

a

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt である.

証明 c ∈ (a, b)を選んでおく. 仮定と (13.6)の 4)から,任意の x ∈ (a, c), y ∈ (c, b)に対して曲線 φx,c : [x, c] → Rm,

φc,y : [c, y] → Rm はそれぞれ長さ Lφ(x, c), Lφ(c, y) をもち, (13.11)と (11.3)から

Lφ(x, c) =

∫ c

x

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt, Lφ(c, y) =

∫ y

c

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt

である. 仮定から lim
x↓a

Lφ(x, c) =

∫ c

a

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt, lim
y↑b

Lφ(c, y) =

∫ b

c

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt は存在するため, (13.12) か

ら, 曲線 φa,c : [a, c] → Rm, φc,b : [c, b] → Rm の長さは存在して, それぞれ
∫ c

a

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt,

∫ b

c

√
m∑
j=1

φ′
j(t)

2dt

で与えられる. 従って (13.7)により, 結果が得られる. □

例 13.14 1) φ : [−1, 1] → R2 を φ(t) = (t,
√
1− t2) で定めれば, φ は, 原点を中心として, 半径 1 の半円を描

く. このとき, φ1(t) = t, φ2(t) =
√
1− t2 だから, φ′

1(t) = 1, φ′
2(t) = − t√

1−t2 であり, (12.5) の 1) から広義積分∫ 1

−1

√
φ′
1(t)

2 + φ′
2(t)

2dt =
∫ 1

−1
dt√
1−t2 は存在する. 従って (13.13)により, φ の長さは存在して, 広義積分 ∫ 1

−1
dt√
1−t2

によって与えられる.

2) 関数 r, θ, ψ : [a, b] → R は連続で, (a, b) の各点で微分可能であり, 導関数 r′, θ′, ψ′ : (a, b) → R は連続である
とする. 各成分が φ1(t) = r(t) sin θ(t) cosψ(t), φ2(t) = r(t) sin θ(t) sinψ(t), φ3(t) = r(t) cos θ(t) で与えられる曲
線 φ : [a, b] → R3 を考えると (φ′

1(t))
2 + (φ′

2(t))
2 + (φ′

3(t))
2 = r′(t)2 + r(t)2θ′(t)2 + r(t)2ψ′(t)2(sin θ(t))2 だから,

φ の長さは ∫ b
a

√
r′(t)2 + r(t)2θ′(t)2 + r(t)2ψ′(t)2(sin θ(t))2dt で与えられる.

命題 13.15 Rm における曲線 φ : [a, b] → Rm に対して, 次の条件 (∗)を満たすような実数 L が存在するとき, φ

は長さを持ち, L は φ の長さに一致する.

(∗) 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「|∆| < δ である [a, b] の任意の分割 ∆ に対して |L− s(φ,∆)| < ε」を満たす
ものがある.

証明 条件 (∗)を満たすような実数 Lが存在すると仮定する. もし s(φ,∆0) > Lとなる [a, b]の分割 ∆0 があれば∆0

より細かい [a, b] の分割 ∆ で, s(φ,∆)−L < s(φ,∆0)−L を満たすものが存在する. このとき, s(φ,∆) < s(φ,∆0)

であるが, これは (13.6)の 1)の結果と矛盾する. 従って L は Sφ の上界になるため φ は長さをもつ. 任意の ε > 0

に対し, L− s(φ,∆) < ε を満たす [a, b] の分割 ∆ があるため, L は Sφ の上限である. □
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補題 13.16 有限開区間で定義された実数値関数が一様連続ならば有界である.

証明 f : (a, b) → R は一様連続であるとする. このとき, δ > 0 で「|x − y| < δ ならば |f(x) − f(y)| < 1」を満
たすものがある. n ≧ b−a

δ を満たす整数 n をとり, ci = a + i(b−a)
n とおくと, x ∈ (ci − δ, ci + δ) ∩ (a, b) ならば

|f(x)| ≦ |f(x)−f(ci)|+|f(ci)| < 1+|f(ci)|である. そこで |f(c1)|, |f(c2)|, . . . , |f(cn−1)|の中で最大のものをM と
おく. c1−δ = a+ b−a

n −δ ≦ a, (ci+δ)−(ci+1−δ) = 2δ− b−a
n ≧ δ > 0, cn−1+δ = a+ (n−1)(b−a)

n +δ = b− b−a
n +δ ≧ b

だから (a, b) ⊂
n−1⋃
i=1

(ci − δ, ci + δ) である. 従って, 任意の x ∈ (a, b) に対し |f(x)| < 1 +M となるため f は有界で
ある. □

命題 13.17 Rm の曲線 φ : [a, b] → Rm の第 j 成分を φj とする. 各 j に対して φj は連続で, (a, b) の各点で微分
可能であり, さらに導関数 φ′

j : (a, b) → R が一様連続ならば (13.15)の条件 (∗)を満たす実数 L が存在する.

証明 (13.16)と (13.6)の 4)から, φ は長さをもつ. φ の長さを L とおくと, 任意の ε > 0 に対し, L− s(φ,∆1) <
ε
2

を満たす [a, b] の分割 ∆1 がある. また, 仮定から δ > 0 で「|x − y| < δ ならば |φ′
j(x) − φ′

j(y)| < ε
2m(b−a)」を

満たすものがある. |∆| < δ を満たす [a, b] の任意の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,n に対し ∆1 ∪∆ = {a′i}i=0,1,...,k とお
くと, 各 i = 0, 1, . . . , n に対し ai = a′si となる si がある. 平均値の定理から, 各 l = 1, 2, . . . , k, i = 1, 2, . . . , n

に対して φj(a
′
l) − φj(a

′
l−1) = φ′

j(ξl)(a
′
l − a′l−1), φj(ai) − φj(ai−1) = φ′

j(ζi)(ai − ai−1) を満たす ξl ∈ (a′l−1, a
′
l),

ζi ∈ (ai−1, ai) がある. si−1 + 1 ≦ l ≦ si ならば (a′l−1, a
′
l) ⊂ (ai−1, ai) だから |ξl − ζi| < ai − ai−1 ≦ |∆| < δ とな

るため |φ′
j(ξl)− φ′

j(ζi)| < ε
2m(b−a) である. このことと, (13.2)の 2)より

s(φ,∆1 ∪∆)− s(φ,∆) =

n∑
i=1

 si∑
l=si−1+1

√√√√ m∑
j=1

(φj(a′l)− φj(a′l−1))
2 −

√√√√ m∑
j=1

(φj(ai)− φj(ai−1))2


=

n∑
i=1

 si∑
l=si−1+1

(a′l − a′l−1)

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(ξl)

2 − (a′si − a′si−1
)

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(ζi)

2


=

n∑
i=1

si∑
l=si−1+1

(a′l − a′l−1)

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(ξl)

2 −

√√√√ m∑
j=1

φ′
j(ζi)

2


≦

n∑
i=1

si∑
l=si−1+1

(a′l − a′l−1)

 m∑
j=1

|φ′
j(ξl)− φ′

j(ζi)|


<

n∑
i=1

si∑
l=si−1+1

(a′l − a′l−1)
ε

2(b− a)
=
ε

2
.

故に 0 ≦ L− s(φ,∆) = L− s(φ,∆1 ∪∆)+ s(φ,∆1 ∪∆)− s(φ,∆) ≦ L− s(φ,∆1)+ s(φ,∆1 ∪∆)− s(φ,∆) < ε

となるため, L は (13.15)の条件 (∗)を満たす. □

14 三角関数
(13.14)の 1)により, φ(t) = (t,

√
1− t2) で与えられる R2 の曲線 φ : [−1, 1] → R2 は長さをもつ. f : [−1, 1] →

R を f(x) =
∫ x
0

dt√
1−t2 で定義すると, x > 0 ならば f(x) は φ の区間 [0, x] における長さであり, f(−x) = −f(x)

が成り立つことに注意する. ここで, π = 2f(1) = 2
∫ 1

0
dt√
1−t2 とおけば, f(1) = π

2 , f(−1) = −f(1) = −π
2 だか

ら f : [−1, 1] → [−π
2 ,

π
2 ] は連続な全単射である. φ = f−1 : [−π

2 ,
π
2 ] → [−1, 1] とおき, ψ : [−π

2 ,
π
2 ] → [0, 1] を

ψ(x) =
√

1− φ(x)2 によって定義すると, φ(0) = 0, φ
(
−π

2

)
= −1, φ

(
π
2

)
= 1, ψ(0) = 1, ψ

(
−π

2

)
= ψ

(
π
2

)
= 1 で

ある.
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x ∈ (−π
2 ,

π
2 ) に対し, φ′(x) = 1

f ′(φ(x)) =
√
1− φ(x)2 = ψ(x), ψ′(x) = − φ′(x)φ(x)√

1−φ(x)2
= −φ(x) だから φ は単調増

加関数であり, ψ は区間 [−π
2 , 0] において単調に増加し, 区間 [0, π2 ] において単調に減少する. さらに, n による帰納

法で
φ(n)(x) =

{
(−1)

n
2 φ(x) n は偶数

(−1)
n−1
2 ψ(x) n は奇数 ψ(n)(x) =

{
(−1)

n
2 ψ(x) n は偶数

(−1)
n+1
2 φ(x) n は奇数

が示される. φ(0) = 0, ψ(0) = 1 だから, テイラーの定理から x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] に対して

φ(x) =

N−1∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
+ (−1)N

ψ(2N+1)(θ1x)

(2N + 1)!
x2N+1, ψ(x) =

N−1∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
+ (−1)N

ψ(2N)(θ2x)

(2N)!
x2N

を満たす 0 < θ1, θ2 < 1 がある. 0 ≦ ψ(2N+1)(θix) ≦ 1 だから上式より∣∣∣∣∣φ(x)−
N−1∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!

∣∣∣∣∣ ≦ |x|2N+1

(2N + 1)!
,

∣∣∣∣∣ψ(x)−
N−1∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!

∣∣∣∣∣ ≦ |x|2N

(2N)!

である. N → ∞ とすると |x|2N+1

(2N+1)! ,
|x|2N
(2N)! → 0 だから x ∈ [−π

2 ,
π
2 ] ならば

φ(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n+1

(2n+ 1)!
, ψ(x) =

∞∑
n=0

(−1)n
x2n

(2n)!
.

さて, z ∈ C に対して

sin z =
1

2i
(exp(iz)− exp(−iz)) =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n+1

(2n+ 1)!
, cos z =

1

2
(exp(iz) + exp(−iz)) =

∞∑
n=0

(−1)n
z2n

(2n)!

とおくと exp(iz) = cos z + i sin z であり, x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] ならば sinx = φ(x), cosx = ψ(x) である.

命題 14.1 z, w ∈ C に対して以下の等式が成り立つ.

1) sin 0 = 0, sin π
2 = 1, cos 0 = 1, cos π2 = 0.

2) sin(−z) = − sin z, cos(−z) = cos z, cos2 z + sin2 z = 1.

3) sin(z + w) = sin z cosw + cos z sinw, cos(z + w) = cos z cosw − sin z sinw.

証明 1) sinx = φ(x), cosx = ψ(x) と φ(0) = 0, φ
(
π
2

)
= 1, ψ(0) = 1, ψ

(
π
2

)
= 1 から結果が得られる.

2) sin(−z) = − sin z, cos(−z) = cos z は sin z = 1
2i (exp(iz)− exp(−iz)), cos z = 1

2 (exp(iz) + exp(−iz)) から明
らか. また, exp(−iz) = 1

exp(iz) だから cos2 z + sin2 z = 1 が得られる.

3)指数法則から sin z cosw+cos z sinw= (exp(iz)−exp(−iz))(exp(iw)+exp(−iw))
4i + (exp(iz)+exp(−iz))(exp(iw)−exp(−iw))

4i

= 1
2i (exp(i(z + w))− exp(−i(z − w))) = sin(z + w). 2つ目の式も同様に示される. □

命題 14.2 1) (sinx)′ = cosx, (cosx)′ = − sinx.

2) sin 2z = 2 cos z sin z, cos 2z = 2 cos2 z − 1, sin 3z = 3 sin z − 4 sin3 z, cos 3z = 4 cos3 z − 3 cos z.

3) sin
(
z + π

2

)
= cos z, sin(z + π) = − sin z, sin(z + 2π) = sin z, cos

(
z + π

2

)
= − sin z, cos(z + π) = − cos z,

cos(z + 2π) = cos z.

4) sinπ = sin 2π = 0, cosπ = −1, cos 2π = 1, sin π
4 = cos π4 =

√
2
2 , sin π

6 = 1
2 , cos

π
6 =

√
3
2 , sin π

3 =
√
3
2 ,

cos π3 = 1
2 .

証明 1) (8.6) から容易に示される.

2) (14.1) の 3) で w = z とし, sin2 z = 1− cos2 z を用いれば sin 2z = 2 cos z sin z, cos 2z = 2 cos2 z−1 が得られ
る. さらに (14.1) の 3) で w = 2z として, sin 2z = 2 cos z sin z, cos 2z = 2 cos2 z − 1 を代入し, cos2 z + sin2 z = 1

を用いればよい.
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3) (14.1)の 3)と sin π
2 = φ

(
π
2

)
= 1, cos π2 = ψ

(
π
2

)
= 0から sin

(
z + π

2

)
= cos z, cos

(
z + π

2

)
= − sin zが得られ

る. 従って sin(z+π) = sin
(
z + π

2 + π
2

)
= cos

(
z + π

2

)
= − sin z, cos(z+π) = cos

(
z + π

2 + π
2

)
= − sin

(
z + π

2

)
=

− cos z, sin(z+2π) = sin(z+π+π) = − sin(z+π) = sin z, cos(z+2π) = cos(z+π+π) = − cos(z+π) = cos z.

4) 3) の第 2, 3, 5, 6式において z = 0 を代入すれば sin 0 = φ(0) = 0, cos 0 = ψ(0) = 1 から sinπ = sin 2π = 0,

cosπ = −1, cos 2π = 1 である. 2) の第 1, 2 式で z = π
4 とすると 2 cos π4 sin π

4 = 1, 2 cos2 π4 − 1 = 0 であり,

x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] ならば cosx = ψ(x) ∈ [0, 1] だから cos π4 =

√
2
2 を得る. これを 2 cos π4 sin π

4 = 1 に代入すれば
sin π

4 =
√
2
2 が得られる. また 2) の第 3, 4式で z = π

6 とすると 3 sin π
6 − 4 sin3 π6 = 1, 4 cos3 π6 − 3 cos π6 = 0 だか

ら (sin π
6 + 1)(2 sin π

6 − 1)2 = 0, cos π6 (4 cos
2 π

6 − 3) = 0 となるが, sin π
6 = φ

(
π
6

)
> 0, cos π6 = ψ

(
π
6

)
> 0 だから

sin π
6 = 1

2 , cos
π
6 =

√
3
2 である. 2) の第 1, 2式で z = π

6 とすると sin π
3 =

√
3
2 , cos π3 = 1

2 が得られる. □

x ∈ [π2 , π] のとき (14.2)の 3)から sinx = cos
(
x− π

2

)
= ψ

(
x− π

2

) だから区間 [π2 , π] において sinx は単調に減
少する. x ∈ [−π,−π

2 ] のとき (14.2)の 3)から sinx = − cos
(
x+ π

2

)
= ψ

(
x+ π

2

) だから区間 [π2 , π] において sinx

は単調に増加する. 従って区間 [−π, π] において sinx = 0 となるのは x = 0,±π に限る. この事実と sin の周期性
sin(z + 2π) = sin z および sin

(
z + π

2

)
= cos z から次のことが分かる.

命題 14.3 sinx = 0 を満たす実数 x は π の整数倍であり, cosx = 0 を満たす実数 x は nπ + π
2 (n は整数) の形の

ものに限る.

sin の定義域を区間 [−π
2 ,

π
2 ] に縮小して得られる関数は φ であり, その逆関数は, この節の最初に定義した f に他

ならない. この f を sin−1 で表す. また (14.1)の 2)と (14.2)の 3)から cosx = cos(−x) = sin
(
π
2 − x

) で sin は
区間 [−π

2 ,
π
2 ] において単調に増加するため, cos は区間 [0, π] において単調に減少する. そこで cos の定義域を区間

[0, π] に縮小して得られる関数の逆関数を cos−1 : [−1, 1] → [0, π] で表す.

命題 14.4 1) sin−1 0 = cos−1 1 = 0, sin−1 1 = cos−1 0 = π
2 , sin−1(−1) = −π

2 , cos−1(−1) = π, sin−1 1
2 =

cos−1
√
3
2 = π

6 , sin
−1

√
2
2 = cos−1

√
2
2 = π

4 , sin
−1

√
3
2 = cos−1 1

2 = π
3 .

2) x ∈ [−1, 1] に対して cos−1 x+ sin−1 x = π
2 が成り立つ.

3) x ∈ (−1, 1) ならば (sin−1 x)′ = 1√
1−x2

, (cos−1 x)′ = − 1√
1−x2

である.

証明 1) (14.1)の 1)と (14.2)の 4)から明らかである.

2) x ∈ [−1, 1] に対して sin
(
π
2 − cos−1 x

)
= cos(cos−1 x) = x だから π

2 − cos−1 x = sin−1 x となる.

3) (sin−1 x)′ = 1√
1−x2

は f の定義と (11.2) により明らかである. cos−1 x + sin−1 x = π
2 の両辺を微分すれば

(cos−1 x)′ = − 1√
1−x2

が得られる. □

D = {x ∈ R|x 6= nπ + π
2 (n ∈ Z)} とおけば (14.3) により D は cosx 6= 0 を満たす実数全体からなる集合であ

る. そこで tan : D → R を tanx = sin x
cos x で定義する.

命題 14.5 1) x ∈ D に対して tan(x+ π) = tanx, tan(−x) = − tanx, 1 + tan2 x = 1
cos2 x が成り立つ.

2) x, y, x+ y ∈ D ならば tan(x+ y) = tan x+tan y
1−tan x tan y である. とくに x, 2x ∈ D ならば tan(2x) = 2 tan x

1−tan2 x である.

3) tan 0 = 0, tan π
6 =

√
3
3 , tan π

4 = 1, tan π
3 =

√
3.

証明 1) (14.2)の 2)から tan(x+π) = sin(x+π)
cos(x+π) =

− sin x
− cos x = tanx. (14.1)の 2)から tan(−x) = sin(−x)

cos(−x) =
− sin x
cos x =

− tanx. cos2 x+ sin2 x = 1 だから cosx 6= 0 ならば, この両辺を cos2 x で割れば 1 + tan2 x = 1
cos2 x が得られる.

2) (14.1)の 3)から sin(x+y)
cos(x+y) = sin x cos y+cos x sin y

cos x cos y−sin x sin y であり, この右辺の分母と分子を cosx cos y で割れば結果が得
られる.

3) (14.2)の 4)から明らかである. □

命題 14.6 1) x ∈ D に対して (tanx)′ = 1
cos2 x が成り立つ.
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2) tan は区間 (−π
2 ,

π
2 ) において単調増加関数であり, lim

x↓−π
2

tanx = −∞, lim
x↑π

2

tanx = ∞ が成り立つ. 従って tan

は 区間 (−π
2 ,

π
2 ) を実数全体の集合の上に 1対 1に写す.

3) tan : D → R を (−π
2 ,

π
2 ) に制限した関数の逆関数を tan−1 : R → (−π

2 ,
π
2 ) で表せば (tan−1 x)′ = 1

1+x2 で
ある.

証明 1) (14.2)の 1)により (tanx)′ =
(
sin x
cos x

)′
= (sin x)′ cos x−sin x(cos x)′

cos2 x = cos2 x+sin2 x
cos2 x = 1

cos2 x .

2) x ∈ (−π
2 ,

π
2 )ならば (tanx)′ > 0だから tanは (−π

2 ,
π
2 )において単調増加である. (14.2)の 1)から x ∈ (−π

2 ,
π
2 )

ならば cosx > 0 であり, lim
x↓−π

2

cosx = lim
x↑π

2

cosx = 0, lim
x↓−π

2

sinx = −1, lim
x↑π

2

sinx = 1 だから lim
x↓−π

2

tanx = −∞,

lim
x↑π

2

tanx = ∞ となる.

3) 1)と (14.5)の 1)から tan−1 の tanxにおける微分係数は 1
(tan x)′ = cos2 x = 1

1+tan2 x となるため (tan−1 x)′ =
1

1+x2 である. □

命題 14.7 x ∈ (−1, 1) ならば tan−1 x =
∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+1 が成り立つ.

証明 |t| < 1 のとき, 初項 1, 公比 −t2 の等比級数は収束するため, 1
1+t2 =

∞∑
n=0

(−1)nt2n であり, この右辺のべき級
数の収束半径は 1 である. |x| < 1 として, この両辺の 0 から x までの積分を考えれば (11.7) と (14.6) の 3) から
tan−1 x =

∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+1 が得られる. □

系 14.8 次の等式が成り立つ.
π

4
=

∞∑
n=0

(−1)n
1

2n+ 1

証明 (2.19)により
∞∑
n=0

(−1)n 1
2n+1 は収束するため (8.10)と (14.7)から lim

x↑1
tan−1 x =

∞∑
n=0

(−1)n x
2n+1

2n+1 . 一方 tan−1

の 1 における連続性から lim
x↑1

tan−1 x = tan−1 1 = π
4 となり, 主張が示された. □

系 14.9 次の等式が成り立つ.

π = 16

( ∞∑
n=0

(−1)n

52n+1(2n+ 1)

)
− 4

( ∞∑
n=0

(−1)n

2392n+1(2n+ 1)

)
=

∞∑
n=0

(−1)n

2n+ 1

(
16

5 · 25n
− 4

239 · 57121n

)
証明 α = tan−1 1

5 とおくと, tanα = 1
5 だから (14.5)の 2) により tan 2α = 2 tanα

1−tanα2 = 5
12 , tan 4α = 2 tan 2α

1−tan 2α2 =
120
119 , tan

(
4α− π

4

)
=

tan 4α−tan π
4

1+tan 4α tan π
4

= 1
239 . 最後の式から 4α − π

4 = tan−1 1
239 だから π = 16α − 4 tan−1 1

239 =

16 tan−1 1
5 − 4 tan−1 1

239 . よって (14.7)から結果が得られる. □

15 ガンマ関数とベータ関数
補題 15.1 正の整数 n に対し, x > 0 ならば ex > xn

n! である.

証明 テイラーの定理により ex =
n∑
k=0

xk

k! +
eθx

(n+1)!x
n+1 を満たす 0 < θ < 1 があるため, x > 0 ならば ex > xn

n! が成
り立つ. □

命題 15.2 正の実数 s に対して, 広義積分
∫ ∞

0

xs−1e−xdx は存在する.

証明 関数 γ1 : (0, 1) → R, γ2 : (1,∞) → R を γ1(t) =
∫ 1

t
xs−1e−xdx, γ2(t) =

∫ t
1
xs−1e−xdx によって定義する.

γ′1(t) = −ts−1e−t < 0, γ′2(t) = ts−1e−t > 0 だから γ1 は単調減少関数であり, γ2 は単調増加関数である.
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0 < x ≦ 1 のとき, e−x < 1 より γ1(t) ≦
∫ 1

t
xs−1dx = 1

s (1− ts) < 1
s となるため, γ1 は上に有界である. 従って,

極限 lim
t↓0

γ1(t) は存在するため, 0 < s < 1 の場合は広義積分 ∫ 1

0
xs−1e−xdx は存在する.

n > s を満たす整数 n をとると, (15.1) から, x > 0 ならば xs−1e−x < n!xs−n−1 となるため γ2(t) ≦∫ t
1
n!xs−n−1dx = n!

n−s
(
1− 1

tn−s

)
≦ n!

n−s である. 従って γ2 も上に有界であり, 極限 lim
t→∞

γ1(t) は存在して広
義積分 ∫∞

1
xs−1e−xdx も存在する. □

命題 15.3 正の実数 p, q に対して, 積分
∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx は存在する.

証明 関数 β1 :
(
0, 12

)
→ R, β2 :

(
1
2 , 1
)
→ R を β1(t) =

∫ 1
2

t
xp−1(1 − x)q−1dx, β2(t) =

∫ 1
1
2
xp−1(1 − x)q−1dx

によって定義する. β′
1(t) = −tp−1(1 − t)q−1 < 0, β′

2(t) = tp−1(1 − t)q−1 > 0 だから β1 は単調減少関数であ

り, β2 は単調増加関数である. m1 =

21−q 0 < q < 1

1 q ≧ 1
とおけば 0 < x < 1

2 のとき, (1 − x)q−1 < m1 だから

β1(t) ≦
∫ 1

2

t
m1x

p−1dx = m1

p

(
1
2p − tp

)
< m1

p2p となるため, β1 は上に有界である. 従って, 極限 lim
t↓0

β1(t) は存在

するため, 0 < p < 1 の場合は広義積分 ∫ 1
2

0
xp−1(1 − x)q−1dx は存在する. m2 =

21−p 0 < p < 1

1 p ≧ 1
とおけば

1
2 < x < 1 のとき, xp−1 < m2 だから β2(t) ≦

∫ t
1
2
m2(1− x)q−1dx = m2

q

(
1
2q − (1− t)q

)
< m2

q2q となるため, β2 は
上に有界である. 従って, 極限 lim

t↑1
β2(t) は存在するため, 0 < q < 1 の場合は広義積分 ∫ 1

1
2
xp−1(1− x)q−1dx は存在

する. □

R の部分集合 I, J に対し, I × J = {(x, y)|x ∈ I, y ∈ J} によって xy-平面の部分集合 I × J を定義する.

定義 15.4 関数 Γ : (0,∞) → R, B : (0,∞)× (0,∞) → R を

Γ(s) =

∫ ∞

0

xs−1e−xdx, B(p, q) =

∫ 1

0

xp−1(1− x)q−1dx

によって定義する. Γ をガンマ関数, B をベータ関数と呼ぶ.

命題 15.5 Γ(1) = 1 であり, s > 0 に対して Γ(s + 1) = sΓ(s) が成り立つ. 従って, 正の整数 n に対して
Γ(n) = (n− 1)! である.

証明 Γ(1) =
∫∞
0
e−xdx = [−e−x]∞0 = 1. m > s を満たす整数 m をとると, (15.1)から x > 0 ならば 0 < xse−x <

m!
xm−s だから lim

x→∞
xse−x = 0 が成り立つため Γ(s+1) =

∫∞
0
xse−xdx = [−xse−x]∞0 −

∫∞
0
sxs−1e−xdx = sΓ(s).□

定理 15.6 正の実数 p, q に対して等式 B(p, q) =
Γ(p)Γ(q)

Γ(p+ q)
が成り立つ.

証明 0 < s < 1 < t に対し, xy-平面の領域 Es,t を Es,t =
{
(u, v)

∣∣ s
u ≦ v ≦ t

u , 1−
t
u ≦ v ≦ 1− s

u

} によって
定義する. 写像 φ : Es,t → [s, t] × [s, t] を φ(u, v) = (uv, u − uv) で定義すれば, φ は全単射で, 逆写像 φ−1 は
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φ−1(x, y) =
(
x+ y, x

x+y

)
で与えられる. φ′(u, v) = ( v u

1−v −u ) だから, φ によって重積分の変数変換を行えば
(∫ t

s

xp−1e−xdx

)(∫ t

s

yq−1e−ydy

)
=

∫ t

s

(∫ t

s

xp−1yq−1e−x−ydx

)
dy

=

∫∫
[s,t]×[s,t]

xp−1yq−1e−x−ydxdy

=

∫∫
Es,t

(uv)p−1(u− uv)q−1e−uududv

=

∫∫
Es,t

vp−1(1− v)q−1up+q−1e−ududv

Es,t ⊂ [2s, 2t] ×
[
s
s+t ,

t
s+t

]
であり, 0 < v < 1, u > 0 ならば vp−1(1 − v)q−1up+q−1e−u は常に正の値をとるため,

上式から (∫ t

s

xp−1e−xdx

)(∫ t

s

yq−1e−ydy

)
≦
∫∫

[2s,2t]×[ s
s+t ,

t
s+t ]

vp−1(1− v)q−1up+q−1e−ududv

=

∫ 2t

2s

(∫ t
s+t

s
s+t

vp−1(1− v)q−1up+q−1e−udv

)
du

=

(∫ 2t

2s

up+q−1e−udu

)(∫ t
s+t

s
s+t

vp−1(1− v)q−1dv

)
≦ Γ(p+ q)B(p, q)

一般に 2s < r < s + t ならば Es,t ⊃
[
r, rt
r−s

]
×
[
s
r , 1−

s
r

] である. とくに r = 2
√
s の場合を考えると

Es,t ⊃
[
2
√
s, 2t

2−
√
s

]
×
[√

s
2 , 1−

√
s
2

]
であるから

(∫ t

s

xp−1e−xdx

)(∫ t

s

yq−1e−ydy

)
≧
∫∫

[
2
√
s, 2t

2−
√

s

]
×
[√

s
2 ,1−

√
s

2

] vp−1(1− v)q−1up+q−1e−ududv

=

∫ 2t
2−

√
s

2
√
s

(∫ 1−
√

s
2

√
s

2

vp−1(1− v)q−1up+q−1e−udv

)
du

=

(∫ 2t
2−

√
s

2
√
s

up+q−1e−udu

)(∫ 1−
√

s
2

√
s

2

vp−1(1− v)q−1dv

)

が得られる. 以上から 0 < s < 1 < t ならば(∫ 2t
2−

√
s

2
√
s

up+q−1e−udu

)(∫ 1−
√

s
2

√
s

2

vp−1(1− v)q−1dv

)
≦
(∫ t

s

xp−1e−xdx

)(∫ t

s

yq−1e−ydy

)
≦ Γ(p+ q)B(p, q)

が成り立つ. s → 0, t → ∞ のとき, 上式の左端は Γ(p+ q)B(p, q) に近づき, 中央の部分は Γ(p)Γ(q) に近づくため,

等式 Γ(p+ q)B(p, q) = Γ(p)Γ(q) が得られる. □

命題 15.7 α, β > −1 ならば次の等式が成り立つ.∫ π
2

0

sinα x cosβ xdx =
1

2
B

(
α+ 1

2
,
β + 1

2

)
証明 t = sin2 x とおいて置換積分する. sinα x = t

α
2 , cosβ x = (1− t)

β
2 , dt

dx = 2 sinx cosx = 2
√
t
√
1− t より

∫ π
2

0

sinα x cosβ xdx =

∫ 1

0

t
α
2 (1− t)

β
2

2
√
t
√
1− t

dt =
1

2

∫ 1

0

(1− t)
α+1
2 −1t

β+1
2 −1dt =

1

2
B

(
α+ 1

2
,
β + 1

2

)
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□

負でない整数 n に対し,

(2n)!! = (2n)(2n− 2)(2n− 4) · · · 4 · · · 2 = 2nn!, (2n+ 1)!! = (2n+ 1)(2n− 1)(2n− 3) · · · 3 · 1 =
(2n+ 1)!

(2n)!!

とおく.

定理 15.8 Γ
(
1
2

)
=

√
π であり, 正の整数 n に対して Γ

(
n+ 1

2

)
=

(2n− 1)!!

2n
√
π が成り立つ.

証明 (15.6), (15.5), (15.7) より Γ
(
1
2

)2
= B

(
1
2 ,

1
2

)
Γ(1) = 2

∫ π
2

0
dx = π. Γ

(
1
2

)
> 0 だから Γ

(
1
2

)
=

√
π を得る.

(15.5)と (1)より Γ
(
3
2

)
= 1

2Γ
(
1
2

)
=

√
π
2 だから n = 1 の場合は Γ

(
n+ 1

2

)
= (2n−1)!!

2n
√
π が成り立つ. Γ

(
n− 1

2

)
=

(2n−3)!!
2n−1

√
π が成り立つと仮定すれば Γ

(
n+ 1

2

)
=
(
n− 1

2

)
Γ
(
n− 1

2

)
= 1

2 (2n − 1) (2n−3)!!
2n−1

√
π = (2n−1)!!

2n
√
π とな

る. □

16 積分の近似式
定理 16.1 p0, p1, . . . , pn, q0, q1, . . . , qn を実数とし, p0, p1, . . . , pn は互い相異なるとする. このとき, 実数係数の n

次以下の多項式 P (x) = c0 + c1x+ · · ·+ cnx
n で i = 0, 1, . . . , n に対して P (pi) = qi を満たすものがただ 1つ存在

する.

証明 c0, c1, . . . , cn は pj−1
i−1 を (i, j) 成分とする n + 1 次正方行列 A を係数行列とする連立 1次方程式の解である.

Van der Monde の行列式の公式により |A| =
∏

0≦i<j≦n
(pj − pi) であり, p0, p1, . . . , pn は互い相異なるため |A| 6= 0

である. 従って A は正則行列となるため, c0, c1, . . . , cn は 1通りに定まる. □

関数 f : [a, b] → R が与えられているとする. a ≦ p < q ≦ b に対し, r = p+q
2 , ρ = q−p

2 とおくと, 2n 次関数
Pf : R → R で −n ≦ i ≦ n の範囲の任意の整数 i に対して Pf

(
r + ρi

n

)
= f

(
r + ρi

n

) を満たすものが (16.1)によ
り, ただ 1つ存在する.

補題 16.2 関数 f, g : [a, b] → R と α, β ∈ R に対して Pαf+βg = αPf + βPg が成り立つ.

証明 まず, 関数 f が与えられたとき, −n ≦ i ≦ n の範囲の任意の整数 i に対して Pf
(
r + ρi

n

)
= f

(
r + ρi

n

)
を満たす 2n 次関数 Pf は一通りに定まることに注意する. −n ≦ i ≦ n の範囲の任意の整数 i に対して
(αPf + βPg)

(
r + ρi

n

)
= αPf

(
r + ρi

n

)
+ βPg

(
r + ρi

n

)
= αf

(
r + ρi

n

)
+ βg

(
r + ρi

n

)
= (αf + βg)

(
r + ρi

n

) となり,

Pαf+βg の一意性から, 結果が得られる. □

命題 16.3 f が 2n+ 1 次以下の多項式で与えられる関数ならば
∫ q

p

f(x)dx =

∫ q

p

Pf (x)dx が成り立つ.

証明 (16.2)により, f(x) = (x− r)k (k = 0, 1, . . . , 2n+ 1) の場合に
∫ q

p

f(x)dx =

∫ q

p

Pf (x)dx が成り立つことを

示せばよい. Pf (x) =
2n∑
j=1

cj(x− r)j + f(r) とおけば i = 1, 2, . . . , n に対して

2n∑
j=1

cj

(
ρi

n

)j
=

(
ρi

n

)k
,

2n∑
j=1

(−1)jcj

(
ρi

n

)j
= (−1)k

(
ρi

n

)k
が成り立つ.
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k ≦ 2n ならば cj =

1 j = k

0 j 6= k
が上式を満たす c1, c2, . . . , c2n であり, このとき f = Pf となって,

∫ q

p

f(x)dx =∫ q

p

Pf (x)dx が成り立つ. k = 2n+ 1 ならば上式を辺々加えた式の両辺を 2 で割れば i = 1, 2, . . . , n に対して

n∑
j=1

c2j

(
ρi

n

)2j

= 0

が成り立つことがわかるが,
(
ρi
n

)2j を (i, j) 成分とする n 次正方行列は Van der Monde の行列式の公式によ
り正則だから, j = 1, 2, . . . , n に対して c2j = 0 である. 従って Pf (x) =

n∑
j=1

c2j−1(x − r)2j−1 となるため∫ q

p

Pf (x)dx = 0 =

∫ q

p

(x− r)2n+1dx が成り立つ. □

Pf (x) =
2n∑
j=1

cj(x− r)j + f(r) とおけば i = 1, 2, . . . , n に対して

2n∑
j=1

cj

(
ρi

n

)j
= f

(
r +

ρi

n

)
− f(r),

2n∑
j=1

(−1)jcj

(
ρi

n

)j
= f

(
r − ρi

n

)
− f(r)

が成り立つ. この 2つの等式を辺々加えたものの両辺を 2で割れば
n∑
j=1

c2j

(
ρi

n

)2j

=
1

2

(
f

(
r +

ρi

n

)
+ f

(
r − ρi

n

))
− f(r)

が得られる. そこで, xj = ρ2jc2j とおくと, i = 1, 2, . . . , n に対して
n∑
j=1

(
i

n

)2j

xj =
1

2

(
f

(
(n− i)p+ (n+ i)q

2n

)
+ f

(
(n+ i)p+ (n− i)q

2n

))
− f

(
p+ q

2

)
(16.1)

である.

命題 16.4
(
i
n

)2j を (i, j) 成分とする n 次正方行列を An とすれば, An の行列式は次で与えられる.

|An| =
1

nn(n+1)

n−1∏
i=0

(n− i)!(n+ i)!

(2i)!
.

証明

|An| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12

n2
14

n4 · · · 12n

n2n

22

n2
24

n4 · · · 22n

n2n

...
...

...
n2

n2
n4

n4 · · · n2n

n2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

1

n2n4 . . . n2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
12 14 · · · 12n

22 24 · · · 22n

...
...

...
n2 n4 · · · n2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =
1222 . . . n2

n2(1+2+···+n)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 12 · · · (12)n−1

1 22 · · · (22)n−1

...
...

...
1 n2 · · · (n2)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
より, Van der Monde の行列式の公式を用いると

|An| =
(n!)2

nn(n+1)

∏
1≤i<j≤n

(j2 − i2)

ここで

∏
1≤i<j≤n

(j2 − i2) =
∏

1≤i<j≤n

(j − i)(j + i) =

n−1∏
k=1

n−k∏
i=1

k(2i+ k) =

n−1∏
i=1

n−i∏
k=1

k(2i+ k) =

n−1∏
i=1

(n− i)!(n+ i)!

(2i)!
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となるため, 結果が得られる. □

各 j = 1, 2, . . . , n に対し, An の第 i 行と第 j 列を除いて得られる n− 1 次正方行列を An(i, j) とすれば, (16.1)

と Cramer の公式から

xj =
1

|An|

n∑
i=1

(−1)i+j |An(i, j)|
(
1

2

(
f

(
(n− i)p+ (n+ i)q

2n

)
+ f

(
(n+ i)p+ (n− i)q

2n

))
− f

(
p+ q

2

))

vi =
1
2

(
f
(

(n−i)p+(n+i)q
2n

)
+ f

(
(n+i)p+(n−i)q

2n

))
とおいて, 上式を次の等式

∫ q

p

Pf (x)dx =

n∑
j=1

c2j
2ρ2j+1

2j + 1
+ 2ρf(r) = (q − p)

 n∑
j=1

xj
2j + 1

+ f

(
p+ q

2

)
に代入すれば

∫ q

p

Pf (x)dx =
q − p

|An|

 n∑
j=1

n∑
i=1

(−1)i+j
|An(i, j)|
2j + 1

(
vi − f

(
p+ q

2

))
+ |An|f

(
p+ q

2

)
さらに

δi =

n∑
j=1

(−1)i+j
|An(i, j)|
2j + 1

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

12

n2
14

n4 · · · 12j

n2j · · · 12n

n2n

...
...

...
...

(i−1)2

n2

(i−1)4

n4 · · · (i−1)2j

n2j · · · (i−1)2n

n2n

1
3

1
5 · · · 1

2j+1 · · · 1
2n+1

(i+1)2

n2

(i+1)4

n4 · · · (i+1)2j

n2j · · · (i+1)2n

n2n

...
...

...
...

n2

n2
n4

n4 · · · n2j

n2j · · · n2n

n2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
とおくと次の結果が得られる.

命題 16.5

∫ q

p

Pf (x)dx は次で与えられる.

q − p

|An|

(
n∑
i=1

δi
2

(
f

(
(n− i)p+ (n+ i)q

2n

)
+ f

(
(n+ i)p+ (n− i)q

2n

))
+

(
|An| −

n∑
i=1

δi

)
f

(
p+ q

2

))

x1, x2, . . . , xn の多項式 Dn,j(x1, x2, . . . , xn) を

Dn,j(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · xk−1
1 · · · xj−1

1 xj+1
1 · · · xl−1

1 · · · xn1
1 · · · xk−1

2 · · · xj−1
2 xj+1

2 · · · xl−1
2 · · · xn2

...
...

...
...

...
...

1 · · · xk−1
i · · · xj−1

i xj+1
i · · · xl−1

i · · · xni
...

...
...

...
...

...
1 · · · xk−1

n · · · xj−1
n xj+1

n · · · xl−1
n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
で定義する. また σk(x1, x2, . . . , xn) を x1, x2, . . . , xn の k 次基本対称式とする. すなわち, σk(x1, x2, . . . , xn)

(k = 0, 1, 2, . . . , n)は

(X − x1)(X − x2) · · · (X − xn) =

n∑
k=0

(−1)kσk(x1, x2, . . . , xn)X
n−k

を満たす多項式である.
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命題 16.6 次の等式が成り立つ.

Dn,j(x1, x2, . . . , xn) = σn−j(x1, x2, . . . , xn)
∏

1≦p<q≦n
(xq − xp)

証明 Dn,j(x1, x2, . . . , xn) は

n−1∏
i=1

(xn − xi)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x1 · · · xj−2
1 xj−1

1 (x1 + xn) xj+1
1 · · · xn−1

1
...

...
...

...
...

...

1 xi · · · xj−2
i xj−1

i (xi + xn) xj+1
i · · · xn−1

i
...

...
...

...
...

...

1 xn−1 · · · xj−2
n−1 xj−1

n−1(xn−1 + xn) xj+1
n−1 · · · xn−1

n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

n−1∏
i=1

(xn − xi)(Dn−1,j−1(x1, x2, . . . , xn−1) + xnDn−1,j(x1, x2, . . . , xn−1))

と変形されるため,

Dn,j(x1, x2, . . . , xn) =

n−1∏
i=1

(xn − xi)(Dn−1,j−1(x1, x2, . . . , xn−1) + xnDn−1,j(x1, x2, . . . , xn−1))

が成り立つ.

Gn,j(x1, x2, . . . , xn) =
Dn,j(x1, x2, . . . , xn)∏
1≦p<q≦n

(xq − xp)

とおいて, 上式の両辺を ∏
1≦p<q≦n

(xq − xp) で割れば

Gn,j(x1, x2, . . . , xn) = Gn−1,j−1(x1, x2, . . . , xn−1) + xnGn−1,j(x1, x2, . . . , xn−1)

が得られる. Van der Monde の行列式の公式から
Dn,0(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn

∏
1≦p<q≦n

(xq − xp), Dn,j(x1, x2, . . . , xn) =
∏

1≦p<q≦n
(xq − xp)

であるため, Gn,0(x1, x2, . . . , xn) = x1x2 · · ·xn, Gn,n(x1, x2, . . . , xn) = 1 である. n ≧ 2 のとき, j = 0, 1, . . . , n− 1

に対して Gn−1,j(x1, x2, . . . , xn−1) = σn−1−j(x1, x2, . . . , xn−1) が成り立つと仮定すれば

(X − x1)(X − x2) · · · (X − xn−1) =

n−1∑
k=0

(−1)kGn−1,n−1−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−1−k

が成り立つ. この両辺に X − xn をかければ

(X − x1)(X − x2) · · · (X − xn) =

n−1∑
k=0

(−1)kGn−1,n−1−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−k−1(X − xn)

この右辺は
n−1∑
k=0

(−1)kGn−1,n−1−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−k +

n∑
k=1

(−1)kxnGn−1,n−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−k

= Xn +

n−1∑
k=1

(−1)k(Gn−1,n−1−k(x1, x2, . . . , xn−1) + xnGn−1,n−k(x1, x2, . . . , xn−1))X
n−k

+(−1)nGn,0(x1, x2, . . . , xn)

= Gn,n(x1, x2, . . . , xn)X
n +

n−1∑
k=1

(−1)kGn,n−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−k + (−1)nGn,0(x1, x2, . . . , xn)

=

n∑
k=0

(−1)kGn,n−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−k
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となるため, 恒等式
n∑
k=0

(−1)kσk(x1, x2, . . . , xn)X
n−k =

n∑
k=0

(−1)kGn,n−k(x1, x2, . . . , xn−1)X
n−k

が成り立つ. この両辺の Xj の係数を比較すれば Gn,j(x1, x2, . . . , xn) = σn−j(x1, x2, . . . , xn) が j = 0, 1, . . . , n に
対して成り立つことがわかる. よって n による帰納法で, Gn,j(x1, x2, . . . , xn) = σn−j(x1, x2, . . . , xn) が任意の自然
数 n に対して成り立つため, 主張が示された. □

定理 16.7 次の等式が成り立つ.

δi =
2n2

nn(n+1)

n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!

n∑
j=1

(−1)i+jn2j−2σn−j(1
2, . . . , (i− 1)2, (i+ 1)2, . . . , n2)

(2j + 1)(n− i)!(n+ i)!

証明

An(i, j) =



12

n2 · · · 12j−2

n2j−2
12j+2

n2j+2 · · · 12n

n2n

...
...

...
...

(i−1)2

n2 · · · (i−1)2j−2

n2j−2

(i−1)2j+2

n2j+2 · · · (i−1)2n

n2n

(i+1)2

n2 · · · (i+1)2j−2

n2j−2

(i+1)2j+2

n2j+2 · · · (i+1)2n

n2n

...
...

...
...

n2

n2 · · · n2j−2

n2j−2
n2j+2

n2j+2 · · · n2n

n2n



=
(n!)2

i2nn(n+1)−2j



1 · · · 12j−4 12j · · · 12n−2

...
...

...
...

1 · · · (i− 1)2j−4 (i− 1)2j · · · (i− 1)2n−2

1 · · · (i+ 1)2j−4 (i+ 1)2j · · · (i+ 1)2n−2

...
...

...
...

1 · · · n2j−4 n2j · · · n2n−2


より

|An(i, j)| =
(n!)2

i2nn(n+1)−2j
Dn−1,j−1(1

2, . . . , (i− 1)2, (i+ 1)2, . . . , n2)

である. さらに

Dn−1,j−1(1
2, . . . , (i− 1)2, (i+ 1)2, . . . , n2) = σn−j(1

2, . . . , (i− 1)2, (i+ 1)2, . . . , n2)
∏

1≦p<q≦n
p,q ̸=i

(q2 − p2),

∏
1≦p<q≦n
p,q ̸=i

(q2 − p2) =

∏
1≦p<q≦n

(q2 − p2)

i−1∏
k=1

(i2 − k2)
n∏

k=i+1

(k2 − i2)

=
2i2

(n− i)!(n+ i)!

n−1∏
k=1

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!

だから

|An(i, j)| =
2

nn(n+1)−2j(n− i)!(n+ i)!

n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!
σn−j(1

2, . . . , (i− 1)2, (i+ 1)2, . . . , n2)

を得る. 従って δi =
n∑
j=1

(−1)i+j
|An(i, j)|
2j + 1

より結果を得る. □
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補題 16.8

Kn =

n∑
j=1

(−1)n−jσn−j(1
2, . . . , (n− 1)2)

2(n− j) + 1

2j + 1
n2j−2

とおけば, 次の等式が成り立つ.

2(n+ 1)δn − |An| =
2n2

nn(n+1)(2n)!

n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!
Kn

証明 (16.7)の証明, および結果から

|An(n, j)| =
2

nn(n+1)−2j(2n)!

n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!
σn−j(1

2, . . . , (n− 1)2),

δn =

n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!

n∑
j=1

2(−1)n+j

(2j + 1)nn(n+1)−2j(2n)!
σn−j(1

2, . . . , (n− 1)2)

である. そこで |An| を第 n 行に関して展開すれば

|An| =
n∑
j=1

(−1)n+j |An(n, j)| =
n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!

n∑
j=1

2(−1)n+j

nn(n+1)−2j(2n)!
σn−j(1

2, . . . , (n− 1)2)

となるため

2(n+ 1)δn − |An| =
n−1∏
k=0

(n− k)!(n+ k)!

(2k)!

n∑
j=1

2(−1)n+j(2(n− j) + 1)

nn(n+1)−2j(2n)!(2j + 1)
σn−j(1

2, . . . , (n− 1)2)

である. これより結果か得られる. □

f : [a, b] → R は 2n+ 2 回微分可能で, 2n+ 2 次導関数 f (2n+2) : (a, b) → R は連続であるとする.

F (x) = f(r) +

2n+1∑
i=1

f (i)(r)

i!
(x− r)i, E(x) =

1

(2n+ 1)!

∫ x

r

(x− t)2n+1f (2n+2)(t)dt

とおけば, テイラーの公式により f(x) = F (x) +E(x) である. F (x) は 2n+ 1 次以下の多項式だから (16.2), (16.3)

により ∫ q

p

f(x)dx−
∫ q

p

Pf (x)dx =

∫ q

p

F (x)dx+

∫ q

p

E(x)dx−
∫ q

p

PF (x)dx−
∫ q

p

PE(x)dx

=

∫ q

p

E(x)dx−
∫ q

p

PE(x)dx.

ここで,∫ q

p

E(x)dx =
1

(2n+ 1)!

∫ q

p

(∫ x

r

(x− t)2n+1f (2n+2)(t)dt

)
dx

=
1

(2n+ 1)!

(∫ r

p

(
−
∫ r

x

(x− t)2n+1f (2n+2)(t)dt

)
dx+

∫ q

r

(∫ x

r

(x− t)2n+1f (2n+2)(t)dt

)
dx

)
=

1

(2n+ 1)!

(∫ r

p

(
−
∫ t

p

(x− t)2n+1f (2n+2)(t)dx

)
dt+

∫ q

r

(∫ q

t

(x− t)2n+1f (2n+2)(t)dx

)
dt

)
=

1

(2n+ 2)!

(∫ r

p

(p− t)2n+2f (2n+2)(t)dt+

∫ q

r

(q − t)2n+2f (2n+2)(t)dt

)
.

一方, E
(
p+q
2

)
= 0 だから (16.5)により∫ q

p

PE(x)dx =
q − p

2|An|

n∑
i=1

δi

(
E

(
r +

ρi

n

)
+ E

(
r − ρi

n

))
.
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命題 16.9

∫ q

p

f(x)dx−
∫ q

p

Pf (x)dx は

1

(2n+ 2)!

∫ r

p

(
t− (|An| − δn(n+ 1))p+ δn(n+ 1)q

|An|

)
(t− p)2n+1f (2n+2)(t)dt

+
1

(2n+ 2)!

∫ q

r

(
δn(n+ 1)p+ (|An| − δn(n+ 1))q

|An|
− t

)
(q − t)2n+1f (2n+2)(t)dt

− q − p

2|An|(2n+ 1)!

n−1∑
i=1

δi

(∫ r

r− ρi
n

(
t− r +

ρi

n

)2n+1

f (2n+2)(t)dt+

∫ r+ ρi
n

r

(
r +

ρi

n
− t

)2n+1

f (2n+2)(t)dt

)

で与えられる.

定理 16.10 正の実数 M で, 任意の t ∈ [p, q] に対して |f (2n+2)(t)| ≦M を満たすものがあるとき, 次の不等式が成
り立つ.

∣∣∣∣∫ q

p

f(x)dx−
∫ q

p

Pf (x)dx

∣∣∣∣ ≦


2Mρ2n+3

|An|(2n+2)!

(
δn − |An|

2n+3 +
n−1∑
i=1

(
i
n

)2n+2 |δi|
)

|An| ≦ 2δn(n+ 1)

2Mρ2n+3

|An|(2n+2)!

(
2δ2n+3

n (2n+2)2n+2

|An|2n+2(2n+3) − δn + |An|
2n+3 +

n−1∑
i=1

(
i
n

)2n+2|δi|
)

|An| > 2δn(n+ 1)

証明
u =

(|An| − δn(n+ 1))p+ δn(n+ 1)q

|An|
, v =

δn(n+ 1)p+ (|An| − δn(n+ 1))q

|An|

とおけば |An| ≦ 2δn(n+ 1) ならば u ≧ r, v ≦ r, |An| > 2δn(n+ 1) ならば u < r, v > r となるため,

∫ r

p

|t−u||t−p|2n+1dt =

∫ q

r

|v− t||q− t|2n+1dt =

ρ
2n+3

(
δn

|An| −
1

2n+3

)
|An| ≦ 2δn(n+ 1)

ρ2n+3
(

2δ2n+3
n (2n+2)2n+2

|An|2n+3(2n+3) − δn
|An| +

1
2n+3

)
|An| > 2δn(n+ 1)

が得られる. また, ∫ r

r− ρi
n

∣∣∣∣t− r +
ρi

n

∣∣∣∣2n+1

dt =

∫ r+ ρi
n

r

∣∣∣∣r + ρi

n
− t

∣∣∣∣2n+1

dt =
1

2n+ 2

(
ρi

n

)2n+2

より, (16.9)から結果が得られる. □

n = 1 の場合, |A1| = 1, δ1 = 1
3 だから |A1| ≦ 4δ1 が成り立つ. p = a+ j−1

m (b− a), q = a+ j
m (b− a) に対して

(16.5)を用いると∫ a+ j
m (b−a)

a+ j−1
m (b−a)

Pf (x)dx =
b− a

6m

(
f

(
a+

j − 1

m
(b− a)

)
+ f

(
a+

j

m
(b− a)

)
+ 4f

(
a+

2j − 1

2m
(b− a)

))
これを j = 1, 2, . . . ,m として加えれば

∫ b

a

Pf (x)dx =
b− a

6m

f(a) + f(b) + 2

m−1∑
j=1

f

(
a+

j

m
(b− a)

)
+ 4

m∑
j=1

f

(
a+

2j − 1

2m
(b− a)

) .

一方, (16.10)により ∣∣∣∣∫ q

p

f(x)dx−
∫ q

p

Pf (x)dx

∣∣∣∣ ≦ Mρ5

90
=
M(q − p)5

2880

だから ∣∣∣∣∣
∫ a+ j

m (b−a)

a+ j−1
m (b−a)

f(x)dx−
∫ a+ j

m (b−a)

a+ j−1
m (b−a)

Pf (x)dx

∣∣∣∣∣ ≦ M

2880

(
b− a

m

)5
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である. 故に ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

Pf (x)dx

∣∣∣∣∣ ≦ M(b− a)5

2880m4
.

以上をまとめると,

定理 16.11 f : [a, b] → R は 4 回微分可能で, 4 次導関数 f (4) : (a, b) → R は連続で, 実数 M は任意の t ∈ [p, q]

に対して |f (4)(t)| ≦M を満たすとする.

∫ b

a

f(x)dx を

∫ b

a

Pf (x)dx =
b− a

6m

f(a) + f(b) + 2

m−1∑
j=1

f

(
a+

j

m
(b− a)

)
+ 4

m∑
j=1

f

(
a+

2j − 1

2m
(b− a)

)
で近似したときの誤差は M(b− a)5

2880m4
以下である.

n = 2 の場合, |A2| = 3
16 , δ1 = 2

15 , δ2 = 7
240 だから |A2| > 6δ2 が成り立つ. p = a+ j−1

m (b−a), q = a+ j
m (b−a)

に対して (16.5)を用いると∫ a+ j
m (b−a)

a+ j−1
m (b−a)

Pf (x)dx =
b− a

90m

(
32

(
f

(
a+

4j − 3

4m
(b− a)

)
+ f

(
a+

4j − 1

4m
(b− a)

))
+ 7

(
f

(
a+

j − 1

m
(b− a)

)
+ f

(
a+

j

m
(b− a)

))
+ 12f

(
a+

2j − 1

2m
(b− a)

))
これを j = 1, 2, . . . ,m として加えれば∫ b

a

Pf (x)dx =
b− a

90m

7 (f(a) + f(b)) + 32

m∑
j=1

(
f

(
a+

4j − 3

4m
(b− a)

)
+ f

(
a+

4j − 1

4m
(b− a)

))

+ 14

m−1∑
j=1

f

(
a+

j

m
(b− a)

)
+ 12

m∑
j=1

f

(
a+

2j − 1

2m
(b− a)

) .

一方, (16.10)により ∣∣∣∣∫ q

p

f(x)dx−
∫ q

p

Pf (x)dx

∣∣∣∣ ≦ 199436383Mρ7

2583393750000
=

199436383M(q − p)7

330674400000000

だから ∣∣∣∣∣
∫ a+ j

m (b−a)

a+ j−1
m (b−a)

f(x)dx−
∫ a+ j

m (b−a)

a+ j−1
m (b−a)

Pf (x)dx

∣∣∣∣∣ ≦ 199436383M

330674400000000

(
b− a

m

)7

である. 故に ∣∣∣∣∣
∫ b

a

f(x)dx−
∫ b

a

Pf (x)dx

∣∣∣∣∣ ≦ 199436383M(b− a)7

330674400000000m6
.

以上をまとめると,

定理 16.12 f : [a, b] → R は 6 回微分可能で, 6 次導関数 f (6) : (a, b) → R は連続で, 実数 M は任意の t ∈ [p, q]

に対して |f (6)(t)| ≦M を満たすとする.

∫ b

a

f(x)dx を

∫ b

a

Pf (x)dx =
b− a

90m

7 (f(a) + f(b)) + 32

m∑
j=1

(
f

(
a+

4j − 3

4m
(b− a)

)
+ f

(
a+

4j − 1

4m
(b− a)

))

+ 14

m−1∑
j=1

f

(
a+

j

m
(b− a)

)
+ 12

m∑
j=1

f

(
a+

2j − 1

2m
(b− a)

)
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で近似したときの誤差は 199436383M(b− a)7

330674400000000m6
以下である.

17 数ベクトル空間と行列

定義 17.1 1) n 個の実数を縦に並べた x =



x1
...

xj
...

xn


を n 次元実ベクトルという. このとき xi を x の第 i-成分と

呼ぶ.

2) x, y を n 次元実ベクトルとするとき, これらのベクトルが「等しい」とは, すべての 1 ≦ i ≦ n に対して x の
第 i-成分 y の第 i-成分が等しくなることで, これを x = y で表す. n 次元実ベクトル全体の集合を Rn で表す.

3) Rn における加法 + と, スカラー倍 · を次で定義する.

x =



x1
...
xj
...
xn

 , y =



y1
...
yj
...
yn

 ∈ Rn, r ∈ R に対し x+ y =



x1 + y1
...

xj + yj
...

xn + yn

 , rx =



rx1
...
rxj
...

rxn


命題 17.2 x,y, z ∈ Rn, r, s ∈ R とするとき, 次が成り立つ.

(1) 結合法則 ： (x+ y) + z = x+ (y + z), (rs)x = r(sx).

(2) 単位元の存在 ： すべての成分が 0 であるベクトルを 0 で表すと, x+ 0 = 0+ x = x

である. また, 1x = x.

(3) 逆元の存在 ： −x = (−1)x とおけば x+ (−x) = (−x) + x = 0

(4) 交換法則 ： x+ y = y + x.

(5) 分配法則 ： r(x+ y) = rx+ ry, (r + s)x = rx+ sx.

定義 17.3 上のように加法とスカラー倍の定義された集合 Rn を n 次元実ベクトル空間という.

定義 17.4 x =



x1
...

xj
...

xn


, y =



y1
...

yj
...

yn


∈ Rn に対し x と y の内積 (x,y) を (x,y) =

n∑
j=1

xjyj で定義する.

命題 17.5 x,y, z ∈ Rn, r ∈ R とするとき, 次のことが成り立つ.

1) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), (x,y + z) = (x,y) + (x, z).

2) (rx,y) = r(x,y) = (x, ry).

3) (y,x) = (x,y).

4) (x,x) ≧ 0 であり, x 6= 0 ならば (x,x) > 0 である．

定義 17.6 x ∈ Rn に対し, ‖x‖ =
√
(x,x) とおいて, ‖x‖ を x の長さという.

命題 17.7 x ∈ Rn の第 i-成分を xi とするとき, |xi| ≦ ‖x‖ ≦ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| が成り立つ.
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定理 17.8 x,y ∈ Rn のとき, 以下の不等式が成り立つ.

1) |(x,y)| ≦ ‖x‖ ‖y‖ (シュワルツの不等式). 2) ‖x+ y‖ ≦ ‖x‖+ ‖y‖ (三角不等式).

証明 1) x = 0 ならば 両辺はともに 0 になって不等式は成り立つため, x 6= 0 と仮定する. ‖x‖ 6= 0 に注意
して (17.5) の 1), 2), 3) を用いれば, 任意の実数 t に対して (tx + y, tx + y) = (tx + y, tx) + (tx + y,y) =

(tx, tx) + (y, tx) + (tx,y) + (y,y) = ‖x‖2t2 + 2(x,y)t + ‖y‖2 = ‖x‖2
(
t+ (x,y)

∥x∥2

)2
+ ∥x∥2∥y∥2−(x,y)2

∥x∥2 だから
t = (x,y)

∥x∥2 のとき, (tx+ y, tx+ y) は最小値 ∥x∥2∥y∥2−(x,y)2

∥x∥2 をとる. 一方, (17.5) の 4) から (tx+ y, tx+ y) ≧ 0

が成り立つため, この最小値は 0 以上であるから ‖x‖2‖y‖2 − (x,y)2 ≧ 0 が得られる.

2) 上の結果から (x,y) ≦ ‖x‖ ‖y‖ であり, 上の計算で t = 1 とすれば, ‖x + y‖2 = (x + y,x + y) =

‖x‖2 + 2(x,y) + ‖y‖2 ≦ ‖x‖2 + 2‖x‖ ‖y‖+ ‖y‖2 = (‖x‖+ ‖y‖)2 だから結果が得られる. □

定義 17.9 R の mn 個の要素 aij (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n) を下のように長方形に並べたものを m × n 行
列 (m 行 n 列行列, (m,n) 型行列)という.

A =



a11 a12 . . . a1j . . . a1n
a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

...
...

...
ai1 ai2 . . . aij . . . ain
...

...
...

...
am1 am2 . . . amj . . . amn


横の並びを上から順に第 1 行 ∼第 m 行, 縦の並びを左から順に第 1 列 ∼第 n 列と呼ぶ. また, aij を A の (i, j)-成
分といい, A を (aij) で表すことがある.

2つの m× n 行列 A = (aij), B = (bij) が「等しい」とは, aij = bij がすべての i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n に
ついて成り立つことをいう.

とくに, m = n の場合 m×m 行列を m 次正方行列という.

定義 17.10 上から j 番目の成分が 1 で, 他の成分はすべて 0 であるような Rn の要素を ej で表し, n 個のベクト
ル e1, e2, . . . , en を Rn の基本ベクトルという.

定義 17.11 A = (aij), B = (bij) を m × n 行列, C = (cij) を l ×m 行列, r ∈ R とする. 行列の和 A + B, スカ
ラー倍 rA を A+ B = (aij + bij), rA = (raij) で定義し, 積 CA を CA = (pij) (但し pij =

m∑
k=1

cikakj) によって
定義する．さらに x ∈ Rn に対し, x を n× 1 行列とみなして Ax が定義される.

命題 17.12 行列の和, スカラー倍, 積, ベクトルとの積に関し, 以下の等式が成り立つ．
1) m× n 行列 A, B, C に対し, (A+B) +C = A+ (B +C), A+O = O +A = A (ただし O は, すべての成分
が 0 である m× n 行列), A+ (−A) = (−A) +A = O (ただし −A = (−1)A), A+B = B +A.

2) m× n 行列 A, B, r, s ∈ R に対し, (rs)A = r(sA), 1A = A, r(A+B) = rA+ rB, (r + s)A = rA+ sA.

3) m× n 行列 A, B, l×m 行列 C, n× k 行列 D, r ∈ R に対し, (rC)A = r(CA) = C(rA), (CA)D = C(AD),

C(A+B) = CA+ CB, (A+B)D = AD +BD.

4) m× n 行列 A, B, l×m 行列 C, x,y ∈ Rn, r ∈ R に対し, A(x+ y) = Ax+Ay, A(rx) = r(Ax) = (rA)x,

(A+B)x = Ax+Bx.

補題 17.13 A = (aij) を m× n 行列としてM =
√ ∑

1≦i≦m,1≦j≦n
a2ij とおくと, ‖Ax‖ ≦ M‖x‖ が任意の x ∈ Rn

に対して成り立つ.

証明 x の第 i 成分を xi とし, A の第 i 行の成分を縦に並べて得られるベクトルを ai とすると, シュワルツ
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の不等式から
(

n∑
j=1

aijxj

)2

= (ai,x)
2 ≦ ‖ai‖2‖x‖2 =

(
n∑
j=1

a2ij

)
‖x‖2. 従って ‖Ax‖2 =

m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijxj

)2

≦

m∑
i=1

(
n∑
j=1

a2ij

)
‖x‖2 =M2‖x‖2. □

18 写像の極限と連続写像
定義 18.1 p ∈ Rn, r > 0 に対して B(p ; r) = {x ∈ Rn| ‖x− p‖ < r} とおき, これを半径 r 中心 p の開球という.

定義 18.2 X を Rn の部分集合, p ∈ Rn とする.

(1) 正の実数 r で, B(p ; r) ⊂ X を満たすものがあるとき, p を X の内点という. X の内点全体からなる集合を,

X の内部といい, Xi で表す.

(2) 正の実数 r で, B(p ; r) ∩X = ∅ を満たすものがあるとき, p を X の外点という. X の外点全体からなる集合
を, X の外部といい, Xe で表す.

(3) 任意の正の実数 r に対して B(p ; r) 6⊂ X かつ B(p ; r) ∩X 6= ∅ であるとき, p を X の境界点という. X の境
界点全体からなる集合を, X の境界といい, ∂X で表す.

命題 18.3 X を Rn の部分集合とする.

1) Rn = Xi ∪Xe ∪ ∂X, Xi ∩Xe = Xi ∩ ∂X = Xe ∩ ∂X = ∅.
2) (Rn −X)i = Xe, (Rn −X)e = Xi, ∂(Rn −X) = ∂X.

3) Xi ⊂ X, Xe ∩X = ∅, X ⊂ Xi ∪ ∂X.

証明 1) (18.2)の Xi, Xe, ∂X の定義から, 任意の p ∈ Rn は Xi, Xe, ∂X のいずれか 1つだけに必ず属するため,

Rn = Xi ∪Xe ∪ ∂X, Xi ∩Xe = Xi ∩ ∂X = Xe ∩ ∂X = ∅ が成り立つ.

2) p ∈ (Rn −X)i は B(p ; r) ⊂ Rn −X を満たす r > 0 が存在することと同値であり, B(p ; r) ⊂ Rn −X は
B(p ; r) ∩X = ∅ と同値だから, p ∈ (Rn −X)i は p ∈ Xe と同値である. 従って (Rn −X)i = Xe が得られる.

この等式の X を Rn − X で置き換えると Rn − (Rn − X) = X だから 2 つ目の等式 (Rn − X)e = Xi が得ら
れる. p ∈ Rn と r > 0 に対して B(p ; r) 6⊂ X は B(p ; r) ∩ (Rn − X) 6= ∅ と同値であり, B(p ; r) ∩ X 6= ∅ は
B(p ; r) 6⊂ Rn −X と同値である. 従って「B(p ; r) 6⊂ X かつ B(p ; r) ∩X 6= ∅」は「B(p ; r) ∩ (Rn −X) 6= ∅ か
つ B(p ; r) 6⊂ Rn −X」と同値であるため, p ∈ ∂X であることと p ∈ ∂(Rn −X) であることは同値である.

3) p ∈ Xi ならば, 正の実数 r で B(p ; r) ⊂ X を満たすものが存在し, p ∈ B(p ; r) だから p ∈ X である. よって
Xi ⊂ X である. この結果と 2) で示したことから Xe = (Rn −X)i ⊂ Rn −X だからXe ⊂ Rn −X であり, この
式は Xe ∩X = ∅ と同値である. 1) より X = X ∩Rn = X ∩ (Xi ∪Xe ∪ ∂X) = (X ∩ (Xi ∪ ∂X)) ∪ (X ∩Xe)

= (X ∩ (Xi ∪ ∂X)) ∪ ∅ = X ∩ (Xi ∪ ∂X) ⊂ Xi ∪ ∂X である. □

定義 18.4 X を Rn の部分集合とする.

1) X の点がすべて内点であるとき, X を Rn の開集合という.

2) X の補集合 Rn −X が開集合であるとき, X を Rn の閉集合という.

3) X ⊂ B(0 ; r) となる r > 0 が存在するとき, X は有界であるという.

注意 18.5 (18.3) の (3) の 1 つめの等式から, X が開集合であるためには, Xi = X が成り立つことが必要十分で
ある.

命題 18.6 X を Rn の部分集合とすれば次の 3つは同値である.

(1) X は閉集合である. (2) Xi ∪ ∂X = X (3) ∂X ⊂ X
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証明 (18.5) から, X が閉集合であることと (Rn −X)i = Rn −X が成り立つことは同値である. (18.3) の 2), 1)

から (Rn −X)i = Xe = Rn − (Xi ∪ ∂X) だから (Rn −X)i = Rn −X は Rn − (Xi ∪ ∂X) = Rn −X と同値
である. この両辺の補集合を考えることによって, Rn − (Xi ∪ ∂X) = Rn −X は Xi ∪ ∂X = X と同値であるため
(1)と (2)は同値である. (2)の左辺は ∂X を含むため, (2)が成り立てば (3)も成り立つ. 逆に (3)が成り立つならば,

(18.3) の 3)から Xi ⊂ X でもあるため, Xi ∪ ∂X ⊂ X である. (18.3) の 3)の 3つ目の式から X ⊂ Xi ∪ ∂X はつ
ねに成り立つため, (2)が成り立つことがわかる. □

例 18.7 p ∈ Rn, ε > 0 とする.

(1)B(p ; ε)はRnの開集合である. 実際, x ∈ B(p ; ε)ならば任意の y ∈ B(x ; ε−‖x−p‖)は ‖y−x‖ < ε−‖x−p‖
より ‖y − p‖ ≦ ‖y − x‖+ ‖x− p‖ < ε を満たし, y ∈ B(p ; ε) となるため, B(x ; ε− ‖x− p‖) ⊂ B(p ; ε) である.

よって B(p ; ε) のすべての点は内点である.

(2) B(p ; ε)を B(p ; ε) = {x ∈ Rn| ‖x−p‖ ≦ ε}で定めれば, これはRn の閉集合である. 実際 x ∈ Rn−B(p ; ε)

ならば任意の y ∈ B(x ; ‖x − p‖ − ε) は ‖y − x‖ < ‖x − p‖ − ε と ‖x − p‖ ≦ ‖x − y‖ + ‖y − p‖ より
‖y − p‖ ≧ ‖x− p‖ − ‖y − x‖ > ε を満たし, y ∈ Rn − B(p ; ε) となるため, B(x ; ‖x− p‖ − ε) ⊂ Rn − B(p ; ε)

である. よって Rn −B(p ; ε) のすべての点は内点になるため, Rn −B(p ; ε) は開集合である.

(3) S(p; ε) を {x ∈ Rn| ‖x−p‖ = ε} で定めれば, これは Rn の閉集合である. 実際 S(p; ε) = B(p ; ε)−B(p ; ε)

だから Rn − S(p; ε) = (Rn − B(p ; ε)) ∩ B(p ; ε) であり, (1), (2)から Rn − B(p ; ε), B(p ; ε) の各点はすべて内
点となるため, Rn − S(p; ε) は開集合である.

注意 18.8 B(p ; ε) ⊂ B(0 ; ‖p‖+ ε+1) だから B(p ; ε) は有界である. 従って, B(p ; ε) の部分集合である B(p ; ε),

S(p; ε) も有界である.

命題 18.9 X, Y が Rn の開集合ならば X ∩ Y も開集合である.

証明 p ∈ X ∩ Y とする. r1, r2 > 0 で B(p ; r1) ⊂ X, B(p ; r2) ⊂ Y を満たすものがある. r1, r2 の小さい方を r

とすれば B(p ; r) ⊂ X ∩ Y となるため, p は X ∩ Y の内点である. □

命題 18.10 X が Rn の閉集合であるためには, 次の条件 (∗)が成り立つことが必要十分である.

(∗) X の点列 {ai}i=1,2,... が p ∈ Rn に収束すれば p ∈ X である.

証明 X を Rn の閉集合, {ai}i=1,2,... を p ∈ Rn に収束するX の点列とする. もし, p 6∈ X ならば X が Rn の閉集
合であることから, p はRn−X の内点である. 従って B(p ; r) ⊂ Rn−X を満たす r > 0 がある. 一方 {ai}i=1,2,...

は p ∈ Rn に収束するため,「i ≧ N ならば ai ∈ B(p ; r)」を満たす自然数 N がある. 故に aN ∈ B(p ; r) ∩X と
なって B(p ; r) ⊂ Rn −X と矛盾するため p ∈ X である.

条件 (∗) が満たされるとする. p ∈ Rn − X が Rn − X の内点でないとすると, 任意の i = 1, 2, . . . に対して
B
(
p; 1

i

)
∩X は空集合ではないため ai ∈ B

(
p; 1

i

)
∩X が選べる. このとき, X の点列 {ai}i=1,2,... は p に収束する

が, 仮定から p ∈ X となって矛盾がおきる. よって Rn −X の点はすべて内点である. □

定理 18.11 X が Rn の有界閉集合ならば, X の点列は収束する部分列を含む.

証明 X ⊂ B(0 ; r) とし, {ai}i=1,2,... を X の点列とする. {ai}i=1,2,... の部分列 {asi}i=1,2,... (s = 0, 1, 2, . . . , n) を
次のように定義する. まず a0

i = ai (i = 1, 2, . . . ) で {a0
i }i=1,2,... を定める. 帰納的に {as−1

i }i=1,2,... (1 ≦ s ≦ n)が
定まり, as−1

i の第 j 成分を as−1
ij とすれば, 各 j = 1, 2, . . . , s− 1 に対し, 実数列 {as−1

ij }i=1,2,... が収束すると仮定す
る. ai ∈ B(0 ; r) より {as−1

is }i=1,2,... は [−r, r] の数列だから {as−1
is }i=1,2,... は収束する部分列 {as−1

ips
}p=1,2,... を含

む. そこで {as−1
i }i=1,2,... の部分列 {as−1

ip
}p=1,2,... を {asi}i=1,2,... とすると, j ≦ s ならば asi の第 j 成分からなる

数列は収束する. このとき, {ai}i=1,2,... の部分列 {ani }i=1,2,... の各成分からなる数列は収束するため, {ani }i=1,2,...
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は収束する. その極限を p とすれば, X は閉集合だから (18.10)により p ∈ X である. □

X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm とし, f : X → Y を写像とする.

定義 18.12 p ∈ Rn, q ∈ Rm とする. どんな ε > 0 に対しても, δ > 0 で
「x ∈ B(p ; δ) ∩X かつ x 6= p ならば f(x) ∈ B(q ; ε)」

を満たすものがあるとき, x を p に近づけたときの f の極限は q であるといい, これを lim
x→p

f(x) = q で表す.

注意 18.13 lim
x→p

f(x) = q であることは, 言い換えると, どんな ε > 0 に対しても, δ > 0 で 「‖x− p‖ < δ, x ∈ X

かつ x 6= p ならば ‖f(x)− q‖ < ε)」を満たすものがあることである. 従って, このことは lim
x→p

‖f(x)− q‖ = 0 と
同値である.

写像の極限に関して次の結果が成り立つ.

命題 18.14 X ⊂ Rn, p ∈ Rn, q, r ∈ Rm, a, b, c ∈ R とし, 写像 f, g : X → Rm は lim
x→p

f(x) = q, lim
x→p

g(x) = r

を満たし, 関数 s : X → R は lim
x→p

s(x) = c を満たすとする. このとき, 次の等式が成り立つ.

1) lim
x→p

(af(x) + bg(x)) = aq + br 2) lim
x→p

s(x)f(x) = cq

証明 1) 任意の ε > 0 に対して, δ1, δ2 > 0 で, 「x ∈ B(p ; δ1) ∩ X かつ x 6= p ならば f(x) ∈ B
(
q; ε

2+2|a|

)
」,

「x ∈ B(p ; δ2) ∩X かつ x 6= p ならば g(x) ∈ B
(
r; ε

2+2|b|

)
」を満たすものがある. δ1, δ2 の小さい方を δ とすると

き, x ∈ B(p ; δ) ∩X かつ x 6= p ならば ‖f(x)− q‖ < ε
2+2|a| かつ ‖g(x)− r‖ < ε

2+2|b| が成り立つため, 三角不等
式を用いると ‖(af(x) + bg(x))− (aq + br)‖ = ‖a(f(x)− q) + b(g(x)− r)‖ ≦ ‖a(f(x)− q)‖+ ‖b(g(x)− r)‖ =

|a|‖f(x)−q‖+|b|‖g(x)−r‖ ≦ ε|a|
2+2|a|+

ε|b|
2+2|b| <

ε
2+

ε
2 = εである. 従って,このとき af(x)+bg(x) ∈ B(aq+br ; ε)

が成り立つため, 1) が示された.

2) 任意の ε > 0 に対して, δ1, δ2 > 0 で, 「x ∈ B(p ; δ1) ∩ X かつ x 6= p ならば f(x) ∈ B
(
q; ε

2+2|c|

)
」,

「x ∈ B(p ; δ2) ∩ X かつ x 6= p ならば s(x) ∈ B
(
r; ε

2+2∥q∥

)
」を満たすものがある. また δ3 > 0 で, 「x ∈

B(p ; δ3) ∩X かつ x 6= p ならば f(x) ∈ B(q ; 1)」を満たすものがある. δ1, δ2, δ3 のうちの最小のもの方を δ と
するとき, x ∈ B(p ; δ) ∩ X かつ x 6= p ならば ‖f(x) − q‖ < ε

2+2|c| , |s(x) − c| < ε
2+2∥q∥ かつ ‖f(x) − q‖ < 1

が成り立つ. このとき, ‖f(x)‖ = ‖q + (f(x) − q)‖ ≦ ‖q‖ + ‖f(x) − q‖ < ‖q‖ + 1 が成り立つことに注意
すれば ‖s(x)f(x) − cq‖ = ‖s(x)f(x) − cf(x) + cf(x) − cq‖ = ‖(s(x) − c)f(x) + c(f(x) − q)‖ ≦ |s(x) −
c|‖f(x)‖ + |c|‖f(x) − q‖ < ε(1+∥q∥)

2+2∥q∥ + ε|c|
2+2|c| <

ε
2 + ε

2 = ε である. 従って x ∈ B(p ; δ) ∩X かつ x 6= p ならば
s(x)f(x) ∈ B(cq ; ε) が成り立つため, 2) が示された. □

x ∈ Rn に対し, f(x) ∈ Rm の第 i-成分を fi(x) で表すことにする. x を fi(x) に対応させることにより, 関数
fi : X → R が定まる.

命題 18.15 q ∈ Rm の第 i-成分を qi とすれば, lim
x→p

f(x) = q が成り立つためには i = 1, 2, . . . ,m に対して
lim
x→p

fi(x) = qi が成り立つことが必要十分である.

証明 lim
x→p

fi(x) = qi が i = 1, 2, . . . ,m に対して成り立つとき, 任意の ϵ > 0 に対して δi > 0 で「x ∈ B(p ; δi)∩X
かつ x 6= p ならば |fi(x) − qi| < ε

m」を満たすものがとれる. δ を δ1, . . . , δm の中で最小のものとすれば,

x ∈ B(p ; δ) ∩ X かつ x 6= p ならば (17.7) から ‖f(x) − q‖ ≦
m∑
k=1

|fk(x) − qk| < m ε
m = ε である. 従って,

lim
x→p

f(x) = q が成り立つ. 逆は, |fi(x)− qi| < ‖f(x)− q‖ から明らか. □

定義 18.16 p ∈ X に対し, lim
x→p

f(x) = f(p) が成り立つとき, f は p で連続であるという. すべての p ∈ X に対
し, f が p で連続であるとき f を連続写像という.
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命題 18.17 p ∈ X に対し, 正の実数 r, L で「x ∈ B(p ; r) ∩X ならば ‖f(x)− f(p)‖ ≦ L‖x− p‖」を満たすもの
があれば, f は p で連続である.

証明 任意の ε > 0に対して, δ を r と ε
L の小さい方とすれば, x ∈ B(p ; δ)∩X ならば ‖f(x)−f(p)‖ ≦ L‖x−p‖ <

Lδ ≦ ε だから f は p で連続である. □

一般に X, Y を集合とし, 写像 f : X → Y が与えられているとき, Y の部分集合 Z に対し f−1(Z) = {x ∈
X| f(x) ∈ Z} とおいて, これを f による Z の逆像と呼ぶ.

命題 18.18 X, Y をそれぞれ Rn, Rm の開集合とする. 写像 f : X → Y が連続ならば, Y に含まれる Rm の任意
の開集合 O に対して, f−1(O) は Rn の開集合である.

証明 p ∈ f−1(O) ならば f(p) ∈ O だから ε > 0 で B(f(p) ; ε) ⊂ O を満たすものがある. f の連続性から δ > 0

で,「x ∈ B(p ; δ) ならば f(x) ∈ B(f(p) ; ε)」を満たすものがある. よって x ∈ B(p ; δ) ならば f(x) ∈ O だから
B(p ; δ) ⊂ f−1(O) となるため p は f−1(O) の内点である. 従って f−1(O) は開集合である. □

命題 18.19 X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm, Z ⊂ Rk, p ∈ Rn, q ∈ Y とし, 写像 f : X → Y は lim
x→p

f(x) = q を満たし, 写像
g : Y → Z は q で連続であるとする. このとき lim

x→p
g◦f(x) = g(q) が成り立つ.

証明 g の q における連続性から, 任意の ε > 0に対して, δ1 > 0で「y ∈ B(q ; δ1)∩Y ならば g(y) ∈ B(g(q) ; ε)」を
満たすものがある. また, f についての仮定から, δ > 0 で,「x ∈ B(p ; δ)∩X かつ x 6= p ならば f(x) ∈ B(q ; δ1)」
を満たすものがある. 従って x ∈ B(p ; δ) ∩ X かつ x 6= p ならば g◦f(x) = g(f(x)) ∈ B(g(q) ; ε) となるため,

lim
x→p

g◦f(x) = g(q) が成り立つ. □

定理 18.20 X が Rn の有界閉集合ならば, X で定義された連続な実数値関数は最大値と最小値をもつ.

証明 もし f が上に有界でないとすれば, 任意の自然数 k に対して f(ak) > k を満たす ak ∈ X がある. (18.11)

により, X の点列 {ak}k=1,2,... は収束する部分列 {akp}p=1,2,... をもつ. lim
p→∞

akp = p とおけば, f の連続性によ
り lim

p→∞
f(akp) = f(p) が成り立つ. 一方 f(akp) > kp ≧ p となるため, 実数列 {f(akp)}p=1,2,... は収束しないた

め, 矛盾が生じた. 故に f は上に有界となり, 集合 {y ∈ R| f(x) = y を満たす x ∈ X がある.} の上限が存在す
る. この上限を M とすれば, 任意の自然数 k に対して f(bk) > M − 1

k を満たす bk ∈ X がある. 再び (18.11)

により, X の点列 {bk}k=1,2,... は収束する部分列 {blp}p=1,2,... をもつ. lim
p→∞

blp = q とおけば, f の連続性により
lim
p→∞

f(blp) = f(q) が成り立つ. 一方 M − 1
p ≦ M − 1

lp
< f(blp) ≦ M となるため, 実数列 {f(blp)}p=1,2,... は M

に収束する. 従って M = f(q) を満たす q ∈ X があるため, M は f の最大値である. 同様にして f の最小値の存
在も示される. □

19 写像の微分
定義 19.1 p を X の内点とする. m× n 行列 A で

lim
x→p

f(x)− f(p)−A(x− p)
‖x− p‖

= 0 · · · (∗)

を満たすものがあるとき f は p で微分可能であるという.

以後, 「f は p で微分可能である.」といったときは p は f の定義域 X の内点であることは仮定する.

命題 19.2 f が pで微分可能ならば r, L > 0でB(p ; r) ⊂ X かつ「x ∈ B(p ; r)ならば ‖f(x)−f(p)‖ ≦ L‖x−p‖」
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を満たすものがある. 従って (18.17) から f は p で連続である.

証明 m × n 行列 A は (19.1) の (∗) を満たすとする. φ(x) = f(x) − f(p) − A(x − p) とおけば, 三角不等式と
(17.13) から ‖f(x)− f(p)‖ = ‖A(x− p) +φ(x)‖ ≦ ‖A(x− p)‖+ ‖φ(x)‖ ≦

(
M + ∥φ(x)∥

∥x−p∥

)
‖x− p‖ · · · (∗) であ

る. 仮定から lim
x→p

∥φ(x)∥
∥x−p∥ = 0 であるため, r > 0 で B(p ; r) ⊂ X かつ「x ∈ B(p ; r), x 6= p ならば ∥φ(x)∥

∥x−p∥ < 1」を
満たすものがとれる. 従って (∗) から x ∈ B(p ; r) ならば ‖f(x)− f(p)‖ < (M + 1)‖x− p‖ である. □

定義 19.3 p ∈ X, v ∈ R とし, 十分小さな r > 0 に対して |t| < r ならば p+ tv ∈ X であるとする. 極限

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t

が存在するとき, f は p において v 方向に微分可能であるといい, この極限のベクトルを f の p における v 方向の
微分という. とくに Y = R (m = 1), v = ej の場合, 上の極限値を ∂f

∂xj
(p) で表し, f の p における j 番目の変数に

関する偏微分といい, このとき, f は j 番目の変数に関して偏微分可能であるという. さらに f が X の各点で j 番
目の変数に関して偏微分可能なとき, p ∈ X を ∂f

∂xj
(p) に対応させる関数を j 番目の変数に関する偏導関数と呼んで

∂f
∂xj

: X → R で表す.

命題 19.4 f : X → Y が p で微分可能なとき, 任意の v ∈ Rn に対して f は p において v 方向に微分可能である.

このとき (19.1) の等式 (∗) における m× n 行列 A は

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
= Av

を満たす. とくに A の第 j 列は lim
t→0

f(p+tej)−f(p)
t で与えられるため (19.1) の等式 (∗) を満たす行列 A は存在すれ

ばただ 1つだけである.

証明 φ(x) = f(x) − f(p) − A(x − p) とおけば仮定から lim
x→p

φ(x)
∥x−p∥ = 0 である. v 6= 0 の場合, x = p + tv

とおき, t → 0 とすれば x → p だから lim
t→0

∥φ(p+tv)∥
|t|∥v∥ = 0 である. 従って lim

t→0

∥φ(p+tv)∥
|t| = 0 が成り立つ. 一方,∥∥∥ f(p+tv)−f(p)t −Av

∥∥∥ = ∥φ(p+tv)∥
|t| だから lim

t→0

∥∥∥ f(p+tv)−f(p)t −Av
∥∥∥ = 0 すなわち lim

t→0

f(p+tv)−f(p)
t = Av を得る.

v = 0 の場合は主張は明らかに成り立つ. □

定義 19.5 上の命題から (19.1) の等式 (∗) を満たす行列 A は f と p を与えればただ 1 つに定まるため, これを
f ′(p) で表して, f の p における微分という.

命題 19.6 f : X → Y を写像とし, x ∈ Rn に対し f(x) ∈ Rm の第 i 成分を fi(x) で表し, X で定義された実数値
関数 fi : X → R を考える.

1) f が p で微分可能ならば, 各 fi は p で微分可能で, f ′(p) の (i, j)-成分は ∂fi
∂xj

(p) である.

2) 逆に各 fi が p で微分可能ならば f は p で微分可能である.

証明 1) f ′(p) の第 i 行を Ai とすると f(x)−f(p)−f ′(p)(x−p)
∥x−p∥ の第 i 成分は fi(x)−fi(p)−Ai(x−p)

∥x−p∥ だから∣∣∣∣fi(x)− fi(p)−Ai(x− p)
‖x− p‖

∣∣∣∣ ≦ ∥∥∥∥f(x)− f(p)− f ′(p)(x− p)
‖x− p‖

∥∥∥∥
が成り立つ. x → p のとき, 右辺は 0 に近づくため lim

x→p

fi(x)−fi(p)−Ai(x−p)
∥x−p∥ = 0 となり, fi は p で微分可能で

f ′i(p) = Ai である. A の (i, j)-成分は Ai の第 j 列だから (19.4) と偏微分の定義から Aiej =
∂fi
∂xj

(p) に等しくなる.

2) A を f ′i(p) を第 i 行とする m× n 行列とすれば, f(x)−f(p)−A(x−p)
∥x−p∥ の第 i 成分は fi(x)−fi(p)−f ′

i(p)(x−p)
∥x−p∥ だか

ら仮定と (18.15) から lim
x→p

f(x)−f(p)−A(x−p)
∥x−p∥ = 0 である. □
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命題 19.7 X ⊂ Rn, v,p ∈ Rn とし, t ∈ (a, b) ならば p+ tv ∈ X であるとする. ω : (a, b) → X を ω(t) = p+ tv

で定め, 関数 f : X → R は ω(t) (t ∈ (a, b)) において微分可能であるとする. このとき,

(f◦ω)′(t) =
n∑
j=1

vj
∂f

∂xj
(p+ tv)

が成り立つ. ただし, vj は v の第 j-成分である.

証明 (19.6)から f ′(p+ tv) =
(
∂f
∂x1

(p+ tv), ∂f∂x2
(p+ tv), . . . , ∂f∂xn

(p+ tv)
)
である. 一方 (19.4)から (f◦ω)′(t) =

lim
h→0

f((p+tv)+hv)−f(p+tv)
h = f ′(p+ tv)v だから結果を得る. □

定理 19.8 (合成写像の微分法) X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm, Z ⊂ Rl とする. f : X → Y が p で微分可能であり, g : Y → Z

が f(p) で微分可能ならば, 合成写像 g◦f : X → Z も p で微分可能で, (g◦f)′(p) = g′(f(p))f ′(p) が成り立つ.

証明 φ(x) = f(x)− f(p)− f ′(p)(x− p), ψ(y) = g(y)− g(f(p))− g′(f(p))(y − f(p)) とおくと, 仮定から

lim
x→p

φ(x)

‖x− p‖
= 0 · · · (1) lim

y→f(p)

ψ(y)

‖y − f(p)‖
= 0 · · · (2)

が成り立つ. さらに λ(x) = (g◦f)(x)− (g◦f)(p)− g′(f(p))f ′(p)(x−p) とおくと, ψ(f(x)) = g(f(x))− g(f(p))−
g′(f(p))(f(x)− f(p)) = g(f(x))− g(f(p))− g′(f(p))f ′(p)(x− p)− g′(f(p))φ(x) = λ(x)− g′(f(p))φ(x) だか
ら λ(x) = ψ(f(x)) + g′(f(p))φ(x) である. 三角不等式から

‖λ(x)‖
‖x− p‖

≦ ‖ψ(f(x))‖
‖x− p‖

+
‖g′(f(p))φ(x)‖

‖x− p‖
· · · (3)

であり, x が p に近づくとき上の不等式の左辺が 0 に近づくことが示されれば, λ(x) の定義から主張が示される. ま
ず, A = g′(f(p)) として (17.13) を用いると

‖g′(f(p))φ(x)‖
‖x− p‖

≦M
‖φ(x)‖
‖x− p‖

を満たす定数 M があり, (1)から x が p に近づくとき上式の右辺は 0 に近づくため

lim
x→p

‖g′(f(p))φ(x)‖
‖x− p‖

= 0 · · · (4)

である. (19.2) から, r, L > 0 で B(p ; r) ⊂ X かつ ‖x− p‖ < r ならば

‖f(x)− f(p)‖ ≦ L‖x− p‖ · · · (5)

を満たすものがある. さて ε > 0 任意にとると, (2) から δ1 > 0 で, ‖y − f(p)‖ < δ1 ならば

‖ψ(y)‖ ≦ ε

L
‖y − f(p)‖ · · · (6)

を満たすものがとれる. そこで r と δ1
L の小さい方を δ とすれば, ‖x − p‖ < δ ならば (5) から ‖f(x) − f(p)‖ ≦

L‖x− p‖ < Lδ ≦ δ1 だから (6), (5) を用いると ‖ψ(f(x))‖ ≦ ε
L‖f(x)− f(p)‖ ≦ ε‖x− p‖ となるため,

lim
x→p

‖ψ(f(x))‖
‖x− p‖

= 0

が得られる. これと (4) から x が p に近づくとき (3) の左辺が 0 に近づくことがわかる. □
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20 偏微分
補題 20.1 x1, . . . , xn を負でない実数とするとき, x1 + · · ·+ xn ≤

√
n
√
x21 + · · ·+ x2n が成り立つ.

証明 (
√
n
√
x21 + · · ·+ x2n)

2 − (x1 + · · ·+ xn)
2 =

∑
1≦i<j≦n

(xi − xj)
2 ≧ 0 □

定理 20.2 f : X → Y を写像とし, x ∈ Rn に対し f(x) ∈ Rm の第 i 成分を fi(x) で表し, X で定義された実数値
関数 fi : X → R を考える. i = 1, 2, . . . ,m に対し, fi は X の各点ですべての変数に対して微分可能で, 偏導関数
∂fi
∂xj

: X → R は連続であるとする. このとき, f は X の各点で微分可能である.

証明 (19.6) の 2) から Y = R の場合に対して主張を示せばよい. x,p ∈ X の第 j 成分をそれぞれ xj , pj として,

gi : [0, 1] → R を

gi(t) = f

i−1∑
j=1

pjej + (pi + t(xi − pi))ei +

n∑
j=i+1

xjej


で定めると, gi は (0, 1) の各点で微分可能であり,

g′i(t) = (xi − pi)
∂f

∂xi

i−1∑
j=1

pjej + (pi + t(xi − pi))ei +

n∑
j=i+1

xjej

 · · · (∗)

が成り立つ. さらに i = 2, 3, . . . , n に対し, gi(1) = gi−1(0) であり, g1(1) = f(x), gn(0) = f(p) だから
f(x)− f(p) =

n∑
i=1

(gi(1)− gi(0)) が成り立つ. 平均値の定理から gi(1)− gi(0) = g′i(θi) を満たす 0 < θi < 1 がある

ため, ci =
i−1∑
j=1

pjej + (pi + θi(xi − pi))ei +
n∑

j=i+1

xjej とおいて (∗) に注意すれば,

f(x)− f(p)−
n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)(xi − pi) =

n∑
i=1

(
gi(1)− gi(0)−

∂f

∂xi
(p)(xi − pi)

)

=

n∑
i=1

(
g′i(θi)−

∂f

∂xi
(p)(xi − pi)

)

=

n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(ci)−

∂f

∂xi
(p)

)
(xi − pi)

である. ∂f
∂xi
の連続性から, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で ‖v − p‖ < δ ならば i = 1, 2, . . . , n に対して∣∣∣ ∂f∂xi

(v)− ∂f
∂xi

(p)
∣∣∣ < ε√

n
を満たすものがある. ‖ci − p‖ =

√
θ2i (xi − pi)2 +

n∑
j=i+1

(xj − pj)2 ≦ ‖x − p‖ だから

0 < ‖x− p‖ < δ ならば
∣∣∣ ∂f∂xi

(ci)− ∂f
∂xi

(p)
∣∣∣ < ε√

n
であり, これと上の計算および (20.1) から∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−

n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)(xi − pi)

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (ci)− ∂f

∂xi
(p)

∣∣∣∣ |xi − pi| <
n∑
i=1

ε√
n
|xi − pi| ≦ ε‖x− p‖

が得られる. これは A =
(
∂f
∂x1

(p), ∂f∂x2
(p), . . . , ∂f∂xn

(p)
)
とおけば lim

x→p

f(x)−f(p)−A(x−p)
∥x−p∥ = 0 が成り立つことを意味

するため, f は p で微分可能である. □

定義 20.3 X ⊂ Rn とし, 各 x ∈ X に対して B(x ; r) ⊂ X を満たす r > 0 があるとする. 関数 f : X → R と
1 ≦ is ≦ n (s = 1, 2, . . . , r) を満たす数列 i1, i2, . . . , ir に対し, f の r 次偏導関数

∂rf

∂xir∂xir−1
. . . ∂xi1

: X −→ R
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を次のように帰納的に定義する. f が X の各点で i1 番目の変数に関して偏微分可能であるとき, ∂1f
∂xi1

は x ∈ X を
∂f
∂xi1

(x) に対応させる関数とする. ∂r−1f
∂xir−1

...∂xi1
: X → R (r ≧ 2) が定まり, X の各点で ir 番目の変数に関して偏微

分可能であるとき, ∂rf
∂xir∂xir−1

...∂xi1
を

∂rf

∂xir∂xir−1 . . . ∂xi1
(x) =

∂

∂xir

(
∂r−1f

∂xir−1 . . . ∂xi1

)
(x)

によって定義する.

1 ≦ is ≦ n (s = 1, 2, . . . , r) を満たす任意の数列 i1, i2, . . . , ir に対し, f の r 次偏導関数が定義できるとき,「f は
X で r 回偏微分可能である」という.

定理 20.4 p ∈ X ⊂ Rn とし, B(p ; r) ⊂ X を満たす r > 0 があるとする. また f : X → R は X の各点で
i 番目と j 番目の変数に関して偏微分可能であるとし, ∂f

∂xi
, ∂f∂xj

: X → R がともに連続であるとする. さらに,

∂2f
∂xj∂xi

: X → R が存在して, p ∈ X において連続ならば ∂f
∂xj
は p で i 番目の変数に関して偏微分可能であり,

∂
∂xi

(
∂f
∂xj

)
(p) = ∂2f

∂xj∂xi
(p) が成り立つ.

証明 J ⊂ R2 を J =
{( x

y

)
∈ R2

∣∣∣ |x|, |y| < r√
2

}
で定め, F : J → R を

F
( x
y

)
= f(p+ xei + yej)− f(p+ xei)− f(p+ yej) + f(p)

で定義する. t ∈ (− r√
2
, r√

2
) を固定して φt : (− r√

2
, r√

2
) → R を φt(x) = f(p+ xei + tej)− f(p+ xei) で定めれ

ば, φ′
t(x) =

∂f
∂xi

(p+ xei + tej)− ∂f
∂xi

f(p+ xei) および φt(x)− φt(0) = F
(
x
t

) が成り立つ. s ∈ (− r√
2
, r√

2
) に対

し, 0 と s で挟まれた区間において平均値の定理を用いると 0 < θ1 < 1 で φt(s) − φt(0) = sφ′
t(θ1s) をみたすもの

があるため,

F
(
s
t

)
= s

(
∂f

∂xi
(p+ θ1sei + tej)−

∂f

∂xi
(p+ θ1sei)

)
· · · (1)

が成り立つ. ここで θ1 は s と t の両方に依存することに注意する. さらに, s, t を固定して ψ : (− r√
2
, r√

2
) → R を

ψ(u) = ∂f
∂xi

(p+ θ1sei + uej) で定義すれば, 仮定から ψ は微分可能で, 0 と t で挟まれる区間で平均値の定理を用い
ると, 0 < θ2 < 1 で ψ(t)− ψ(0) = tψ′(θ2t) を満たすものがある. ψ′(u) = ∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + uej) だから

∂f

∂xi
(p+ θ1sei + tej)−

∂f

∂xi
(p+ θ1sei) = t

∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + θ2tej) · · · (2)

が得られる. (1), (2) から
F
(
s
t

)
= st

∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + θ2tej) · · · (3)

を満たす 0 < θ1, θ2 < 1 の存在が示せたことになる. s, t ∈ (− r√
2
, r√

2
) を固定して λs : (− r√

2
, r√

2
) → R を λs(y) =

f(p+ sei+ yej)− f(p+ yej) で定めて, 0 と t で挟まれた区間で平均値の定理を用いれば, λs(t)−λs(0) = tλ′s(θ3t)

を満たす 0 < θ3 < 1 がある. λs(t)− λs(0) = F
(
s
t

)
, λ′s(y) =

∂f
∂xj

(p+ sei + yej)− ∂f
∂xj

(p+ yej) より

F
(
s
t

)
= t

(
∂f

∂xj
(p+ sei + θ3tej)−

∂f

∂xj
(p+ θ3tej)

)
· · · (4)

である. 任意の ε > 0 に対し, ∂2f
∂xj∂xi

の p における連続性から 0 < δ < 1 で, x2 + y2 < δ2 ならば∣∣∣∣ ∂2f

∂xj∂xi
(p+ xei + yej)−

∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ < ε · · · (5)

を満たすものがある. 従って, s2 + t2 < δ2 ならば (3), (4), (5) から∣∣∣∣1s
(
∂f

∂xj
(p+ sei + θ3tej)−

∂f

∂xj
(p+ θ3tej)

)
− ∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + θ2tej)−

∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ < ε
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が成り立つ. ∂f
∂xj
の連続性から, 上式で t→ 0 とすれば |s| < δ ならば∣∣∣∣1s

(
∂f

∂xj
(p+ sei)−

∂f

∂xj
(p)

)
− ∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ ≦ ε

が成り立つことが分かる. ε は任意だから上式は定理の主張が成り立つことを示している. □

上の定理から, f が r 回偏微分可能で r 次までの偏導関数がすべて連続ならば r 次偏導関数は偏微分する変数の順
序には依存しないことが分かる.

21 多変数関数のテイラーの定理
X を Rn の部分集合, f : X → R を関数とする. v ∈ Rn の第 i 成分を vi とし, f がすべての変数について偏微
分可能であるとき, 関数 (

v1
∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)
f : X → R

を ((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)
f

)
(x) =

n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(x)

で定義する. 帰納的に, f が r 回偏微分可能であるとき(
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f : X → R

を (
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r−1

f

)
で定める.

補題 21.1 f : X → R は r 回偏微分可能であるとする. p ∈ X, v ∈ Rn, a, b ∈ R (a < b) に対し, t ∈ (a, b) なら
ば p+ tv ∈ X であるとき, g : (a, b) → R を g(t) = f(p+ tv) で定める. このとき, g の r 次導関数は

g(r)(t) =

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f

)
(p+ tv)

で与えられる.

証明 (19.6) から, g′(t) =
((
v1

∂
∂x1

+ v2
∂
∂x2

+ · · · + vn
∂
∂xn

)
f
)
(p + tv) であるため, r = 1 のとき主張は正しい.

g(r−1)(t) =
((
v1

∂
∂x1

+v2
∂
∂x2

+· · ·+vn ∂
∂xn

)r−1
f
)
(p+tv)が成り立つと仮定し, h =

(
v1

∂
∂x1

+v2
∂
∂x2

+· · ·+vn ∂
∂xn

)r−1
f

とおくと, g(r−1)(t) = h(p+ tv) だから再び合成写像の微分法から g(r)(t) = h′(p+ tv)v =
((
v1

∂
∂x1

+ v2
∂
∂x2

+ · · ·+
vn

∂
∂xn

)
h
)
(p+ tv) =

((
v1

∂
∂x1

+ v2
∂
∂x2

+ · · ·+ vn
∂
∂xn

)r
f
)
(p+ tv) となるため, r のときも主張が成り立つ. □

補題 21.2 l1, . . . , lk は正の整数とし, r = l1 + · · · lk とおくと,

k∑
s=1

(r − 1)!

l1! · · · (ls − 1)! · · · lk!
=

r!

l1! · · · lk!

が成り立つ.

証明 k による帰納法で示す. k = 1 のとき, 主張は明らかに成り立つ. k − 1 のとき, 主張が正しいと仮定すると,
k∑
s=1

(r−1)!
l1!···(ls−1)!···lk! =

k−1∑
s=1

(r−lk−1)!
l1!···(ls−1)!···lk−1!

(r−1)!
lk!(r−lk−1)! +

(r−1)!
l1!···lk−1!(lk−1)! = (r−lk)!

l1!···lk−1!
(r−1)!

lk!(r−lk−1)! +
(r−1)!

l1!···lk−1!(lk−1)! =

r!
l1!···lk−1!lk!

となって, k のときも主張は成り立つ. □
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命題 21.3 f : X → R が r 回偏微分可能で, r 次までの偏導関数がすべて連続であるとき, x ∈ X に対し,((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f

)
(x) =

∑
i1+···+in=r

r!

i1! · · · in!
vi11 · · · vinn

∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(x)

が成り立つ.

証明 r による帰納法で示す. r = 1 のときは主張は明らかに成り立つ. r − 1 のとき主張が正しいと仮定すると,

((v1
∂
∂x1

+v2
∂
∂x2

+ · · ·+vn ∂
∂xn

)rf)(x) =
∑

j1+···+jn=r−1

(r−1)!
j1!···jn! (

n∑
s=1

vj11 · · · vjs+1
s · · · vjnn

∂rf

∂x
j1
1 ···∂xjs+1

s ···∂xjn
n

)(x)) · · · (∗)

ここで i1 + · · · + in = r を満たす負でない整数 i1, . . . , in に対して, 上式の vi11 · · · vinn
∂rf

∂x
i1
1 ···∂xin

n

(x) の項を
集めると, その係数は ∑

1≤s≤n,is ̸=0

(r−1)!
i1!···(is−1)!···in! だから (21.2) により, r!

i1!···in! に等しくなる. 従って, (∗) =∑
i1+···+in=r

r!
i1!···in!v

i1
1 · · · vinn

∂rf

∂x
i1
1 ···∂xin

n

(x) となって r のときも主張が成り立つ. □

定理 21.4 (テイラーの定理) f : X → R が r 回偏微分可能で, r 次までの偏導関数がすべて連続であるとする.

p,x ∈ X に対し, p と x を結ぶ線分は X に含まれるとするとき, 0 < θ < 1 で,

f(x) = f(p) +

r−1∑
k=1

∑
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

+
∑

i1+···+in=r

1

i1! · · · in!
∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ θ(x− p))(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

を満たすものがある. ここで, xi, pi はそれぞれ x, p の第 i 成分である.

証明 g : [0, 1] → R を g(t) = f(p+ t(x− p)) で定めれば, g に関するテイラーの定理から,

g(1) = g(0) +

r−1∑
k=1

1

k!
g(k)(0) +

1

r!
g(r)(θ)

を満たす 0 < θ < 1 がある. (21.1), (21.3) により,

g(k)(t) =

((
(x1 − p1)

∂

∂x1
+ (x2 − p2)

∂

∂x2
+ · · ·+ (xn − pn)

∂

∂xn

)k
f

)
(p+ t(x− p))

=
∑

i1+···+in=k

k!

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ t(x− p))(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

だから, これを上式に代入すれば結果が得られる. □

補題 21.5

(x1 + · · ·+ xn)
r =

∑
i1+···+in=r

r!

i1! · · · in!
xi11 · · ·xinn

証明 n による帰納法で示す. n = 1 のときは主張は明らか. n− 1 のときに主張が成立すると仮定すると, 二項定理
から, (x1 + · · ·+ xn)

r =
∑

s+in=r

r!
s!in!

(x1 + · · ·+ xn−1)
sxinn =

∑
s+in=r

r!
s!in!

(
∑

i1+···+in−1=s

s!
i1!···in−1!

xi11 · · ·xin−1

n−1 )x
in
n =∑

i1+···+in=r

r!
i1!···in!x

i1
1 · · ·xinn □

系 21.6 (21.4) と同じ仮定のもとで, 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, 0 < ‖x− p‖ < δ ならば∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−
r∑

k=1

∑
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

∣∣∣∣∣ < ε‖x− p‖r

を満たすようなものがある.
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証明 ∂rf

∂x
i1
1 ···∂xin

n

の連続性から任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, ‖x− p‖ < δ ならば i1 + · · ·+ in = r を満たすすべ
ての負でない整数 i1, . . . , in に対して∣∣∣∣ ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(x)− ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)

∣∣∣∣ < r!√
nr
ε

を満たすようなものがある. テイラーの定理と (21.5), (20.1) を用いると, 0 < ‖x− p‖ < δ ならば∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−
r∑

k=1

∑
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∑
i1+···+in=r

1

i1! · · · in!

(
∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ θ(x− p))− ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)

)
(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

∣∣∣∣∣
≦

∑
i1+···+in=r

1

i1! · · · in!

∣∣∣∣ ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ θ(x− p))− ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)

∣∣∣∣ |x1 − p1|i1 · · · |xn − pn|in

<
∑

i1+···+in=r

1

i1! · · · in!
|x1 − p1|i1 · · · |xn − pn|in

r!√
nr
ε = (|x1 − p1|+ · · ·+ |xn − pn|)r

ε√
nr

≦ ε‖x− p‖r

□

22 2次形式
n 次元列ベクトル x に対し, tx を x を n× 1 行列とみなしたときの転置行列とする.

定義 22.1 A を実数を成分にもつ n 次対称行列とする. x ∈ Rn に対し txAx を対応させる関数 QA : Rn → R を
A を係数行列とする (実)2次形式という.

x ∈ Rn の第 j 成分を xj とし, A の (i, j)-成分を aij とすれば, aji = aij より

QA(x) =
txAx =

n∑
i,j=1

aijxixj =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≦i<j≦n

2aijxixj · · · (∗)

である. 従って QA は x1, x2, . . . , xn の「2次関数」であるといえる. このとき, 以下の命題が明らかに成り立つ.

命題 22.2 r ∈ R, x ∈ Rn に対し, QA(rx) = r2QA(x).

命題 22.3 A が零行列でないならば 2次形式 QA : Rn → R に関して以下のいずれか 1つだけが成り立つ.

1) x 6= 0 ならば QA(x) > 0 である.

2) x 6= 0 ならば QA(x) < 0 である.

3) すべての x ∈ Rn に対し, QA(x) ≧ 0 であり, QA(a) = 0 となる a 6= 0 がある.

4) すべての x ∈ Rn に対し, QA(x) ≦ 0 であり, QA(a) = 0 となる a 6= 0 がある.

5) QA(a) > 0 となる a ∈ Rn と QA(b) < 0 となる b ∈ Rn がある.

定義 22.4 実対称行列 A が上の命題の 1) を満たすとき, A を正値対称行列といい, 2) を満たすとき, A を負値対称
行列という. また, 5) を満たすとき A は不定符号であるという.

命題 22.5 A, B を n 次実対称行列とする. QA = QB : Rn → R (すなわち, すべての x ∈ Rn に対して
QA(x) = QB(x)) ならば A = B である.

証明 A = (aij), B = (bij) とし, ej ∈ Rn の基本ベクトルとすれば, QA(ei) = teiAei = aii, QA(ei + ej) =
t(ei + ej)A(ei + ej) =

teiAei +
teiAej +

tejAei +
tejAej = aii + aij + aji + ajj = aii +2aij + ajj であり, 同様
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にQB(ei) = bii, QB(ei+ ej) = bii+2bij + bjj を得る. 仮定からすべての 1 ≦ i, j ≦ n に対して QA(ei) = QB(ei)

QA(ei + ej) = QB(ei + ej) だから aii = bii, aii + 2aij + ajj = bii + 2bij + bjj が成り立つ. これらの式から
aij = bij が得られる. □

命題 22.6 A を n 次対称行列, P を n 次正方行列とするとき, 任意の y ∈ Rn に対して QA(Py) = QtPAP (y) が
成り立つ.

証明 QA(Py) =
t(Py)A(Py) = ty(tPAP )y = QtPAP (y). □

Rij (1 ≦ i, j ≦ n) を n 次単位行列 En の第 i 行と第 j 行を入れ替えて得られる行列とすると R−1
ij = tRij = Rij

であり, 次の結果は容易に示される.

補題 22.7 A を n 次正方行列とするとき, RijA は A の第 i 行と第 j 行を入れ替えて得られる行列, ARij は A の
第 i 列と第 j 列を入れ替えて得られる行列である. 従って RijARij の対角成分は A の対角成分の i 番目と j 番目
を入れ替えたものである.

2次形式 QA は「平方完成」できる. すなわち, 次の定理が成り立つ.

定理 22.8 A を n 次実対称行列とするとき, 正則行列 P で P−1x の第 j 成分を yj とすれば,

QA(x) = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q (0 ≦ p ≦ n, 0 ≦ q ≦ n− p)

という形になるものが存在する.

証明 まず, 正則行列 T で T−1x の第 j 成分を yj とすれば, QA(x) = c1y
2
1 + · · · + cny

2
n の形になるものがあるこ

とを n による帰納法で示す. A = O ならば主張は明らかだから, A 6= O と仮定する. A の (i, j)-成分を aij とする.

まず n = 1 のときは主張は明らかであり, A が n− 1 次対称行列のときに主張が成り立つと仮定する.

(1) akk 6= 0 となる k がある場合;

u = R−1
knx とおいて, u の第 j 成分を uj とすれば, (22.6) から QA(x) = QA(Rknu) = QtRknARkn

(u) である.
tRknARkn = RknARkn = (bij) とすれば, (22.7) から bnn = akk 6= 0 であり, tRknARkn は対称行列であることに
注意する. そこで bin = bni を用いて, 以下のように un に関して平方完成する.

QA(x) = QtRknARkn
(u) =

n∑
i,j=1

bijuiuj =

n−1∑
i,j=1

bijuiuj + bnnu
2
n +

n−1∑
i=1

2binuiun

=

n−1∑
i,j=1

bijuiuj + bnn

(
un +

n−1∑
i=1

bin
bnn

ui

)2

− bnn

(
n−1∑
i=1

bin
bnn

ui

)2

=

n−1∑
i,j=1

(
bij −

binbjn
bnn

)
uiuj + bnn

(
un +

n−1∑
i=1

bin
bnn

ui

)2

· · · (i)

従って P1 =


1 0 0

. . .
...

0 1 0
b1n
bnn

· · · bn−1n

bnn
1

 (P1 の (n, i)-成分 (i = 1, 2, . . . , n − 1) は bin
bnn

) とおき, v = P1u とおいて

v の第 i 成分を vi とすれば P1 は正則行列であり, vi = ui (i < n), vn = un +
n−1∑
i=1

bin
bnn

ui が成り立つ. このとき
v = P1R

−1
knx であり, (i) から

QA(x) = QA(RknP
−1
1 v) = QtRknARkn

(P−1
1 v) =

n−1∑
i,j=1

(
bij −

binbjn
bnn

)
vivj + bnnv

2
n · · · (ii)
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を得る. さらに bij − binbjn
bnn

を (i, j)-成分にもつ n − 1 次対称行列を B として, C =
(
B 0
t0 bnn

)
とおき, v′ ∈ Rn−1

を v から第 n 成分を除いたベクトルとすれば v = P1R
−1
knx ならば (ii) から以下の等式が得られる.

QA(x) = QC(v) = QB(v
′) + bnnv

2
n · · · (iii)

B に帰納法の仮定を用いると, n− 1 次正則行列 T1 で v′ ∈ Rn−1 に対し w′ = T−1
1 v′ の第 i 成分を wi とすれば

QB(v
′) = c1w

2
1 + · · ·+ cn−1w

2
n−1 いう形になるものがある. T2 =

(
T1 0
t0 1

)
, とおくと T2 も正則である. w = T−1

2 v

とおいて, v′,w′ ∈ Rn−1 をそれぞれ v, vw から第 n 成分を除いたベクトルとすれば w′ = T−1
1 v′, wn = vn と (iii)

から w = T−1
2 P1R

−1
knx ならば QA(x) = c1w

2
1 + · · · + cn−1w

2
n−1 + bnnw

2
n である. ゆえに A が n 次対称行列の場

合も主張が成り立つ.

(2) a11 = · · · = ann = 0 の場合;

A 6= O だから akl が 0 でないような k, l がある. xk = uk + ul, xl = uk − ul, xi = ui (i 6= k, l), すなわち P3 を第
i 行が i = k なら tek +

tel, i = l なら tek − tel, i 6= k, l なら tei であるような n 次正則行列として u = P−1
3 x と

おけば, QA(x) = QA(P3u) = 2aklu
2
k + · · · となり, u2k の係数は 0 でないため, QtP3AP3

(u) = QA(P3u) は上の (1)

の場合に帰着する.

正則行列 T で y = T−1x の第 j 成分を yj とすれば, QA(x) = QA(Ty) = c1y
2
1 + · · ·+ cny

2
n の形になるものを

選ぶ. y の成分の順序を入れ替えることにより, c1, . . . , cp > 0, cp+1, . . . , cp+q < 0, cp+q+1 = · · · = cn = 0 の形にす
る. すなわち Rij の形をした行列の積で表される行列 R で z = R−1y とおけば,

QA(x) = QA(TRz) = c′1z
2
1 + · · ·+ c′pz

2
p + c′p+1z

2
p+1 + · · ·+ c′p+qz

2
p+q (c′1, . . . , c

′
p > 0, c′p+1, . . . , c

′
p+q < 0)

となるものがある. 最後に, D を対角行列で i 番目の対角成分が 1 ≦ i ≦ p なら 1√
c′i
, p+ 1 ≦ i ≦ p+ q なら 1√

−c′i
,

p+ q + 1 ≦ i ≦ n なら 1 で与えられるものとして w = D−1z とおけば
QA(x) = QA(TRDw) = w2

1 + · · ·+ w2
p − w2

p+1 − · · · − w2
p+q

となる. □

n 次対角行列


Ep 0

−Eq
0 O

 を Dp,q で表すことにする.

系 22.9 実数を成分にもつ n 次対称行列 A に対し, 正則行列 P で, tPAP = Dp,q という形になるものがある.

証明 2次形式 QA に対し, 正則行列 P で (22.8) の条件を満たすものをとれば, (22.6) から任意の y ∈ Rn に対し,

QtPAP (y) = QA(Py) = y21 + · · ·+ y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q = QDp,q (y) が成り立つため (22.5) から tPAP = Dp,q

である. □

命題 22.10 零でない実対称行列 A に対し, 正則行列 P で tPAP = Dp,q という形になるものをとる.

(1) A が正値対称行列 ⇔ p = n かつ q = 0.

(2) A が負値対称行列 ⇔ p = 0 かつ q = n.

(3) A が (22.3) の 3) を満たす ⇔ p < n かつ q = 0.

(4) A が (22.3) の 4) を満たす ⇔ p = 0 かつ q < n.

(5) A が不定符号 ⇔ p > 0 かつ q > 0.

証明 任意の y ∈ Rn に対し, QA(Py) = y21 + · · · + y2p − y2p+1 − · · · − y2p+q であり P は正則行列だから y が Rn

全体を動けば Py もRn 全体を動く. 従って p = n かつ q = 0 ならば A は正値対称行列, p = 0 かつ q = n ならば
A は負値対称行列, p < n かつ q = 0 ならば A は (22.3) の 3) を満たし, p = 0 かつ q < n ならば A は (22.3) の
4) を満たし, p > 0 かつ q > 0 ならば A は不定符号である. □
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補題 22.11 A が正値対称行列ならば正の実数 µ で, 「x ∈ Rn ならば QA(x) ≧ µ‖x‖2」を満たすものがある. また
A が負値対称行列ならば負の実数 ν で,「x ∈ Rn ならば QA(x) ≦ ν‖x‖2」を満たすものがある.

証明 A が正値対称行列ならば (22.9), (22.10) から正則行列 P で tPAP = En となるものがとれる. P = (pij),

µ = (
n∑

i,j=1

p2ij)
−1, y = P−1x とおくと, P , y に対し (17.13) を用いると ‖x‖ = ‖Py‖ ≦ 1√

µ‖y‖ だから QA(x) =

QA(Py) = QEn
(y) = ‖y‖2 ≧ µ‖x‖2. 後半も同様. □

最後に n = 2 の場合を考える.

命題 22.12 2次実対称行列 A =
(
a b
b c

) について以下のことが成り立つ.

(1) A が正値対称行列 ⇔ a > 0 かつ ac− b2 > 0.

(2) A が負値対称行列 ⇔ a < 0 かつ ac− b2 > 0.

(3) A が (22.3) の 3) または 4) を満たす ⇔ ac− b2 = 0.

(4) A が不定符号 ⇔ ac− b2 < 0.

証明 a 6= 0 ならば QA(x) = a(x + b
ay)

2 + ac−b2
a y2 だからこの場合, 上の 4 つの主張の ⇐ が成り立つこ

とがわかる. a = 0 の場合, b = 0 ならば QA(x) = cy2 より (3) の主張の ⇐ が成り立ち, b 6= 0 ならば
QA(x) = 2bxy + cy2 = (bx+ c+1

2 y)2 − (bx+ c−1
2 y)2 より (4) の主張の ⇐ が成り立つ. □

23 多変数関数の極大・極小
定義 23.1 X を Rn の部分集合, f : X → R を関数とする. p ∈ X に対し, ε > 0 で “x ∈ X かつ ‖x− p‖ < ε な
らば f(x) ≦ f(p)”を満たすものがあるとき, f は p で極大であるといい, f(p) を f の極大値という. また, ε > 0 で
“x ∈ X かつ ‖x− p‖ < ε ならば f(x) ≧ f(p)”を満たすものがあるとき, f は p で極小であるといい, f(p) を f の
極小値という.

命題 23.2 Rn の部分集合 X で定義された実数値関数 f : X → R が X の内点 p において微分可能であり, 極大ま
たは極小ならば j = 1, 2, . . . , n に対して ∂f

∂xj
(p) = 0 である.

証明 B(p ; r) ⊂ X を満たす r > 0 をとり, fj : (−r, r) → R を fj(t) = f(p+ tej) で定める. f が p で極大 (極小)

ならば fj は 0 で極大 (極小)だから 1変数関数の場合の結果により ∂f
∂xj

(p) = f ′j(0) = 0 となる. □

X を Rn の部分集合, f : X → R を 2回偏微分可能で 2次までの偏導関数がすべて連続であるような関数とする.

x ∈ X に対し, ∂2f
∂xi∂xj

(x) が (i, j)-成分であるような n 次正方行列を f ′′(x) とする. すなわち

f ′′(x) =



∂2f
∂x2

1
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xj
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(x)

...
...

...
∂2f

∂xi∂x1
(x) . . . ∂2f

∂xi∂xj
(x) . . . ∂2f

∂xi∂xn
(x)

...
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂xn∂xj
(x) . . . ∂2f

∂x2
n
(x)


.

このとき f ′′(x) は対称行列であることに注意する.

f : X → R は 2回偏微分可能で 2次までの偏導関数は連続であるとする. このとき f が X の内点 p で極大か極
小であるかを判定する次の定理を証明する.

定理 23.3 f ′(p) = (0, . . . , 0) とする.
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(1) f ′′(p) が正値対称行列ならば p で f は極小.

(2) f ′′(p) が負値対称行列ならば p で f は極大.

(3) f ′′(p) が不定符号ならば p で f は極大でも極小でもない.

証明 まず
∑

i1+···+in=2

1

i1! · · · in!
∂2f

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in =

1

2
t(x− p)f ′′(p)(x− p) = 1

2
Qf ′′(p)(x− p)

が成り立つことに注意し, これと (21.6) から, 任意の ε > 0 に対し, 0 < δ < r で 0 < ‖x− p‖ < δ ならば

1

2
Qf ′′(p)(x− p)− ε‖x− p‖2 < f(x)− f(p) <

1

2
Qf ′′(p)(x− p) + ε‖x− p‖2 · · · (∗)

を満たすようなものがある.

(1) f ′′(p) が正値対称行列ならば (22.11) から正の実数 µ で, 「v ∈ Rn ならば Qf ′′(p)(v) ≧ µ‖v‖2」を満たすも
のがとれる. ε = 1

2µ に対して δ > 0 を選べば, (∗) から 0 < ‖x− p‖ < δ ならば f(x) > f(p) が成り立つ.

(2) 証明は (1) と同様にできる.

(3) f ′′(p) が不定符号ならば Qf ′′(p)(a) > 0, Qf ′′(p)(b) < 0 となる a, b ∈ Rn をとり, (22.2) から, 適当なスカ
ラー倍をすることにより ‖a‖ = ‖b‖ = 1 と仮定してよい. x = p + ta (|t| < r) のとき ε = 1

3Qf ′′(p)(a) に対して
0 < δ ≦ r を選んで (∗) から 0 < |t| < δ ならば f(x)− f(p) > t2

6 Qf ′′(p)(a) > 0 である. 従って f は p で極大では
ない. また x = p+ tb (|t| < r) のとき ε = − 1

3Qf ′′(p)(b) に対して 0 < δ ≦ r を選んで (∗) から 0 < |t| < δ ならば
f(x)− f(p) < t2

6 Qf ′′(p)(b) < 0 である. 従って f は p で極小ではない. □

f ′′(p) が上の定理の条件のどれにもあてはまらない場合, すなわち f ′′(p) が (22.3), (22.10) の 3), 4) の場合にあ
てはまる場合は f ′′(p) だけでは以下の例が示すように極大・極小の判定はできない.

例 23.4 f, g : R2 → R を f ( xy ) = x4 + y4, g ( xy ) = x3 + y3 で定めると, f ′(0) = g′(0) = (0, 0) であり
f ′′(0) = g′′(0) = ( 0 0

0 0 ) となる. 明らかに任意の x ∈ R2 に対して f(x) ≧ f(0) = 0 だから f は原点で極小 (最小)

であるが, g(te1) = t3 だから x-軸に沿って g は負から正に符号を変えるため g は原点で極大でも極小でもない.

n = 2 の場合, (23.3) と (22.12) から次の結果が得られる.

定理 23.5 X ⊂ R2 とし, f : X → R は 2回偏微分可能で 2次偏導関数は連続であるとする. p ∈ X に対し, 十分
小さな r > 0 をとれば「‖x− p‖ < r ならば x ∈ X」が成り立ち ∂f

∂x (p) =
∂f
∂y (p) = 0 とする.

(1) ∂2f
∂x2 (p) > 0 かつ ∂2f

∂x2 (p)
∂2f
∂y2 (p)−

(
∂2f
∂x∂y (p)

)2
> 0 ならば f は p で極小.

(2) ∂2f
∂x2 (p) < 0 かつ ∂2f

∂x2 (p)
∂2f
∂y2 (p)−

(
∂2f
∂x∂y (p)

)2
> 0 ならば f は p で極大.

(3) ∂2f
∂x2 (p)

∂2f
∂y2 (p)−

(
∂2f
∂x∂y (p)

)2
< 0 ならば f は p で極大でも極小でもない.

24 逆写像定理
定義 24.1 X を Rn の開集合, Y を Rm の部分集合とする. 写像 f : X → Y が与えられたとき x ∈ Rn に対し,

f(x) ∈ Rm の第 i-成分を fi(x) で表すことにする. x を fi(x) に対応させることにより, 関数 fi : X → R が定ま
るが, fi が r 次までのすべての偏導関数をもち, それらがすべて連続であるとき, f を Cr-級写像という.

Mn(R) を実数を成分とする n 次正方行列全体からなる集合とする. これを n2 次元数ベクトル空間 Rn2 と同一視
して, 内積を定義すると, 行列式を対応させる関数 det :Mn(R) → R は連続である.
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補題 24.2 X を Rk の開集合とし, 連続写像 f : X → Mn(R) が与えられているとき, f(x) が正則行列であるよう
なベクトル全体からなる X の部分集合は Rk の開集合である.

証明 R − {0} は R の開集合であり, 連続写像の合成写像 f◦ det : X → R は連続だから, (18.18) により
(f◦ det)−1(R− {0}) は X の開集合である. この集合は f(x) が正則行列であるようなベクトル全体からなる X の
部分集合に他ならない. □

Rn の部分集合 X の任意の 2点を結ぶ線分が X に含まれるとき X は凸であると言うことにする.

補題 24.3 X を Rn の凸である開集合, Y を Rm の部分集合, f : X → Y を C1-級写像とする. 実数 M は, すべて
の x ∈ X と i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n に対して

∣∣∣ ∂fi∂xj
(x)
∣∣∣ ≦M を満たすとする. このとき, すべての x,y ∈ X

に対して次の不等式が成り立つ.
‖f(x)− f(y)‖ ≦ mnM‖x− y‖

証明 x,y ∈ X の第 j 成分をそれぞれ xj , yj として, gik : [0, 1] → R を

gik(t) = fi

k−1∑
j=1

yjej + (yk + t(xk − yk))ek +

n∑
j=k+1

xjej


で定めると, gik は (0, 1) の各点で微分可能であり,

g′ik(t) = (xk − yk)
∂fi
∂xk

k−1∑
j=1

yjej + (yk + t(xk − yk))ek +

n∑
j=k+1

xjej

 · · · (∗)

が成り立つ. さらに k = 2, 3, . . . , n に対し, gik(1) = gi k−1(0) であり, gi1(1) = fi(x), gin(0) = fi(y) だから
fi(x)−fi(y) =

n∑
k=1

(gik(1)− gik(0)) が成り立つ. 平均値の定理から gik(1)− gik(0) = g′ik(θik) を満たす 0 < θik < 1

があるため, cik =
k−1∑
j=1

yjej + (yk + θik(xk − yk))ek +
n∑

j=k+1

xjej とおいて (∗) に注意すれば,

|fi(x)− fi(y)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(gik(1)− gik(0))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

g′ik(θik)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∂fi
∂xk

(cik)(xk − yk)

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
k=1

∣∣∣∣ ∂fi∂xk
(cik)

∣∣∣∣ |xk − yk|

より, |fi(x)− fi(y)| ≦
n∑
k=1

M |xk − yk| である. 従って (17.7)により

‖f(x)− f(y)‖ ≦
m∑
i=1

|fi(x)− fi(y)| ≦
m∑
i=1

n∑
k=1

M |xk − yk| ≦ mnM‖x− y‖.

□

定理 24.4 X, Y を Rn の開集合, f : X → Y を Cr-級写像 (r ≧ 1)とする. p ∈ X に対し, f ′(p) が正則行列なら
ば, p を含む開集合 U と f(p) を含む開集合 V で, f は U から V の上への 1対 1写像であり, 逆写像 f−1 : V → U

も Cr-級写像になるものがとれる. このとき, x ∈ U に対し, (f−1)′(f(x)) = f ′(x)−1 が成り立つ.

証明 f ′(p) = En を満たす f に対して主張が示されたとする. 一般の f に対しては, g : X → Rn を g(x) =

f ′(p)−1f(x) で定めれば, g′(p) = f ′(p)−1f ′(p) = En, f = T◦g (T : Rn → Rn は T (x) = f ′(p)x で与えられる同
型写像)だから f に対する主張が示される. 従って以下では f ′(p) = En の場合を考える.

もし, r1 > 0で「x ∈ B(p ; r1)かつ x 6= pならば f(x) 6= f(p)」を満たすものが存在しないならば, 各 n = 1, 2, . . .

に対して xn ∈ B(p ; 1
n ), xn 6= p で f(xn) = f(p) を満たすものがある. このとき, lim

n→∞
xn = p であるが,

lim
n→∞

‖f(xn)− f(p)− f ′(p)(xn − p)‖
‖xn − p‖

= lim
n→∞

‖xn − p‖
‖xn − p‖

= 1
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となるため, これは lim
x→p

∥f(x)−f(p)−f ′(p)(x−p)∥
∥xn−p∥ = 0 と矛盾する. よって

[1] x ∈ B(p ; r1) かつ x 6= p ならば f(x) 6= f(p)

を満たす r1 > 0 は存在する. f ′ : X →Mn(R) に対し (24.2)を用いると, f ′(p) は正則行列だから r2 > 0 で

[2] x ∈ B(p ; r2) ならば f ′(x) は正則行列.

を満たすものがある. また, f は C1-級写像だから r3 > 0 で

[3] x ∈ B(p ; r3) ならば, すべての i, j = 1, 2, . . . , n に対して
∣∣∣ ∂fi∂xj

(x)− ∂fi
∂xj

(p)
∣∣∣ < 1

2n2

を満たすものがとれる.

φ(x) = f(x)−xで定義される写像 φ : B(p ; r3) → Rn に (24.3)を用いると, φ′(x) = f ′(x)−En = f ′(x)−f ′(p)
と [3]により M = 1

2n2 ととれるため, x1,x2 ∈ B(p ; r3) に対して ‖f(x1)− x1 − (f(x2)− x2)‖ ≦ 1
2‖x1 − x2‖ が

成り立つ. 三角不等式により ‖f(x1)− x1 − (f(x2)− x2)‖+ ‖f(x2)− f(x1)‖ ≧ ‖x2 − x1‖ だから上の不等式から
1
2‖x1 − x2‖ ≧ ‖x2 − x1‖ − ‖f(x2)− f(x1)‖ が得られ, 次の主張が成り立つ.

[4] x1,x2 ∈ B(p ; r3) ならば ‖x2 − x1‖ ≦ 2‖f(x2)− f(x1)‖

r を r1
2 ,

r2
2 ,

r3
2 の中で一番小さいものとする. S(p; r) は (18.7) の (3) と (18.8) により, 有界閉集合である.

ψ : S(p; r) → R を ψ(x) = ‖f(x) − f(p)‖ で定義すれば (18.20) によって, ψ は最小値をとる. この最小値を d

とすれば [1] から d > 0 である. x ∈ S(p; r), y ∈ B
(
f(p); d2

) ならば ‖f(x) − f(p)‖ ≧ d, ‖y − f(p)‖ < d
2 より

‖y − f(x)‖ ≧ ‖f(x)− f(p)‖ − ‖y − f(p)‖ > d− d
2 = d

2 . 従って

[5] x ∈ S(p; r), y ∈ B
(
f(p); d2

) ならば ‖y − f(x)‖ > d
2 .

各 y ∈ B
(
f(p); d2

) に対し, f(x) = y を満たす x ∈ B(p ; r) がただ 1つ存在することを示す. ξ : B(p ; r) → R を
ξ(x) = ‖y − f(x)‖2 で定めると (18.7)の (2)と (18.8)により B(p ; r) は有界閉集合だから, (18.20)によって, ξ は
最小値をとる. x ∈ S(p; r) ならば [5]と y ∈ B

(
f(p); d2

) から ξ(x) >
(
d
2

)2
> ξ(p) となるため, ξ は B(p ; r) の部

分集合 S(p; r) においては最小値をとらない. 従って ξ は B(p ; r) の内点において最小値をとるため, (23.2) から,

ξ′(x) = O を満たす x ∈ B(p ; r) がある. ここで ξ′(x) = −2(ty− tf(x))f ′(x) であり, [2]によって f ′(x) は正則行
列だから, y = f(x) である. さらに [4]により, y = f(x) を満たす x はただ 1つである.

U = B(p ; r) ∩ f−1
(
B
(
f(p); d2

))
, V = B

(
f(p); d2

) とおくと (18.4)の (1), (18.9), (18.18)により U , V は Rn

の開集合であり, f は U から V の上への 1対 1写像である. この逆写像を f−1 : V → U とすると y1,y2 ∈ V に対
し, x1 = f−1(y1), x2 = f−1(y2) とおくと x1,x2 ∈ U だから [4]により

[6] y1,y2 ∈ V ならば ‖f−1(y2)− f−1(y1)‖ ≦ 2‖y2 − y1‖.

故に f−1 は連続である.

最後に f−1 の y = f(x) (x ∈ V ) における微分可能性を示す. f の x における微分可能性から ζ(x1) =

f(x1)−f(x)−f ′(x)(x−x1)とおけば lim
x1→x

∥ζ(x1)∥
∥x1−x∥ = 0である. y1 = f(x1)とおくと x = f−1(y), x1 = f−1(y1)

であり, [2] により, f ′(x) は正則行列だから f ′(x)−1ζ(f−1(y1)) = f ′(x)−1(y1 − y)− (f−1(y1)− f−1(y)) となる
ため

f−1(y1) = f−1(y) + f ′(x)−1(y1 − y)− f ′(x)−1ζ(f−1(y1)).

従って lim
y1→y

∥f ′(x)−1ζ(f−1(y1))∥
∥y1−y∥ = 0を示せば f−1は y = f(x)において微分可能で, (f−1)′(f(x)) = f ′(x)−1が得ら

れる. まず (17.13)により ‖f ′(x)−1ζ(f−1(y1))‖ ≦M‖ζ(f−1(y1))‖ を満たすM があるので, lim
y1→y

∥ζ(f−1(y1))∥
∥y1−y∥ = 0

を示せばよい.
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任意の ε > 0 に対し δ > 0 で「0 < ‖x1 − x‖ < δ ならば ∥ζ(x1)∥
∥x1−x∥ <

ε
2 」を満たすものがある. δ1 > 0 を δ

2 と
d
2 −‖y−f(p)‖ の小さい方とすれば, 0 < ‖y1−y‖ < δ1 ならば y1 ∈ V であり, [6]から 0 < ‖f−1(y1)−f−1(y)‖ ≦
2‖y1−y‖ < 2δ1 ≦ δ が成り立つ. このとき ∥ζ(f−1(y1))∥

∥f−1(y1)−f−1(y)∥ <
ε
2 であり, 再び [6]により 0 < ∥f−1(y1)−f

−1(y)∥
∥y1−y∥ ≦ 2

だから, この 2 つの不等式を辺々掛けあわせて「0 < ‖y1 − y‖ < δ1 ならば ∥ζ(f−1(y1))∥
∥y1−y∥ < ε」を得る. 故に

lim
y1→y

∥ζ(f−1(y1))∥
∥y1−y∥ = 0 が示された.

上で示したことから y ∈ V に対し, (f−1)′(y) = f ′(f−1(y))−1 であり, f−1, f ′ と A 7→ A−1 で与えられる写像の
連続性から f−1 は C1-級写像である. 帰納的に f−1 が Cs-級写像 (s ≦ r − 1)であると仮定すれば, f ′ と A 7→ A−1

で与えられる写像が Cs-級写像であることから (f−1)′ も Cs-級写像である. 従って f−1 は Cs+1-級写像である. 故
に, 帰納法により f−1 は Cr-級写像である. □

Rn のベクトル x の第 j 成分を xj , R
m のベクトル y の第 j 成分を yj とするとき, ( xy ) によって, 第 j 成分が

j ≦ n ならば xj , j ≧ n + 1 ならば yj−n である Rn+m のベクトルを表すことにする. さらに Rn の部分集合 X,

Rm の部分集合 Y に対し, Rn+m の部分集合 X × Y を X × Y = {( xy ) |x ∈ X, y ∈ Y } によって定義する.

補題 24.5 r, r1, r2 > 0, p ∈ Rn, q ∈ Rm に対し, r ≦ r1, r2 ならば

B
(
p; r√

2

)
×B

(
q; r√

2

)
⊂ B (( pq ) ; r) ⊂ B(p ; r1)×B(q ; r2)

が成り立つ. 従って ( pq ) がRn+m の部分集合 X の内点ならば B(p ; r)×B(q ; r) ⊂ X を満たす r > 0 がある.

証明 ( xy ) ∈ B
(
p; r√

2

)
×B

(
q; r√

2

)
ならば ‖x−p‖2+‖y−q‖2 <

(
r√
2

)2
+
(
r√
2

)2
= r2 だから ( xy ) ∈ B (( pq ) ; r).

( xy ) ∈ B (( pq ) ; r) ならば ‖x−p‖2 ≦ ‖x−p‖2+‖y−q‖2 < r2 ≦ r21, ‖y−q‖2 ≦ ‖x−p‖2+‖y−q‖2 < r2 ≦ r22

だから ( xy ) ∈ B(p ; r1)×B(q ; r2). □

命題 24.6 X, Y がそれぞれ Rn, Rm の開集合ならば X × Y は Rn+m の開集合である.

証明 任意の ( pq ) ∈ X × Y に対し, B(p ; r1) ⊂ X, B(q ; r2) ⊂ Y を満たす r1, r2 > 0 が存在する. r を r1, r2 の小
さい方とすれば, (24.5) から, B (( pq ) ; r) ⊂ B(p ; r1) × B(q ; r2) ⊂ X × Y となるため ( pq ) は X × Y の内点であ
る. □

定理 24.7 X, Y をそれぞれ Rn, Rm の開集合とし, F : X × Y → Rm を Cr-級写像とする. ( xy ) ∈ X × Y に対し
∂Fi

∂xj
( xy ) (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n)を (i, j)成分とするm×n行列をD1F ( xy ),

∂Fi

∂xn+j
( xy ) (i, j = 1, 2, . . . ,m)

を (i, j) 成分とする m 次正方行列を D2F ( xy ) で表す. ( pq ) ∈ X × Y は F ( pq ) = 0 を満たし, D2F ( pq ) が正則
ならば, p を含む Rn の開集合 U , q を含む Rm の開集合 V と Cr-級写像 f : U → V で, f(p) = q かつ, す
べての x ∈ U に対して D2F

( x
f(x)

) は正則であり, F
( x
f(x)

)
= 0 を満たすものがある. さらに x ∈ U に対し

f ′(x) = −D2F
( x
f(x)

)−1
D1F

( x
f(x)

) が成り立つ.

証明 G : X × Y → Rn+m を
G ( xy ) =

(
x

F ( xy )

)
で定めれば, これは Cr-級写像であり, D2F ( pq ) は正則だから,

G′ ( pq ) =

(
En O

D1F ( pq ) D2F ( pq )

)
は正則行列である. 従って (24.4)から ( pq ) を含む開集合 Z と ( p0 ) を含む開集合 W で, G が Z から W の上への 1

対 1写像であり, 逆写像 G−1 :W → Z が Cr-級写像になるものが存在する.

(24.5)から B(p ; r1)×B(q ; r1) ⊂ Z を満たす r1 > 0 がある. (24.6)から B(p ; r1)×B(q ; r1) は Rn+m の開集
合だから (G−1)−1(B(p ; r1)×B(q ; r1)) は G−1 の連続性と (18.18)から ( p0 ) を含む Rn+m の開集合である. 再び
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(24.5)からB(p ; r2)×B(0 ; r2) ⊂ (G−1)−1(B(p ; r1)×B(q ; r1))を満たす 0 < r2 ≦ r1 をとればB(p ; r2)×B(0 ; r2)

は (24.6) により Rn+m の開集合である. Z ′ = G−1(B(p ; r2)× B(0 ; r2)) とおくと G の連続性と (18.18) から Z ′

も Rn+m の開集合である. ( xy ) ∈ Z ′ ならば G ( xy ) ∈ B(p ; r2) × B(0 ; r2) ⊂ (G−1)−1(B(p ; r1) × B(0 ; r1)) だか
ら ( xy ) = G−1 (G ( xy )) ∈ B(p ; r1)×B(q ; r1) となるため, Z ′ ⊂ B(p ; r1)×B(q ; r1) が成り立つ.

各 ( xy ) ∈ Z に対し, G−1 ( xy ) =

(
g1 (

x
y )

g2 (
x
y )

)
とおくと, G

(
G−1 ( xy )

)
= ( xy ) だから g1 (

x
y ) = x, F

(
g1 (

x
y )

g2 (
x
y )

)
= y

である. ( xy ) ∈ B(p ; r2) × B(0 ; r2) ならば G−1 ( xy ) ∈ B(p ; r1) × B(q ; r1) より g2 (
x
y ) ∈ B(q ; r1) である. そこ

で, U = B(p ; r2), V = B(q ; r1) とおいて, f : U → V を f(x) = g2 (
x
0 ) で定めると, 上のことから F

( x
f(x)

)
= 0

が成り立ち, G−1 が Cr-級写像であることから f も Cr-級写像である. また, G ( pq ) = ( p0 ) だから G−1 ( p0 ) = ( pq )

である. 従って f(p) = g2 (
p
0 ) = q である.

写像 µ : B(p ; r2) → Mn(R) を µ(x) = D2F
( x
f(x)

) で定めると, µ は連続で, µ(p) は正則だから (24.2)により,

0 < r3 ≦ r2 で, x ∈ B(p ; r3) ならば D2F
( x
f(x)

) は正則行列になるものが取れる. 従って r2 を r3 で置き換えて,

U の各点で D2F
( x
f(x)

) は正則行列であるとしてよい.

一般に Cr-写像 g : U → V に対し, 写像 h : U → Rm を h(x) = F
( x
g(x)

) で定めると, h は ∆(x) = ( xx ),

(idU × g) ( x1
x2

) =
( x1

g(x2)

) によって定められる写像 ∆ : U → U ×U , idU × g : U ×U → U ×V と F : U ×V → Rm

の合成写像である.

F ′ ( xy ) =
(
D1F ( xy ) D2F ( xy )

)
, (idU × g)′ ( x1

x2
) =

(
En O
O g′(x2)

)
, ∆′(x) =

(
En
En

)
となるため, (19.8)から

h′(x) = F ′((idU × g)◦∆(x))((idU × g)◦∆)′(x) = F ′((idU × g)(∆(x)))(idU × g)′(∆(x))∆′(x)

= F ′ ( x
g(x)

)
(idU × g)′ ( xx )∆

′(x) =
(
D1F

( x
g(x)

)
D2F

( x
g(x)

))(En O
O g′(x)

)(
En
En

)
= D1F

( x
g(x)

)
+D2F

( x
g(x)

)
g′(x).

とくに g = f とすれば, h は恒等的に 0 である写像だから, 任意の x ∈ U に対して h′(x) = O である. 故
に上式から D2F

( x
f(x)

)
f ′(x) = −D1F

( x
f(x)

) が得られ, U の各点で D2F
( x
f(x)

) は正則行列であったので,

f ′(x) = −D2F
( x
f(x)

)−1
D1F

( x
f(x)

) が成り立つ. □

注意 24.8 (24.7) の条件の下で, U ′, V ′ を, それぞれ p, q を含む Rn, Rm の開集合とし, g : U ′ → V ′ を Cr-級
写像 で, g(p) = q かつ, すべての x ∈ U ′ に対して F

( x
g(x)

)
= 0 を満たすものとする. (24.7) の証明における

写像 G : X × Y → Rn+m を考えると, x ∈ U ∩ U ′ ならば ( x0 ) ∈ U × {0} ⊂ B(p ; r2) × B(0 ; r2) ⊂ W だか
ら G

( x
g(x)

)
= ( x0 ) = G

( x
f(x)

) の各辺を G−1 で写すことによって,
( x
g(x)

)
= G ( x0 ) =

( x
f(x)

) を得る. 従って,

x ∈ U ∩U ′ ならば g(x) = f(x) となるため, (24.7)の条件を満たす写像が 2つあれば, それらの定義域の共通部分に
属する各ベクトルを同じベクトルに写す.

定理 24.9 X を Rn+m の開集合とし, F : X → Rm は C1-級写像で, Z = {x ∈ X|F (x) = 0} の各点において
F ′(x) の階数は m に等しいと仮定する. C1-級関数 f : X → R の定義域を Z に制限した関数 f |Z : Z → R が
p ∈ Z において極値をとるならば, λ1, λ2, . . . , λm ∈ R で f ′(p) =

(
λ1 λ2 · · · λm

)
F ′(p) を満たすものが存在

する.

証明 x ∈ X に対し ∂Fi

∂xj
(x) (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n) を (i, j) 成分とする m×n 行列を D1F (x),

∂Fi

∂xn+j
(x)

(i, j = 1, 2, . . . ,m) を (i, j) 成分とする m 次正方行列行列を D2F (x) で表すと, F ′(x) = (D1F (x)D2F (x)) であ
る. F ′(p) の階数は m だから Rn+m の座標の座標の順序を入れ替えることにより, D2F (p) は正則であると仮定す
る. p =

( p1
p2

)
(p1 ∈ Rn, p2 ∈ Rm) とおくと (24.5)により, r > 0 で B(p1 ; r)×B(p2 ; r) ⊂ X となるものがある.
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そこで, F の定義域を B(p1 ; r)×B(p2 ; r) に制限した写像に対して (24.7)を用いると, p1 を含み, B(p1 ; r) に含ま
れる開集合 U , p2 を含み, B(p2 ; r) に含まれる開集合 V と C1-級写像 g : U → V で, g(p1) = p2 であり, 各 x ∈ U

に対して F
( x
g(x)

)
= 0 を満たすものがある. そこで, 関数 φ : U → R を φ(x) = f

( x
g(x)

) で定めると, φ は p1 に
おいて極値をとるため, (23.2)から φ′(p1) = O である. x ∈ X に対して

D1f(x) =
(
∂f
∂x1

(x) ∂f
∂x2

(x) · · · ∂f
∂xn

(x)
)
, D2f(x) =

(
∂f

∂xn+1
(x) ∂f

∂xn+2
(x) · · · ∂f

∂xn+m
(x)
)

とおくと, (24.7)の証明から x1 ∈ U に対し, φ′(x1) = D1f
( x1

g(x1)

)
+D2f

( x1

g(x1)

)
g′(x1) である. さらに, (24.7)に

より g′(x1) = −D2F
( x1

g(x1)

)−1
D1F

( x1

f(x1)

) が成り立つため,

φ′(x1) = D1f
( x1

g(x1)

)
−D2f

( x1

g(x1)

)
D2F

( x1

g(x1)

)−1
D1F

( x1

f(x1)

)
が得られる. φ′(p1) = O, g(p1) = p2, p =

( p1
p2

) だから上式より, D1f(p) = D2f(p)D2F (p)
−1D1F (p) を得る. そ

こで D2f(p)D2F (p)
−1 =

(
λ1 λ2 · · · λm

)
とおくと,

D1f(p) =
(
λ1 λ2 · · · λm

)
D1F (p), D2f(p) =

(
λ1 λ2 · · · λm

)
D2F (p)

である. ここで f ′(p) =
(
D1f(p) D2f(p)

)
, F ′(p) =

(
D1F (p) D2F (p)

)
に注意すれば, 上式から f ′(p) =(

λ1 λ2 · · · λm

)
F ′(p) を得る. □

例 24.10 上の定理において m = n = 1 の場合, f ′(x) = ( ∂f
∂x (x) ∂f

∂y (x) ), F ′(x) = ( ∂F
∂x (x) ∂F

∂y (x) ) より, f |Z が
p ∈ Z で極値をとるならば, ∂f∂x (p) = λ∂F∂x (p) かつ ∂f

∂y (p) = λ∂F∂y (p) を満たす λ ∈ R が存在する.

25 微分方程式
定義 25.1 X, Y を それぞれ Rn, Rm の部分集合とし, X から Y への写像 f と写像の列 f0, f1, . . . , fi, . . . が与え
られているとする.

(1) 各 x ∈ X に対し lim
i→∞

fi(x) = f(x) が成り立つとき, 写像の列 f0, f1, . . . , fi, . . . は f に各点収束するという.

(2) 任意の ε > 0 に対し, N ≧ 0 で「i ≧ N ならばすべての x ∈ X に対して ‖fi(x)− f(x)‖ < ε」をみたすもの
が存在するとき, 写像の列 f0, f1, . . . , fi, . . . は f に一様収束するという.

定理 25.2 fi : X → Y (i = 0, 1, . . . ) を連続写像とする. f0, f1, . . . , fi, . . . が写像 f に一様収束すれば, f は連続で
ある.

証明 p ∈ X, ε > 0 とすると, 仮定から N ≧ 0 で, 「i ≧ N ならばすべての x ∈ X に対して ‖fi(x)− f(x)‖ < ε
3」

を満たすものがとれる. さらに fN の連続性から δ > 0 で「‖x−p‖ < δ かつ x ∈ X ならば ‖fN (x)− fN (p)‖ < ε
3」

を満たすものがとれる. 従って ‖x − p‖ < δ かつ x ∈ X ならば ‖f(x) − f(p)‖ = ‖(f(x) − fN (x)) + (fN (x) −
fN (p)) + (fN (p)− f(p))‖ ≦ ‖f(x)− fN (x)‖+ ‖fN (x)− fN (p)‖+ ‖fN (p)− f(p)‖ < ε

3 + ε
3 + ε

3 = ε となるため
f は p において連続である. □

定理 25.3 fi (i = 0, 1, . . . ) を閉区間 [a, b] で定義された連続関数とする. f0, f1, . . . , fi, . . . が関数 f に一様収束す
れば, lim

i→∞

∫ b

a

fi(x) dx =

∫ b

a

f(x) dx が成り立つ.

証明 ε > 0 を任意にとると, 仮定から N ≧ 0 で,「i ≧ N ならばすべての x ∈ [a, b] に対して |fi(x)−f(x)| < ε
b−a」

を満たすものがとれる. i ≧ N ならば
∣∣∣∫ ba fi(x)dx−

∫ b
a
f(x)dx

∣∣∣ = ∣∣∣∫ ba (fi(x)− f(x))dx
∣∣∣ ≦ ∫ ba |fi(x) − f(x)|dx ≦∫ b

a
ε
b−adx = ε が成り立つため lim

i→∞

∫ b
a
fi(x)dx =

∫ b
a
f(x)dx である. □
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φ : [a, b] → Rn を写像とする. t ∈ [a, b] に対し φ(t) の第 j 成分を φj(t) で表し, t を φj(t) に対応させる関数を
φj で表す. 各 φj (j = 1, 2, . . . , n) が積分可能なとき,

∫ b
a
φj(t)dt を第 j 成分とする Rn のベクトルを ∫ b

a
φ(t)dt で

表すことにする.

区間 [a, b] の分割 ∆ = {ai}i=0,1,...,k と ∆ の代表点 ξ = {ξi}i=1,2,...,k に対し S(φ,∆, ξ) =
n∑
i=1

(ai − ai−1)φ(ξi)

とおくと, これは分割 ∆, 代表点 ξ に関する φj のリーマン和 S(φj ,∆, ξ) を第 j 成分とする Rn のベクトルである.

従って (17.7) により i = 1, 2, . . . , n に対し
∥∥∥S(φ,∆, ξ)− ∫ ba φ(t)dt∥∥∥ ≦

n∑
j=1

∣∣∣S(φj ,∆, ξ)− ∫ ba φj(t)dt∣∣∣ が成り立つ
ため, リーマン積分の定義から次の結果が得られる.

命題 25.4 各 φj (j = 1, 2, . . . , n) が積分可能であるとする. 任意の ε > 0 に対して δ > 0 で,「|∆| < δ である [a, b]

の任意の分割 ∆ と ∆ の任意の代表点 ξ に対して
∥∥∥S(φ,∆, ξ)− ∫ ba φ(t)dt∥∥∥ < ε」を満たすものがある.

注意 25.5 写像 φ : [a, b] → Rn に対し, 次の条件 (∗) を満たすような Rn のベクトル r が存在するとき, 各 φj

(j = 1, 2, . . . , n) は積分可能である.

(∗) 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で「|∆| < δ である [a, b] の任意の分割 ∆ と ∆ の任意の代表点 ξ に対して
‖S(φ,∆, ξ)− r‖ < ε」を満たすものがある.

実際 r の第 j 成分を rj とすれば, (17.7)により |S(φj ,∆, ξ)− rj | ≦ ‖S(φ,∆, ξ)− r‖ が成り立つため, φj は積分
可能で,

∫ b
a
φj(t)dt = rj である.

命題 25.6 連続写像 φ : [a, b] → Rn に対し, 不等式
∥∥∥∫ ba φ(t)dt∥∥∥ ≦

∫ b
a
‖φ(t)‖dt が成り立つ.

証明 t ∈ [a, b] を ‖φ(t)‖ に対応させる関数を ‖φ‖ で表す. 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で,「|∆| < δ である [a, b]

の分割 ∆ と ∆ の任意の代表点 ξ に対して
∥∥∥S(φ,∆, ξ)− ∫ ba φ(t)dt∥∥∥ < ε

2 ,
∣∣∣S(‖φ‖,∆, ξ)− ∫ ba ‖φ(t)‖dt

∣∣∣ < ε
2」を満

たすものがある. 一方, 三角不等式から ‖S(φ,∆, ξ)‖ ≦
n∑
i=1

(ai − ai−1)‖φ(ξi)‖ = S(‖φ‖,∆, ξ) が成り立つ. 従って
|∆| < δ である [a, b] の分割 ∆ と ∆ の代表点 ξ に対して∥∥∥∥∥

∫ b

a

φ(t)dt

∥∥∥∥∥ ≦
∥∥∥∥∥
∫ b

a

φ(t)dt− S(φ,∆, ξ)

∥∥∥∥∥+ ‖S(φ,∆, ξ)‖ < ε

2
+ S(‖φ‖,∆, ξ) <

∫ b

a

‖φ(t)‖dt+ ε

が成り立つ. ε は任意の正の実数だから
∥∥∥∫ ba φ(t)dt∥∥∥ ≦

∫ b
a
‖φ(t)‖dt が得られる. □

定義 25.7 I を Rの部分集合, X を Rn の部分集合とし, (a, b)を I に含まれる開区間とする. 写像 f : I×X → Rn

に対し, 微分可能な写像 φ : (a, b) → X がすべての t ∈ (a, b) に対して φ′(t) = f(t,φ(t)) を満たすとき, φ は (a, b)

における微分方程式 dx
dt = f(t,x) の解であるという.

命題 25.8 I, X をそれぞれ R, Rn の部分集合とし, 連続写像 f : I × X → Rn が与えられているとする.

(a, b), (c, d) ⊂ I に対し, 写像 φ : (a, b) → X, ψ : (c, d) → X はそれぞれ, (a, b), (c, d) における微分方程式
dx
dt = f(t,x) の解であるとする. K > 0 で,

「t ∈ (a, b) ∩ (c, d) ならば ‖f(t,φ(t))− f(t,ψ(t))‖ ≦ K‖φ(t)−ψ(t)‖」
を満たすものが存在すると仮定する. φ(u) = ψ(u) をみたす u ∈ (a, b) ∩ (c, d) があれば, 任意の t ∈ (a, b) ∩ (c, d)

に対して φ(t) = ψ(t) が成り立つ.

証明 p = φ(u) = ψ(u) とおき, 0 < ε < u − a, b − u, u − c, d − u をみたす ε をとる. t ∈ (a, b) ∩ (c, d) を
‖φ(t)− ψ(t)‖ に対応させる関数の [a+ ε, b− ε] ∩ [c+ ε, d− ε] における最大値を Mε とする. 任意の i = 1, 2, . . .

と任意の t ∈ [a + ε, b − ε] ∩ [c + ε, d − ε] に対して ‖ψ(t) − φ(t)‖ ≦ MεK
i|t−a|i
i! が成り立つことを i による帰納法

で示す. φ(t) − p =
∫ t
u
φ′(t)dt =

∫ t
u
f(t,φ(t))dt, ψ(t) − p =

∫ t
u
ψ′(t)dt =

∫ t
u
f(t,ψ(t))dt より ‖φ(t) − ψ(t)‖ =
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∥∥∥∫ tu(f(x,φ(x))− f(x,ψ(x)))dx∥∥∥ ≦
∣∣∣∫ tu ‖f(x,φ(x))− f(x,ψ(x))‖dx∣∣∣ ≦ ∣∣∣∫ tuK‖φ(x)−ψ(x)‖dx

∣∣∣
だから ‖φ(t) − ψ(t)‖ ≦

∣∣∣∫ tuKMεdx
∣∣∣ = KMε|t − u| となり, 主張は成立する. i = j のときに主張が成立すると

仮定すると, 上で示した不等式から ‖φ(t) − ψ(t)‖ ≦
∣∣∣∫ tuKMεK

j |t−a|j
j! dx

∣∣∣ = MεK
j+1|t−a|j+1

(j+1)! dx となって i = j + 1

のときも主張は成立する. lim
i→∞

MεK
i|t−a|i
i! = 0 だから ‖ψ(t) − φ(t)‖ ≦ MεK

i|t−a|i
i! がすべての i = 1, 2, . . . と

t ∈ [a+ ε, b− ε]∩ [c+ ε, d− ε] に対して成り立つことは ψ(t) = φ(t) がすべての t ∈ [a+ ε, b− ε]∩ [c+ ε, d− ε] に対
して成り立つことを意味する. ε > 0 はいくらでも小さくとれるので, 任意の t ∈ (a, b)∩ (c, d) に対して φ(t) = ψ(t)

が成り立つ. □

(18.7)において p ∈ Rn, ε > 0 に対し B(p ; ε) を B(p ; ε) = {x ∈ Rn| ‖x− p‖ ≦ ε} によって定義した.

定理 25.9 a ∈ R, p ∈ Rn, r, ρ > 0 とする. 連続写像 f : [a − r, a + r] × B(p ; ρ) → Rn は Lipschitzの条件と呼
ばれる次の条件をみたすと仮定する.

「t ∈ [a− r, a+ r], x,y ∈ B(p ; ρ) ならば ‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≦ K‖x− y‖」を満たす K > 0 が存在する.

(t,x) ∈ [a− r, a+ r]×B(p ; ρ) を ‖f(t,x)‖ に対応させる関数の最大値を M として, r と ρ
M の小さい方を c とす

るとき, 連続写像 φ : [a− c, a+ c] → B(p ; ρ) で, φ(a) = p を満たし, 任意の t ∈ (a− c, a+ c) において φ は微分
可能で φ′(t) = f(t,φ(t)) を満たすものがただ 1つ存在する.

証明 [a− c, a+ c] から B(p ; ρ) への連続写像の列 φ0,φ1, . . . ,φi, . . . を次のように帰納的に定義する. まず, φ0 は
常に値が p である定値写像とする. [a− c, a+ c] から B(p ; ρ) への連続写像 φ0,φ1, . . . ,φi−1 が定められたとして,

φi を φi(t) = p +
∫ t
a
f(x,φi−1(x))dx で定義すると, φi は [a − c, a + c] の各点で連続であり, t ∈ (a − c, a + c)

ならば, 微分積分学の基本定理により φ′
i(t) = f(t,φi−1(t)) が成り立つ. t ∈ [a − c, a + c] ならば (25.6) から

‖φi(t)−p‖ =
∥∥∥∫ ta f(x,φi−1(x))dx

∥∥∥ ≦
∣∣∣∫ ta ‖f(x,φi−1(x))‖dx

∣∣∣ ≦ ∣∣∣∫ taMdx
∣∣∣ =M |t− a| ≦ cM ≦ ρ となるため, φi

も [a− c, a+ c] から B(p ; ρ) への連続写像である.

t ∈ [a− c, a+ c] ならば次の不等式 (∗)が成り立つことを i による帰納法で示す.

‖φi(t)−φi−1(t)‖ ≦ MKi−1|t− a|i

i!
≦ MKi−1ci

i!
· · · (∗)

まず ‖φ1(t) − φ0(t)‖ =
∥∥∥∫ ta f(x,p)dx∥∥∥ ≦

∣∣∣∫ ta ‖f(x,p)‖dx∣∣∣ ≦ ∣∣∣∫ taMdx
∣∣∣ = M |t − a| ≦ Mc だから i = 1 のとき,

(∗) は成立する. i = j のとき (∗) が成り立つと仮定すれば (25.6) と Lipschitz の条件により ‖φj+1(t) − φj(t)‖ =∥∥∥∫ ta(f(x,φj(x))− f(x,φj−1(x))dx
∥∥∥ ≦

∣∣∣∫ ta ‖f(x,φj(x))− f(x,φj−1(x))‖dx
∣∣∣ ≦ ∣∣∣∫ ta K‖φj(x)−φj−1(x)‖dx

∣∣∣ ≦∣∣∣∫ ta MKj |t−a|i
j! dx

∣∣∣ = MKj |t−a|j+1

(j+1)! ≦ MKjcj+1

(j+1)! となって i = j + 1 のときも (∗)が成立する.

各 t ∈ [a−c, a+c]に対して, j > iならば上で示した不等式により ‖φj(t)−φi(t)‖ =

∥∥∥∥∥ j∑
k=i+1

(φk(t)−φk−1(t))

∥∥∥∥∥ ≦

j∑
k=i+1

‖φk(t) − φk−1(t)‖ ≦
j∑

k=i+1

MKk−1ck

k! ≦ M
K

∞∑
k=i+1

(cK)k

k! = M
K

(
ecK −

i∑
k=0

(cK)k

k!

)
であり, lim

i→∞

i∑
k=0

(cK)k

k! =

ecK だから φ0(t),φ1(t), . . . ,φi(t), . . . はRn の Cauchy列である. 故に lim
i→∞

φi(t) は収束して, この極限値を φ(t)
とおく. すべての i = 0, 1, . . . に対して φi(t) ∈ B(p ; ρ) すなわち ‖φi(t) − p‖ ≦ ρ だから ‖φ(t) − p‖ ≦ ρ であ
る. そこで t ∈ [a − c, a + c] を φ(t) に対応させる写像 φ : [a − c, a + c] → B(p ; ρ) を考える. ‖φj(t) − φi(t)‖ ≦
M
K

(
ecK −

i∑
k=0

(cK)k

k!

)
において j → ∞ とすれば ‖φ(t)− φi(t)‖ ≦ M

K

(
ecK −

i∑
k=0

(cK)k

k!

)
を得る. 従って 任意の

ε > 0 に対して N ≧ 0 で「i ≧ N ならば ecK −
i∑

k=0

(cK)k

k! < εK
M 」をみたすものがあるため, i ≧ N ならば任意の

t ∈ [a − c, a + c] に対して ‖φ(t) − φi(t)‖ < ε が成り立つ. 故に連続写像の列 φ0,φ1, . . . ,φi, . . . は φ に一様収束
し, (25.2)により φ は連続である.

i = 1, 2, . . . に対して写像 ξi : [a− c, a+ c] → Rn を ξi(t) = f(t,φi−1(t)) で定め, 写像 ξ : [a− c, a+ c] → Rn を
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ξ(t) = f(t,φ(t)) で定める. Lipschitz の条件と上で得た不等式から, 任意の t ∈ [a− c, a+ c] に対し ‖ξi(t)−ξ(t)‖ =

‖f(t,φi−1(t))− f(t,φ(t))‖ ≦ K‖φi−1(t)− φ(t)‖ ≦M

(
ecK −

i−1∑
k=0

(cK)k

k!

)
が得られ, 写像の列 ξ0, ξ1, . . . , ξi, . . .

は ξ に一様収束する. すべての i に対して φi(t) = p +
∫ t
a
f(x,φi−1(x))dx = p +

∫ t
a
ξi(x)dx が成り立つから

(25.3) により i → ∞ として φ(t) = p +
∫ t
a
ξ(x)dx = p +

∫ t
a
f(x,φ(x))dx を得る. t ∈ (a − c, a + c) ならば

φ(t) = p +
∫ t
a
f(x,φ(x))dx の右辺は t において微分可能だから φ は t で微分可能で φ′(t) = f(t,φ(t)) が成り立

つ. また t = a のとき φ(a) = p+
∫ a
a
f(x,φ(x))dx = p である.

連続写像 ψ : [a− c, a+ c] → B(p ; ρ) が (a− c, a+ c) の各点 t で微分可能で ψ′(t) = f(t,ψ(t)) かつ ψ(a) = p

をみたすと仮定すれば, Lipschitz の条件が満たされるため, (25.8) により, 任意の t ∈ (a − c, a + c) に対して
ψ(t) = φ(t) である. ψ, φ の連続性により t = a− c, a+ c の場合も ψ(t) = φ(t) である. □

補題 25.10 X, Y を Rn の部分集合とする. 関数 δ : X → R を δ(x) = inf{‖x− y‖|y ∈ Y } で定義すれば, δ は
連続である. また, Y が閉集合ならば δ(x) = ‖x− y‖ をみたす y ∈ Y が存在する. とくに δ(x) = 0 であることと
x ∈ Y であることは同値である.

証明 p ∈ X, ε > 0 とすれば ‖p − y1‖ − ε
2 < δ(p) をみたす y1 ∈ Y がある. ‖x − p‖ < ε

2 をみたす x ∈ X に対
し δ(x)− δ(p) < ‖x− y1‖ − ‖p− y1‖+ ε

2 ≦ ‖x− p‖+ ε
2 < ε が成り立つ. また ‖x− y2‖ − ε

2 < δ(x) をみたす
y1 ∈ Y があるため δ(p)− δ(x) < ‖p− y2‖ − ‖x− y2‖+ ε

2 ≦ ‖x− p‖+ ε
2 < ε が成り立つ. 従って ‖x− p‖ < ε

2

かつ x ∈ X ならば |δ(x)− δ(p)| < ε が成り立つため δ は p において連続である.

任意の n = 1, 2, . . . に対し, ‖x − yn‖ − 1
n < δ(x) をみたす yn ∈ Y がある. Y が閉集合ならば, y1,y2, . . . は

有界閉集合 Y ∩ B(x ; δ(x) + 1) の点列だから (18.11) により, Y ∩ B(x ; δ(x) + 1) のある点 q に収束する部分列
yi1 ,yi2 , . . . がある. ‖x− yin‖−

1
in
< δ(x) ≦ ‖x− yin‖ において n→ ∞ とすれば δ(x) = ‖x− q‖ が得られる.□

命題 25.11 [a−r, a+r]×B(p ; ρ) ⊂ Rn+1 とみなし,写像 f : [a−r, a+r]×B(p ; ρ) → Rn が [a−r, a+r]×B(p ; ρ)

を含む Rn+1 の開集合 X で定義された C1-級写像 F : X → Rn の制限として得られる写像ならば f は Lipschitz

の条件を満たす.

証明 δ : [a− r, a+ r]×B(p ; ρ) → R を δ(z) = inf{‖z−w‖|w ∈ Rn+1 −X} で定義する. [a− r, a+ r]×B(p ; ρ)

は Rn+1 の有界閉集合だから (18.20)により δ は最小値をとる. q ∈ [a − r, a + r] × B(p ; ρ) において δ は最小値
m をとるとすれば, Rn+1 − X は閉集合だから, もし m = 0 ならば (25.10) から q ∈ Rn − X となるが, これは
[a− r, a+ r]×B(p ; ρ) ⊂ X であることと矛盾する. 従って m > 0 である.

[a− r − m
3 , a+ s+ m

3 ]× B(p ; ρ+ m
3 ) ⊂ X であることを示す. (t,x) ∈ [a− r − m

3 , a+ r + m
3 ]× B(p ; ρ+ m

3 )

を任意にとる. (t,x) ∈ [a− r, a+ r]×B(p ; ρ) ならば (t,x) ∈ X だから (t,x) 6∈ [a− r, a+ r]×B(p ; ρ) である以
下の場合を考える.

(1) |t− a| > r かつ x ∈ B(p ; ρ) の場合; t− a < −r ならば s = a− r, t− a > r ならば s = a+ r とおき, q = x

とおくと (s, q) ∈ [a− r, a+ r]×B(p ; ρ) であり, ‖(s, q)− (t,x)‖ = |t− s| ≦ m
3 < m となる.

(2) t ∈ [a−r, a+r]かつ ‖x−p‖ > ρの場合; s = t, q = p+ ρ
∥x−p∥ (x−p)とおくと (s, q) ∈ [a−r, a+r]×B(p ; ρ)

かつ ‖(s, q)− (t,x)‖ = ‖q − x‖ = ‖x− p‖ − ρ ≦ m
3 < m である.

(3) |t − a| > r かつ ‖x − p‖ > ρ の場合; t − a < −r ならば s = a − r, t − a > r ならば s = a + r

とおき, q = p + ρ
∥x−p∥ (x − p) とおくと (s, q) ∈ [a − r, a + r] × B(p ; ρ) であり, ‖(s, q) − (t,x)‖ ≦

‖(s, q)− (s,x)‖+ ‖(s,x)− (t,x)‖ = ‖q − x‖+ |s− t| = ‖x− p‖ − ρ+ |s− t| ≦ 2m
3 < m となる.

いずれの場合にしても, ‖(s, q) − (t,x)‖ < m をみたす (s, q) ∈ [a − r, a + r] × B(p ; ρ) がとれるため (t,x) ∈ X

である. 実際 (t,x) ∈ Rn+1 − X ならば m の最小性から ‖(s, q) − (t,x)‖ ≧ m となって矛盾が生じる. よって
[a−r− m

3 , a+s+
m
3 ]×B(p ; ρ+ m

3 ) ⊂ X であることが示された. ∂Fi

∂xj
: X → R (i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , n+1)
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の連続性から, Rn+1 の有界閉集合 [a − r − m
3 , a + s + m

3 ] × B(p ; ρ + m
3 ) における最大値と最小値が存在する.

よって, F の (a− r − m
3 , a+ s+ m

3 )× B(p ; ρ+ m
3 ) への制限に対して (24.3)を用いると, 正の実数 K で, 任意の

(t,x), (s,y) ∈ (a− r− m
3 , a+ s+ m

3 )×B(p ; ρ+ m
3 ) に対して ‖F (t,x)− F (s,y)‖ ≦ K‖(t,x)− (s,y)‖ をみたす

ものがある. とくに s = t ∈ [a− r, a+ r], x,y ∈ B(p ; ρ) の場合, 不等式 ‖f(t,x)− f(t,y)‖ ≦ K‖x− y‖ が成り立
つ. □

定義 25.12 I を Rの部分集合, X を Rn の部分集合とし, (a, b)を I に含まれる開区間とする. 関数 f : I×X → R

に対し, n 回微分可能な関数 φ : (a, b) → R がすべての t ∈ (a, b) に対して
φ(t)
φ′(t)
...

φ(n−1)(t)

 ∈ X かつ φn(t) = f

t,


φ(t)
φ′(t)
...

φ(n−1)(t)




を満たすとき, φ は (a, b) における n 階微分方程式 dnx
dtn = f(t, x, dxdt , . . . ,

dn−1x
dtn−1 ) の解であるという.

注意 25.13 関数 f : I ×X → R と n 回微分可能な関数 φ : (a, b) → R が与えられたとき, 写像 f : I ×X → Rn

と φ : (a, b) → Rn を

f(t,x) =


x2
x3
...
xn

f(t,x)

 ただし x =


x1
x2
...
xn

 , φ(t) =


φ(t)
φ′(t)
...

φ(n−1)(t)


によって定義すれば φが微分方程式 dnx

dtn = f(t, x, dxdt , . . . ,
dn−1x
dtn−1 )の解であるためには, φが微分方程式 dx

dt = f(t,x)

の解であることが必要十分である.

定理 25.14 a ∈ R, p ∈ Rn, r, ρ > 0 とし, p の第 j 成分を pj とする. 連続関数 f : [a− r, a+ r]×B(p ; ρ) → R

は次の Lipschitzの条件をみたすと仮定する.

「t ∈ [a− r, a+ r], x,y ∈ B(p ; ρ) ならば |f(t,x)− f(t,y)| ≦ K‖x− y‖」を満たす K > 0 が存在する.

(t,x) ∈ [a − r, a + r] × B(p ; ρ) を |f(t,x)| に対応させる関数の最大値を M として, r と ρ√
(∥p∥+ρ)2+M2

の小さ
い方を c とするとき, 連続関数 φ : [a − c, a + c] → [p1 − ρ, p1 + ρ] で, (a − c, a + c) における n 階微分方程式
dnx
dtn = f(t, x, dxdt , . . . ,

dn−1x
dtn−1 ) の解であり φ(i)(a) = pi+1 (i = 0, 1, . . . , n− 1)を満たすものがただ 1つ存在する.

証明 写像 f : [a − r, a + r] × B(p ; ρ) → Rn を (25.13) のように定義する. t ∈ [a − r, a + r], x,y ∈ B(p ; ρ) な
らば ‖f(t,x) − f(t,y)‖2 =

n∑
i=2

(xi − yi)
2 + (f(t,x) − f(t,y))2 ≦ (1 +K2)‖x − y‖2 となるため, f は (25.9) に

おける Lipschitz の条件をみたす. また (t,x) ∈ [a − r, a + r] × B(p ; ρ) に対し ‖f(t,x)‖2 =
n∑
i=2

x2i + f(t,x)2 ≦

‖x‖2 +M2 ≦ (‖p‖+ ρ)2 +M2 だから (t,x) ∈ [a− r, a+ r]× B(p ; ρ) を ‖f(t,x)‖ に対応させる関数の最大値は√
(‖p‖+ ρ)2 +M2 を越えない. 従って (25.9)から連続写像 φ : [a− c, a+ c] → B(p ; ρ) で, φ(a) = p を満たし, 任

意の t ∈ (a−c, a+c) において φ は微分可能で φ′(t) = f(t,φ(t)) を満たすものがただ 1つ存在する. φ(t) の第 j 成
分を φj(t) として, t ∈ [a−c, a+c] を φj(t) ∈ [pj−ρ, pj+ρ] に対応させる関数を φj : [a−c, a+c] → [pj−ρ, pj+ρ]
とすれば, φ′

j(t) = φj+1(t) (j = 1, 2, . . . , n − 1), φ′
n(t) = f(t,φ(t)) が成り立つため, φ = φ1 とすれば φ は

(a− c, a+ c) における n 階微分方程式 dnx
dtn = f(t, x, dxdt , . . . ,

dn−1x
dtn−1 ) の解であり φ(i)(a) = pi+1 (i = 0, 1, . . . , n− 1)

を満たす. φ の一意性は (25.13)と φ の一意性から導かれる. □
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26 線型微分方程式
実数を成分とする n 次正方行列全体の集合を Mn(R) で表し, Mn(R) を n2 次元実ベクトル空間 Rn2 と同一視
する.

定理 26.1 A : [a, b] → Mn(R), β : [a, b] → Rn を連続写像, c ∈ (a, b), p ∈ Rn とする. 連続写像 φ : [a, b] → Rn

で φ(c) = p かつ, 各 t ∈ (a, b) において φ は微分可能であり φ′(t) = A(t)φ(t) + β(t) をみたすものがただ 1つ存
在する.

証明 f : [a, b]×Rn → Rn を f(t,x) = A(t)x+ β(t) で定める. A(t) の (i, j) 成分を aij(t) とすれば t ∈ [a, b] を
aij(t) に対応させる関数 aij : [a, b] → R は連続だから, 関数 ν : [a, b] → R を ν(t) =

√ ∑
1≦i,j≦n

aij(t)2 で定めれば

ν も連続である. 従って (18.20) から ν の最大値は存在し, それを µ とする. 任意の t ∈ [a, b], x,y ∈ Rn に対し,

(17.13)から ‖f(t,x)− f(t,y)‖ = ‖A(t)(x− y)‖ ≦ ν(t)‖x− y‖ ≦ µ‖x− y‖ が得られ f は Lipschitzの条件をみ
たす.

t ∈ [a, b] を ‖β(t)‖ に対応させる関数の最大値を λ とすれば ρ > 0, q ∈ Rn, x ∈ B(q ; ρ) に対し, ‖x‖ ≦ ρ+ ‖q‖
だから ‖f(t,x)‖ = ‖A(t)x + β(t)‖ ≦ ‖A(t)x‖ + ‖β(t)‖ ≦ µ‖x‖ + λ ≦ µ(ρ + ‖q‖) + λ である. このとき
(t,x) ∈ [a, b] × B(q ; ρ) を ‖f(t,x)‖ に対応させる関数の最大値を Mq,ρ とすればMq,ρ ≦ µ(ρ + ‖q‖) + λ である.

従って ρ ≧ ‖q‖+ λ
µ ならば ρ

Mq,ρ
≧ ρ

µ(ρ+∥q∥)+λ ≧ 1
2µ である.

[a, b] に含まれる単調増加数列 t0 < t1 < · · · < tN (N ≧ 4) を次のようにとる.

(1) t0 = a, tN = b であり, tk = c となる 2 ≦ k ≦ N − 2 がある.

(2) i = 1, 2, . . . , N に対し ti − ti−1 <
1
4µ である.

このとき, 任意の i = 2, . . . , N − 2 と pi ∈ R
n に対し, ρi = ‖pi‖+ λ

µ とおけば, ρ
Mqi,ρi

≧ 1
2µ > ti− ti−2, ti+2− ti

だから, (25.9)により, 連続写像 φi : [ti−2, ti+2] → Rn で φi(ti) = pi かつ, 微分方程式 dx
dt = f(t,x) の (ti−2, ti+2)

における解になるものがただ 1つ存在する. とくに i = k の場合, φk(tk) = p をみたす dx
dt = f(t,x) の (tk−2, tk+2)

における解 φk を考える.

帰納的に i = k, k − 1, . . . , k − j (0 ≦ j ≦ k − 3)に対し, 連続写像 φi : [ti−2, ti+2] → Rn で φi(ti) = φi+1(ti)

(k − j ≦ i ≦ k − 1) かつ, 微分方程式 dx
dt = f(t,x) の (ti−2, ti+2) における解になるものが定まったとす

る. 連続写像 φk−j−1 : [tk−j−3, tk−j−1] → Rn で, 微分方程式 dx
dt = f(t,x) の (ti−2, ti+2) における解になり,

φk−j−1(tk−j−1) = φk−j(tk−j−1) をみたすものがあるため, この手順を繰り返して, 連続写像の列 φk,φk−1, . . . ,φ2

を得る. 各 i = 3, 4, . . . , k に対して ti−1 ∈ (ti−3, ti+1) ∩ (ti−2, ti+2) において φi−1 と φi の値は一致するため,

(25.8) により, すべての t ∈ (ti−3, ti+1) ∩ (ti−2, ti+2) = (ti−2, ti+1) 対して φi−1(t) = φi(t) である. さらに φi−1

と φi の連続性から t = ti−2, ti+1 の場合も φi−1(t) = φi(t) である.

同様に, 帰納的に i = k, k + 1, . . . , k + j (0 ≦ j ≦ N − k − 3) に対し, 連続写像 φi : [ti−2, ti+2] → Rn で
φi(ti) = φi−1(ti) (k + 1 ≦ i ≦ k + j) かつ, 微分方程式 dx

dt = f(t,x) の (ti−2, ti+2) における解になるものが
定まったとする. 連続写像 φk+j+1 : [tk+j−1, tk+j+3] → Rn で, 微分方程式 dx

dt = f(t,x) の (ti−2, ti+2) にお
ける解になり, φk+j+1(tk+j+1) = φk+j(tk+j+1) をみたすものがあるため, この手順を繰り返して, 連続写像の列
φk,φk+1, . . . ,φN−2 を得る. 各 i = k+1, k+2, . . . , N−2 に対して ti+1 ∈ (ti−2, ti+2)∩(ti−1, ti+3) において φi と
φi+1 の値は一致するため, (25.8)により, すべての t∈(ti−2, ti+2)∩(ti−1, ti+3) = (ti−1, ti+2)対して φi+1(t) = φi(t)

である. さらに φi と φi+1 の連続性から t = ti−1, ti+2 の場合も φi+1(t) = φi(t) である.

以上から φ : [a, b] → Rn を t ∈ [ti−2, ti+2] に対して φ(t) = φi(t) によって定めることができる. このとき φ は
微分方程式 dx

dt = f(t,x) の (a, b) における解であり, φ(c) = φk(tk) = p をみたす. (25.8)から φ の一意性が得ら
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れる. □

定理 26.2 A : [a, b] →Mn(R) を連続写像, c ∈ (a, b), v1,v2, . . . , vn をRn の基底とする. 微分方程式 dx
dt = A(t)x

の (a, b) における解で c を vj に写すものを φj とすれば, すべての t ∈ (a, b) に対して φ1(t),φ2(t), . . . ,φn(t) は
1次独立であり, dxdt = A(t)x の (a, b) における解全体からなる集合は φ1,φ2, . . . ,φn を基底とする R 上の n 次元
ベクトル空間である.

証明 まず, φ, ψ が dx
dt = A(t)x の (a, b) における解ならば, φ+ψ, rφ (r ∈ R)も dx

dt = A(t)x の (a, b) における
解であることに注意すれば, dxdt = A(t)x の (a, b) における解全体からなる集合は R 上のベクトル空間であることが
わかる.

d ∈ (a, b)で φ1(d),φ2(d), . . . ,φn(d)が 1次従属になるものが存在すると仮定する. このとき, φi(d) =
∑
j ̸=i

rjφj(d)

をみたす i と実数 r1, . . . , ri−1, ri+1, . . . , rn が存在するため, 写像 φi と
∑
j ̸=i

rjφj は d において同じ値をとる. 一

方 φi と
∑
j ̸=i

rjφj はともに dx
dt = A(t)x の (a, b) における解だから (25.8) によって, これらの写像は一致するが,

このことは φ1(c),φ2(c), . . . ,φn(c) が 1 次独立なベクトル v1,v2, . . . , vn であることに矛盾する. 故に, すべての
t ∈ (a, b) に対して φ1(t),φ2(t), . . . ,φn(t) は 1次独立である.

φ を dx
dt = A(t)x の (a, b) における任意の解として φ(c) =

∑
j=1

ajvj =
∑
j=1

ajφj(c) とおくと, φ と
n∑
j=1

ajφj

はともに dx
dt = A(t)x の (a, b) における解で, c における値は一致するため, (25.8) によって, これらの写像は一致

する. 従って, φ1,φ2, . . . ,φn は dx
dt = A(t)x の (a, b) における解全体からなるベクトル空間を生成する. また,

φ1(c),φ2(c), . . . ,φn(c) が 1次独立であることから φ1,φ2, . . . ,φn は 1次独立である. □

系 26.3 微分方程式 dx
dt = A(t)x の (a, b) における解全体からなるベクトル空間を S とする. φ1,φ2, . . . ,φn を S

の基底とし, t ∈ (a, b) に対して, φj(t) を第 j 列とする n 次正方行列を X(t) とすれば X(t) は正則行列である. こ
のとき, t ∈ (a, b) を X(t) ∈ Mn(R) に対応させる写像 X は X ′(t) = A(t)X(t) をみたす. また, v ∈ Rn に対し,

t ∈ (a, b) を X(t)v ∈ Rn に対応させる写像を φv とすれば φv ∈ S であり, v ∈ Rn を φv ∈ S に対応させる写像
を Φ : Rn → S とすれば, Φ はベクトル空間の同型写像である.

証明 (26.2)により, 任意の t ∈ (a, b) に対して, X(t) の列ベクトルは 1次独立だから X(t) は正則行列である. X ′(t)

の第 j 列は φ′
j(t) = A(t)φj(t) だから X ′(t) = A(t)X(t) が得られる.

また v ∈ Rn の第 j 成分を vj とすればX(t)v =
n∑
j=1

vjφj(t) であるため φv =
n∑
j=1

vjφj ∈ S である. v,w ∈ Rn,

r ∈ R に対して φv+w = φv + φw, φrv = rφv が成り立つことは容易に確かめられ, Φ が線型写像であることがわ
かる. φej

= φj だから Φ は基本ベクトルからなる Rn の基底 e1, e2, . . . , en を S の基底 φ1,φ2, . . . ,φn に写す.

従って Φ は同型写像である. □

命題 26.4 I を R の部分集合, A : I → Mn(R), β : I → Rn を写像とする. (a, b) を I に含まれる開区間とし,

ψ : (a, b) → Rn を微分方程式 dx
dt = A(t)x+β(t)の (a, b)における解の 1つとする. 微分方程式 dx

dt = A(t)x+β(t),
dx
dt = A(t)x の (a, b) における解全体からなる集合をそれぞれ S, Sh とおけば, S = {φ|φ−ψ ∈ Sh} が成り立つ.

証明 φ ∈ S ならば任意の t ∈ (a, b) に対して φ′(t) = A(t)φ(t)+β(t) であり, 仮定からψ′(t) = A(t)ψ(t)+β(t) も
成り立つため, 辺々引くことによって φ′(t)−ψ′(t) = A(t)(φ(t)−ψ(t)) が任意の t ∈ (a, b) に対して成り立つことが
わかる. 従って φ−ψ ∈ Sh である. 逆に, 写像 φ : (a, b) → Rn が φ−ψ ∈ Sh をみたすと仮定して φ−ψ = ζ と
おくと, 任意の t ∈ (a, b) に対して φ′(t) = ψ′(t)+ ζ ′(t) = A(t)ψ(t)+β(t)+A(t)ζ(t) = A(t)(ψ(t)+ ζ(t))+β(t) =

A(t)φ(t) + β(t) となるため φ ∈ S である. □

実数を成分とする n× n 行列全体の集合を M(m,n;R) で表し, M(m,n;R) を mn 次元実ベクトル空間 Rmn と
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同一視する.

補題 26.5 I を R の部分集合とし, 写像 X : I → M(m,n;R), Y : I → M(n, l;R) はともに p ∈ I において微分
可能であるとする. 写像 Z : I →M(m, l;R) を Z(t) = X(t)Y (t) で定めれば, Z も p ∈ I において微分可能であり,

Z ′(p) = X ′(p)Y (p) +X(p)Y ′(p) が成り立つ.

証明 lim
t→p

1
t−p (Z(t) − Z(p)) = lim

t→p

1
t−p (X(t)Y (t) − X(p)Y (p)) = lim

t→p

1
t−p (X(t)Y (t) − X(p)Y (t) + X(p)Y (t) −

X(p)Y (p)) = lim
t→p

1
t−p (X(t)−X(p))Y (t) + lim

t→p
X(p) 1

t−p (Y (t)− Y (p)) = X ′(p)Y (p) +X(p)Y ′(p). □

命題 26.6 I を R の部分集合, A : I → Mn(R), β : I → Rn を連続写像とする. (a, b) を I に含まれる開
区間とし, X : (a, b) → Mn(R) を (26.3) で定義した写像とする. c ∈ (a, b) として, 写像 v : (a, b) → Rn を
v(t) =

∫ t
c
X(s)−1β(s)ds で定め, 写像 ψ : (a, b) → Rn を ψ(t) = X(t)v(t) によって定めれば, ψ は微分方程式

dx
dt = A(t)x+ β(t) の (a, b) における解である.

証明 (26.3)により X ′(t) = A(t)X(t) が成り立つことに注意すると, (26.5)により ψ′(t) = X ′(t)v(t)+X(t)v′(t) =

A(t)X(t)v(t) +X(t)X(t)−1β(t) = A(t)ψ(t) +β(t) となるため, ψ は微分方程式 dx
dt = A(t)x+β(t) の (a, b) にお

ける解である. □

27 高次元球体の体積
R2 の極座標を与える写像 f (2) : [0,∞) × [0, 2π] → R2 は f

(2)
1 ( rφ ) = r cosφ, f

(2)
2 ( rφ ) = r sinφ とおくと

f (2) ( rφ ) =

(
f
(2)
1 ( rφ )

f
(2)
2 ( rφ )

)
で与えられる. R3 の極座標を与える写像 f (3) : [0,∞) × [0, 2π] × [0, π] → R3 の第 i 成分

が f
(3)
i

( r
φ
θ1

)
で与えられるとする. R3 の点 f (3)

( r
φ
θ1

)
を P として P から xy-平面に下した垂線の足を H とする.

原点 O から P までの距離を r, ベクトル −−→
OP と z 軸の正の方向となす角を θ1 とすれば線分 OH の長さは r sin θ1

であり, P の第 3成分は f
(3)
3

( r
φ
θ1

)
= r cos θ1 である. H を R2 の点とみなせば, H の第 1成分, 第 2成分はそれぞ

れ f
(2)
1

(
r sin θ1
φ

)
= r sin θ1 cosφ, f

(2)
2

(
r sin θ1
φ

)
= r sin θ1 sinφ で与えられる. これらはそれぞれ P の第 1成分, 第 2

成分でもあるから f
(3)
1

( r
φ
θ1

)
= f

(2)
1

(
r sin θ1
φ

)
= r sin θ1 cosφ, f

(3)
2

( r
φ
θ1

)
= f

(2)
2

(
r sin θ1
φ

)
= r sin θ1 sinφ が得られ

る. 以上から f (3)
( r
φ
θ1

)
=


r sin θ1 cosφ

r sin θ1 sinφ

r cos θ1

 が成り立つ.

Rn (n ≧ 3)の極座標を与える写像を f (n) : [0,∞)×[0, 2π]×[0, π]n−2 → Rn として,この第 i成分が f
(n)
i


r
φ
θ1
...

θn−2


で与えられるとする. 上と同様に考えれば i = 1, 2, . . . , n− 1 に対して f

(n)
i


r
φ
θ1
...

θn−2

 = f
(n−1)
i


r sin θn−2

φ
θ1
...

θn−3

 および
f
(n)
n


r
φ
θ1
...

θn−2

 = r cos θn−2 が成り立つことがわかる. このことから n による帰納法で,

f
(n)
i


r
φ
θ1
...

θn−2

 =


r cosφ sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 i = 1

r sinφ sin θ1 sin θ2 · · · sin θn−2 i = 2

r cos θi−2 sin θi−1 sin θi · · · sin θn−2 3 ≦ i ≦ n

が示される. また ψn : [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]n−2 → [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]n−3, ρn : [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]n−2 → R
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を

ψn


r
φ
θ1
...

θn−2

 =


r sin θn−2

φ
θ1
...

θn−3

 , ρn


r
φ
θ1
...

θn−2

 = r cos θn−2

で定めれば, θ =


r
φ
θ1
...

θn−2

 ∈ [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]n−2 に対して f (n)(θ) =

(
f (n−1)◦ψn(θ)

ρn(θ)

)
だから

(
f (n)

)′
(θ) =

((
f (n−1)◦ψn

)′
(θ)

ρ′n(θ)

)
=

((
f (n−1)

)′
(ψn(θ))ψ

′
n(θ)

ρ′n(θ)

)
=

((
f (n−1)

)′
(ψn(θ)) 0

t0 1

)(
ψ′
n(θ)
ρ′n(θ)

)
が成り立つ. Jn(θ) を

(
f (n)

)′
(θ) の行列式とすれば, 上式と

ψ′
n(θ) =


sin θn−2 0 · · · 0 r cos θn−2

0 1 0 0
...

. . .
...

0 0 1 0

 , ρ′n(θ) =
(
cos θn−2 0 · · · 0 −r sin θn−2

)

より
Jn(θ) = Jn−1(ψn(θ)) det

(
ψ′
n(θ)
ρ′n(θ)

)
= −rJn−1(ψn(θ))

が得られる.

命題 27.1 θ =


r
φ
θ1
...

θn−2

 ∈ [0,∞)× [0, 2π]× [0, π]n−2 に対して, 次の等式が成り立つ.

Jn(θ) = (−1)nrn−1 sin θ1 sin
2 θ2 · · · sinn−2 θn−2 = (−1)nrn−1

n−2∏
i=1

sini θi

証明 J2(θ) = r だから n = 2 の場合は主張が成り立つ. Jn−1(θ) = (−1)n−1rn−2
n−3∏
i=1

sini θi が成り立つと仮定する

と, 上で得た漸化式から Jn(θ) = −r(−1)n−1(r sin θn−2)
n−2

n−3∏
i=1

sini θi = (−1)nrn−1
n−2∏
i=1

sini θi を得る. □

正の整数 n と正の実数 r に対して Dn(r) を Rn の原点を中心として半径 r の球体 {x ∈ Rn| ‖x‖ ≦ r} を表す.

定理 27.2 Dn(R) の体積は, n が偶数 n = 2m ならば πmR2m

m!
, 奇数 n = 2m + 1 ならば 2m+1πmR2m+1

(2m+ 1)!!
で与え

られる.

証明 まず, 任意の θ ∈ R に対して sin θ = sin(π − θ) が成り立つため π − θi = φi とおいて置換積分すると,∫ π

π
2

sini θidθi =

∫ π

π
2

sini(π − θi)dθi =

∫ 0

π
2

sini φi(−1)dφi =

∫ π
2

0

sini θidθi

である. このことと, (15.7), (15.6), (15.8)より∫ π

0

sini θidθi =

∫ π
2

0

sini θidθi +

∫ π

π
2

sini θidθi = 2

∫ π
2

0

sini θidθi = B

(
i+ 1

2
,
1

2

)
=

Γ
(
i+1
2

)
Γ
(
1
2

)
Γ
(
i
2 + 1

) =

√
πΓ
(
i+1
2

)
Γ
(
i
2 + 1

)
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f (n) : [0, R]× [0, 2π]× [0, π]n−2 → Dn(R) により極座標に変数変換すれば, (27.1)と上式から Dn(R) の体積は∫
· · ·
∫
Dn(R)

dx1 · · · dxn =

∫
· · ·
∫
[0,R]×[0,2π]×[0,π]n−2

rn−1 sin θ1 sin
2 θ2 · · · sinn−2 θn−2drdφdθ1 · · · dθn−2

=

(∫ R

0

rn−1dr

)(∫ 2π

0

dφ

) n−2∏
i=1

∫ π

0

sini θidθi

=
2πRn

n

n−2∏
i=1

√
πΓ
(
i+1
2

)
Γ
(
i+2
2

) =
2π

n
2Rn

nΓ
(
n
2

) =
π

n
2Rn

Γ
(
n
2 + 1

)
で与えられる. 従って, (15.5), (15.8)から結果が得られる. □
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