
1 数ベクトル空間と行列

定義 1.1 (1) n 個の実数を縦に並べた x =



x1
...

xj
...

xn


を n 次元実ベクトルという. このとき xi を x の第 i 成分と

呼ぶ.

(2) x, y を n 次元実ベクトルとするとき, これらのベクトルが「等しい」とは, すべての 1 ≦ i ≦ n に対して x

の第 i 成分 y の第 i 成分が等しくなることで, これを x = y で表す. n 次元実ベクトル全体の集合を Rn で表す.

(3) Rn における加法 + と, スカラー倍 · を次で定義する.

x =



x1
...

xj
...

xn


, y =



y1
...

yj
...

yn


∈ Rn, r ∈ Rに対し x+ y =



x1 + y1
...

xj + yj
...

xn + yn


, rx =



rx1
...

rxj
...

rxn


(4) すべての成分が 0 であるベクトルを 0 で表し, 零ベクトルという.

命題 1.2 x,y, z ∈ Rn, r, s ∈ R とするとき, 次が成り立つ.

(1) 結合法則 ： (x+ y) + z = x+ (y + z), (rs)x = r(sx).

(2) 単位元の存在 ： x+ 0 = 0+ x = x, 1x = x である.

(3) 逆元の存在 ： −x = (−1)x とおけば x+ (−x) = (−x) + x = 0

(4) 交換法則 ： x+ y = y + x.

(5) 分配法則 ： r(x+ y) = rx+ ry, (r + s)x = rx+ sx.

定義 1.3 上のように加法とスカラー倍の定義された集合 Rn を n 次元数ベクトル空間という.

定義 1.4 x =



x1
...

xj
...

xn


, y =



y1
...

yj
...

yn


∈ Rn に対し x と y の内積 (x,y) を (x,y) =

n∑
j=1

xjyj で定義する.

次の結果は内積の定義から容易に確かめられる.

命題 1.5 x,y, z ∈ Rn, r ∈ R とするとき, 次のことが成り立つ.

(1) (x+ y, z) = (x, z) + (y, z), (x,y + z) = (x,y) + (x, z).

(2) (rx,y) = r(x,y) = (x, ry).

(3) (y,x) = (x,y).

(4) (x,x) ≧ 0 であり, x ̸= 0 ならば (x,x) > 0 である．

定義 1.6 x ∈ Rn に対し, ∥x∥ =
√
(x,x) とおいて, ∥x∥ を x の長さという.

命題 1.7 x ∈ Rn の第 i 成分を xi とするとき, |xi| ≦ ∥x∥ ≦ |x1|+ |x2|+ · · ·+ |xn| が成り立つ.

定理 1.8 x,y ∈ Rn のとき, 以下の不等式が成り立つ.

(1) |(x,y)| ≦ ∥x∥ ∥y∥ (シュワルツの不等式). (2) ∥x+ y∥ ≦ ∥x∥+ ∥y∥ (三角不等式).
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証明 (1) x = 0 ならば 両辺はともに 0 になって不等式は成り立つため, x ̸= 0 と仮定する. ∥x∥ ̸= 0 に注意

して命題 1.5の (1), (2), (3)を用いれば, 任意の実数 t に対して (tx + y, tx + y) = (tx + y, tx) + (tx + y,y) =

(tx, tx)+ (y, tx)+ (tx,y)+ (y,y) = ∥x∥2t2+2(x,y)t+∥y∥2 = ∥x∥2
(
t+

(x,y)

∥x∥2

)2

+
∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

∥x∥2
だから

t =
(x,y)

∥x∥2
のとき, (tx+y, tx+y)は最小値

∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2

∥x∥2
をとる. 一方,命題 1.5の (4)から (tx+y, tx+y) ≧ 0

が成り立つため, この最小値は 0 以上であるから ∥x∥2∥y∥2 − (x,y)2 ≧ 0 が得られる.

(2) 上の結果から (x,y) ≦ ∥x∥ ∥y∥ であり, 上の計算で t = 1 とすれば, ∥x + y∥2 = (x + y,x + y) = ∥x∥2 +
2(x,y) + ∥y∥2 ≦ ∥x∥2 + 2∥x∥ ∥y∥+ ∥y∥2 = (∥x∥+ ∥y∥)2 だから結果が得られる. □

定義 1.9 R の mn 個の要素 aij (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n) を下のように長方形に並べたものを m× n 行列

という.

A =



a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n
...

...
...

...

ai1 ai2 . . . aij . . . ain
...

...
...

...

am1 am2 . . . amj . . . amn


横の並びを上から順に第 1 行 ∼第 m 行, 縦の並びを左から順に第 1 列 ∼第 n 列と呼ぶ. また, aij を A の (i, j)

成分といい, A を (aij) で表すことがある.

2つの m× n 行列 A = (aij), B = (bij) が「等しい」とは, aij = bij がすべての i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n に

ついて成り立つことをいう.

とくに, m = n の場合 m×m 行列を m 次正方行列という.

定義 1.10 上から j 番目の成分が 1 で, 他の成分はすべて 0 であるような Rn の要素を ej で表し, n 個のベクト

ル e1, e2, . . . , en を Rn の基本ベクトルという.

定義 1.11 A = (aij), B = (bij) を m×n 行列, C = (cij) を l×m 行列, r ∈ R とする. 行列の和 A+B, スカラー

倍 rA を A+ B = (aij + bij), rA = (raij) で定義し, 積 CA を CA = (pij) (但し pij =
m∑
k=1

cikakj) によって定義

する．さらに x ∈ Rn に対し, x を n× 1 行列とみなして Ax が定義される.

命題 1.12 行列の和, スカラー倍, 積, ベクトルとの積に関し, 以下の等式が成り立つ．

(1) m× n 行列 A, B, C に対し, (A+B) + C = A+ (B + C), A+O = O +A = A (ただし O は, すべての成

分が 0 である m× n 行列), A+ (−A) = (−A) +A = O (ただし −A = (−1)A), A+B = B +A.

(2) m× n 行列 A, B, r, s ∈ R に対し, (rs)A = r(sA), 1A = A, r(A+B) = rA+ rB, (r + s)A = rA+ sA.

(3) m×n 行列 A, B, l×m 行列 C, n× k 行列 D, r ∈ R に対し, (rC)A = r(CA) = C(rA), (CA)D = C(AD),

C(A+B) = CA+ CB, (A+B)D = AD +BD.

(4) m×n 行列 A, B, l×m 行列 C, x,y ∈ Rn, r ∈ R に対し, A(x+y) = Ax+Ay, A(rx) = r(Ax) = (rA)x,

(A+B)x = Ax+Bx.

補題 1.13 A = (aij) を m× n 行列としてM =
√ ∑

1≦i≦m,1≦j≦n
a2ij とおくと, ∥Ax∥ ≦M∥x∥ が任意の x ∈ Rn に

対して成り立つ.

証明 x の第 i 成分を xi とし, A の第 i 行の成分を縦に並べて得られるベクトルを ai とすると, シュワルツの不等

式から
(

n∑
j=1

aijxj

)2
= (ai,x)

2 ≦ ∥ai∥2∥x∥2 =

(
n∑
j=1

a2ij

)
∥x∥2. 従って

∥Ax∥2 =

m∑
i=1

(
n∑
j=1

aijxj

)2
≦

m∑
i=1

(
n∑
j=1

a2ij

)
∥x∥2 =M2∥x∥2.

□
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2 写像の微分

定義 2.1 p ∈ Rn, r > 0 に対して B(p ; r) = {x ∈ Rn| ∥x− p∥ < r} とおき, これを半径 r 中心 p の開球という.

以後, X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm とし, 写像 f : X → Y を考える.

定義 2.2 p ∈ Rn, q ∈ Rm とする. どんな ε > 0 に対しても, δ > 0 で条件

「x ∈ B(p ; δ) ∩X かつ x ̸= p ならば f(x) ∈ B(q ; ε)」

を満たすものがあるとき, x を p に近づけたときの f の極限は q であるといい, これを lim
x→p

f(x) = q で表す.

注意 2.3 lim
x→p

f(x) = q であることは, 言い換えると, どんな ε > 0 に対しても, δ > 0 で 「∥x − p∥ < δ, x ∈ X

かつ x ̸= p ならば ∥f(x)− q∥ < ε」を満たすものがあることである. 従って, このことは lim
x→p

∥f(x)− q∥ = 0 と

同値である.

命題 2.4 p ∈ Rn, q, r ∈ Rm, a, b, c ∈ R とし, 写像 f, g : X → Y は lim
x→p

f(x) = q, lim
x→p

g(x) = r を満たし, 関数

s : X → R は lim
x→p

s(x) = c を満たすとする. このとき, 次の等式が成り立つ.

(1) lim
x→p

(af(x) + bg(x)) = aq + br (2) lim
x→p

s(x)f(x) = cq

証明 (1) 任意の x ∈ X に対し, 三角不等式から

∥(af(x) + bg(x))− (aq + br)∥ = ∥a(f(x)− q) + b(g(x)− r)∥

≦ ∥a(f(x)− q)∥+ ∥b(g(x)− r)∥ = |a|∥f(x)− q∥+ |b|∥g(x)− r∥

であり, 仮定と注意 2.3から x → p のとき, ∥f(x) − q∥ と ∥g(x) − r∥ はともに 0 に近づくため, 上の不等式から,

∥(af(x) + bg(x))− (aq + br)∥ も 0 に近づく. 故に, 注意 2.3により lim
x→p

(af(x) + bg(x)) = aq + br である.

(2) 任意の x ∈ X に対し, 三角不等式から

∥s(x)f(x)− cq∥ = ∥s(x)f(x)− cf(x) + cf(x)− cq∥ = ∥(s(x)− c)f(x) + c(f(x)− q)∥

≦ |s(x)− c|∥f(x)∥+ |c|∥f(x)− q∥ = |s(x)− c|∥f(x)− q + q∥+ |c|∥f(x)− q∥

≦ |s(x)− c| (∥f(x)− q∥+ ∥q∥) + |c|∥f(x)− q∥

であり, 仮定と注意 2.3から x → p のとき, ∥f(x) − q∥ と |s(x) − c| はともに 0 に近づくため, 上の不等式から,

∥s(x)f(x)− cq∥ も 0 に近づく. 故に, 注意 2.3により lim
x→p

s(x)f(x) = cq である. □

x ∈ X に対し, f(x) ∈ Y の第 i 成分を fi(x) で表すことにする. x を fi(x) に対応させることにより, 関数

fi : X → R が定まる.

命題 2.5 q ∈ Rm の第 i 成分を qi とすれば, lim
x→p

f(x) = q が成り立つためには, すべての i = 1, 2, . . . ,m に対し

て lim
x→p

fi(x) = qi が成り立つことが必要十分である.

証明 すべての i = 1, 2, . . . ,m に対して lim
x→p

fi(x) = qi が成り立つならば, lim
x→p

|fi(x) − qi| = 0 が すべての

i = 1, 2, . . . ,m に対して成り立つため, lim
x→p

m∑
i=1

|fi(x) − qi| = 0 である. ここで, 命題 1.7から 0 ≦ ∥f(x) − q∥ ≦
m∑
i=1

|fi(x)− qi| だから, lim
x→p

∥f(x)− q∥ = 0 が成り立つため, 注意 2.3により, lim
x→p

f(x) = q である.

命題 1.7から, 任意の i = 1, 2, . . . ,m に対して |fi(x)− qi| < ∥f(x)− q∥ だから, lim
x→p

f(x) = q ならば, 注意 2.3

により, lim
x→p

∥f(x)− q∥ = 0 が成り立つため, すべての i = 1, 2, . . . ,m に対して lim
x→p

fi(x) = qi である. □

定義 2.6 p ∈ X に対し, lim
x→p

f(x) = f(p) が成り立つとき, f は p で連続であるという. すべての p ∈ X に対し,

f が p で連続であるとき f を連続写像という.
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注意 2.7 命題 2.4から, 連続写像の和および連続関数と連続写像の積は連続写像である. また命題 2.5から, 写像が

連続であるためには, 各成分の関数が連続であることが必要十分である.

命題 2.8 p ∈ X に対し, 正の実数 r, L で条件「x ∈ B(p ; r) ∩X ならば ∥f(x)− f(p)∥ ≦ L∥x− p∥」を満たすも
のがあれば, f は p で連続である.

証明 任意の ε > 0に対して, δ を r と
ε

L
の小さい方とすれば, x ∈ B(p ; δ)∩X ならば ∥f(x)−f(p)∥ ≦ L∥x−p∥ <

Lδ ≦ ε だから f は p で連続である. □

命題 2.9 X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm, Z ⊂ Rk, p ∈ Rn, q ∈ Y とし, 写像 f : X → Y は lim
x→p

f(x) = q を満たし, 写像

g : Y → Z は q で連続であるとする. このとき lim
x→p

g(f(x)) = g(q) が成り立つ.

証明 g の q における連続性から,任意の ε > 0に対して, δ1 > 0で「y ∈ B(q ; δ1)∩Y ならば g(y) ∈ B(g(q) ; ε)」を

満たすものがある. また, f についての仮定から, δ > 0で,「x ∈ B(p ; δ)∩X かつ x ̸= pならば f(x) ∈ B(q ; δ1)」を

満たすものがある. 従って x ∈ B(p ; δ)∩X かつ x ̸= pならば g(f(x)) ∈ B(g(q) ; ε)となるため, lim
x→p

g(f(x)) = g(q)

が成り立つ. □

定義 2.10 X ⊂ Rn の点 p に対し, B(p ; r) ⊂ X を満たす正の実数 r が存在するとき, p を X の内点という.

定義 2.11 p を X の内点とする. m× n 行列 A で, 次の等式 (∗)を満たすものがあるとき f は p で微分可能であ

るという.

lim
x→p

f(x)− f(p)−A(x− p)

∥x− p∥
= 0 · · · (∗)

以後, 「f は p で微分可能である.」というときは p は f の定義域X の内点であることは仮定する.

写像 f , m× n 行列 A, p ∈ X に対して, 写像 ε = εf,A,p : X → Rm を

εf,A,p(x) =


f(x)− f(p)−A(x− p)

∥x− p∥
x ̸= p

0 x = p

で定義すれば, この定義と定義 2.11から次のことがわかる.

命題 2.12 任意の x ∈ X に対して, 等式

f(x) = f(p) +A(x− p) + ∥x− p∥εf,A,p(x)

が成り立ち, f が p で微分可能であるためには, εf,A,p が p において連続, すなわち lim
x→p

εf,A,p(x) = 0 となるよう

な, m× n 行列 A が存在することが必要十分である.

命題 2.13 f が p で微分可能ならば r, L > 0 でB(p ; r) ⊂ X かつ「x ∈ B(p ; r) ならば ∥f(x)−f(p)∥ ≦ L∥x−p∥」
を満たすものがある. 従って命題 2.8から f は p で連続である.

証明 m×n 行列 A は定義 2.11の (∗) を満たすとする. 命題 2.12, 三角不等式および補題 1.13から ∥f(x)− f(p)∥ =

∥A(x − p) + ∥x − p∥εf,A,p(x)∥ ≦ ∥A(x − p)∥ + ∥x − p∥∥εf,A,p(x)∥ ≦ (M + ∥εf,A,p(x)∥) ∥x − p∥ · · · (∗) であ
る. 仮定と命題 2.12から lim

x→p
∥εf,A,p(x)∥ = 0 であるため, r > 0 で B(p ; r) ⊂ X かつ「x ∈ B(p ; r), x ̸= p なら

ば ∥εf,A,p(x)∥ < 1」を満たすものがとれる. 従って (∗) から x ∈ B(p ; r) ならば ∥f(x)− f(p)∥ < (M +1)∥x− p∥
である. □

定義 2.14 p ∈ X, v ∈ Rn とし, 十分小さな r > 0 に対して |t| < r ならば p+ tv ∈ X であるとする. 極限

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
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が存在するとき, f は p において v 方向に微分可能であるといい, この極限のベクトルを f の p における v 方向

の微分という. とくに Y = R (m = 1), v = ej の場合, 上の極限値を
∂f

∂xj
(p) で表し, f の p における j 番目の変

数に関する偏微分といい, このとき, f は j 番目の変数に関して p において偏微分可能であるという. さらに f が

X の各点で j 番目の変数に関して偏微分可能なとき, p ∈ X を
∂f

∂xj
(p) に対応させる関数を j 番目の変数に関す

る偏導関数と呼んで
∂f

∂xj
: X → R で表す.

命題 2.15 f : X → Y が p で微分可能なとき, 任意の v ∈ Rn に対して f は p において v 方向に微分可能であ

る. このとき定義 2.11の等式 (∗) における m× n 行列 A は

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
= Av

を満たす. とくに A の第 j 列は lim
t→0

f(p+ tej)− f(p)

t
で与えられるため定義 2.11の等式 (∗) を満たす行列 A は

存在すればただ 1つだけである.

証明 命題 2.12の等式に x = p+ tv を代入すれば,

f(p+ tv) = f(p) + tAv + |t|∥v∥εf,A,p(p+ tv)

となるため,

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
= Av + lim

t→0

|t|
t
∥v∥εf,A,p(p+ tv) · · · (∗∗)

である.

∥∥∥∥ |t|t ∥v∥εf,A,p(p+ tv)

∥∥∥∥ = ∥v∥ ∥εf,A,p(p+ tv)∥ であり, 仮定と命題 2.12から lim
t→0

∥εf,A,p(p+ tv)∥ = 0 だか

ら (∗∗)から lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
= Av が得られる. □

定義 2.16 上の命題から定義 2.11の等式 (∗) を満たす行列 A は f と p を与えればただ 1つに定まるため, これを

f ′(p) で表して, f の p における微分という.

命題 2.17 写像 f : X → Y と x ∈ X に対し, f(x) ∈ Y の第 i 成分を fi(x) で表し, X で定義された実数値関数

fi : X → R を考える.

(1) f が p で微分可能ならば, 各 fi は p で微分可能で, f ′(p) の (i, j) 成分は
∂fi
∂xj

(p) である.

(2) 逆に各 fi が p で微分可能ならば f は p で微分可能である.

証明 (1) f ′(p) の第 i 行を Ai とすると
f(x)− f(p)− f ′(p)(x− p)

∥x− p∥
の第 i 成分は

fi(x)− fi(p)−Ai(x− p)

∥x− p∥
だ

から ∣∣∣∣fi(x)− fi(p)−Ai(x− p)

∥x− p∥

∣∣∣∣ ≦ ∥∥∥∥f(x)− f(p)− f ′(p)(x− p)

∥x− p∥

∥∥∥∥
が成り立つ. x → p のとき, 右辺は 0 に近づくため lim

x→p

fi(x)− fi(p)−Ai(x− p)

∥x− p∥
= 0 となり, fi は p で微分可能

で f ′i(p) = Ai である. A の (i, j) 成分は Ai の第 j 列だから命題 2.15と偏微分の定義から Aiej =
∂fi
∂xj

(p) に等し

くなる.

(2) A を f ′i(p) を第 i 行とする m × n 行列とすれば, m 次元ベクトル
f(x)− f(p)−A(x− p)

∥x− p∥
の第 i成分は

fi(x)− fi(p)− f ′i(p)(x− p)

∥x− p∥
だから仮定と命題 2.5から lim

x→p

f(x)− f(p)−A(x− p)

∥x− p∥
= 0 である. □

命題 2.18 X ⊂ Rn, v,p ∈ Rn とし, t ∈ (a, b) ならば p+ tv ∈ X であるとする. ω : (a, b) → X を ω(t) = p+ tv

で定め, 関数 f : X → R は ω(t) (t ∈ (a, b)) において微分可能であるとする. このとき, v の第 j 成分を vj とすれ

ば, 次の等式が成り立つ.

(f◦ω)′(t) =
n∑
j=1

vj
∂f

∂xj
(p+ tv)
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証明 命題 2.17から f ′(p+ tv) =

(
∂f

∂x1
(p+ tv)

∂f

∂x2
(p+ tv) · · · ∂f

∂xn
(p+ tv)

)
である. 一方, 命題 2.15から

(f◦ω)′(t) = lim
h→0

f((p+ tv) + hv)− f(p+ tv)

h
= f ′(p+ tv)v だから結果を得る. □

定理 2.19 (合成写像の微分法) X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm, Z ⊂ Rl とする. f : X → Y が p で微分可能であり, g : Y → Z

が f(p) で微分可能ならば, 合成写像 g◦f : X → Z も p で微分可能で, 次の等式が成り立つ.

(g◦f)′(p) = g′(f(p))f ′(p)

証明 写像 εf,f ′(p),p, εg,g′(f(p)),f(p) を, それぞれ, εf,p, εg,f(p) で表すことにすれば, 命題 2.12から

f(x) = f(p) + f ′(p)(x− p) + ∥x− p∥εf,p(x) · · · (1)

g(y) = g(f(p)) + g′(f(p))(y − f(p)) + ∥y − f(p)∥εg,f(p)(y) · · · (2)

が成り立つ. (2)の等式の y に f(x) を代入すれば次の等式が得られる.

g(f(x)) = g(f(p)) + g′(f(p))(f(x)− f(p)) + ∥f(x)− f(p)∥εg,f(p)(f(x))

x ̸= p として, この等式の右辺の第 2項の f(x) に (1)の右辺を代入して, 両辺を ∥x− p∥ で割って整理すれば

(g◦f)(x)− (g◦f)(p)− g′(f(p))f ′(p)(x− p)

∥x− p∥
= g′(f(p))εf,p(x) +

∥f(x)− f(p)∥
∥x− p∥

εg,f(p)(f(x)) · · · (3)

が得られる. 従って x → p としたときに, 上式の右辺が 0 に近づくことが示されれば, g◦f : X → Z は p で微分可

能で, 定義 2.16により, (g◦f)′(p) = g′(f(p))f ′(p) であることがわかる.

三角不等式から (3)の右辺の長さについて, 次の不等式が成り立つ.∥∥∥∥g′(f(p))εf,p(x) + ∥f(x)− f(p)∥
∥x− p∥

εg,f(p)(f(x))

∥∥∥∥ ≦ ∥g′(f(p))εf,p(x)∥+
∥f(x)− f(p)∥

∥x− p∥
∥∥εg,f(p)(f(x))∥∥ · · · (4)

まず, A = g′(f(p)) として補題 1.13を用いると ∥g′(f(p))εf,p(x)∥ ≦ M∥εf,p(x)∥ を満たす定数 M があり, 仮定と

命題 2.12から x が p に近づくとき, この不等式の右辺は 0 に近づくため

lim
x→p

∥g′(f(p))εf,p(x)∥ = 0 · · · (5)

である. 命題 2.13から, r, L > 0 で B(p ; r) ⊂ X かつ ∥x− p∥ < r ならば ∥f(x)− f(p)∥ ≦ L∥x− p∥ を満たすも
のがあるため, 0 < ∥x− p∥ < r ならば

∥f(x)− f(p)∥
∥x− p∥

∥∥εg,f(p)(f(x))∥∥ ≦ L
∥∥εg,f(p)(f(x))∥∥ · · · (6)

が成り立つ. 命題 2.13 から, f は p で連続だから, lim
x→p

f(x) = f(p) が成り立つため, 仮定と命題 2.9 から,

lim
x→p

εg,f(p)(f(x)) = 0 である. 従って x → p のとき, (6)の右辺は 0 に近づくため,

lim
x→p

∥f(x)− f(p)∥
∥x− p∥

∥∥εg,f(p)(f(x))∥∥ = 0 · · · (7)

が成り立つ. (5), (7)と (4)から, x → p のとき, (3)の右辺は 0 に近づくため, 主張は示された. □

上の定理で Z = R の場合を考える. x ∈ X に対し f(x) ∈ Y の第 i 成分を fi(x) で表し, 実数値関数 fi : X → R

を考えれば, 命題 2.17の (1)からm×n行列 f ′(p)の (i, j)成分は
∂fi
∂xj

(p)であり, 1×m行列 g′(f(p))の (1, j)成分

は
∂g

∂xj
(f(p)) である. 一方 (g◦f)′(p) の (1, j)成分は

∂g◦f
∂xj

(p) だから, 上で示した等式 (g◦f)′(p) = g′(f(p))f ′(p)

の両辺の (1, j)成分を比較すれば次の結果が得られる.

系 2.20 f : X → Y が p で微分可能であり, g : Y → R が f(p) で微分可能ならば, 次の等式が成り立つ.

∂g◦f
∂xj

(p) =

m∑
k=1

∂g

∂xk
(f(p))

∂fk
∂xj

(p)
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3 偏微分

補題 3.1 x1, . . . , xn を負でない実数とするとき, x1 + · · ·+ xn ≤
√
n
√
x21 + · · ·+ x2n が成り立つ.

証明
(√

n
√
x21 + · · ·+ x2n

)2
− (x1 + · · ·+ xn)

2 =
∑

1≦i<j≦n
(xi − xj)

2 ≧ 0 □

定理 3.2 f : X → Y を写像とし, x ∈ Rn に対し f(x) ∈ Rm の第 i 成分を fi(x) で表し, X で定義された実数値

関数 fi : X → R を考える. i = 1, 2, . . . ,m に対し, fi は X の各点ですべての変数に対して微分可能で, 偏導関数
∂fi
∂xj

: X → R は連続であるとする. このとき, f は X の各点で微分可能である.

証明 命題 2.17の (2)から Y = R の場合に対して主張を示せばよい. x,p ∈ X の第 j 成分をそれぞれ xj , pj とし

て, gi : [0, 1] → R を

gi(t) = f

i−1∑
j=1

pjej + (pi + t(xi − pi))ei +

n∑
j=i+1

xjej


で定めると, gi は (0, 1) の各点で微分可能であり,

g′i(t) = (xi − pi)
∂f

∂xi

i−1∑
j=1

pjej + (pi + t(xi − pi))ei +

n∑
j=i+1

xjej

 · · · (∗)

が成り立つ. さらに i = 2, 3, . . . , n に対し, gi(1) = gi−1(0) であり, g1(1) = f(x), gn(0) = f(p) だから f(x) −
f(p) =

n∑
i=1

(gi(1) − gi(0)) が成り立つ. 平均値の定理から gi(1) − gi(0) = g′i(θi) を満たす 0 < θi < 1 があるため,

ci =
i−1∑
j=1

pjej + (pi + θi(xi − pi))ei +
n∑

j=i+1

xjej とおいて (∗) に注意すれば,

f(x)− f(p)−
n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)(xi − pi) =

n∑
i=1

(
gi(1)− gi(0)−

∂f

∂xi
(p)(xi − pi)

)

=

n∑
i=1

(
g′i(θi)−

∂f

∂xi
(p)(xi − pi)

)

=

n∑
i=1

(
∂f

∂xi
(ci)−

∂f

∂xi
(p)

)
(xi − pi)

である.
∂f

∂xi
の連続性から, 任意の ε > 0 に対し, δ > 0 で ∥v − p∥ < δ ならば i = 1, 2, . . . , n に対して∣∣∣∣ ∂f∂xi (v)− ∂f

∂xi
(p)

∣∣∣∣ < ε√
n
を満たすものがある. ∥ci − p∥ =

√
θ2i (xi − pi)2 +

n∑
j=i+1

(xj − pj)2 ≦ ∥x − p∥ だから

0 < ∥x− p∥ < δ ならば

∣∣∣∣ ∂f∂xi (ci)− ∂f

∂xi
(p)

∣∣∣∣ < ε√
n
であり, これと上の計算および補題 3.1から

∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−
n∑
i=1

∂f

∂xi
(p)(xi − pi)

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
i=1

∣∣∣∣ ∂f∂xi (ci)− ∂f

∂xi
(p)

∣∣∣∣ |xi − pi| <
n∑
i=1

ε√
n
|xi − pi| ≦ ε∥x− p∥

が得られる. これは A =

(
∂f

∂x1
(p)

∂f

∂x2
(p) · · · ∂f

∂xn
(p)

)
とおけば lim

x→p

f(x)− f(p)−A(x− p)

∥x− p∥
= 0 が成り立

つことを意味するため, f は p で微分可能である. □

定義 3.3 X を Rn の開集合とする. 関数 f : X → R と 1 ≦ is ≦ n (s = 1, 2, . . . , r) を満たす数列 i1, i2, . . . , ir に

対し, f の r 次偏導関数
∂rf

∂xir∂xir−1 . . . ∂xi1
: X −→ R
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を次のように帰納的に定義する. f が X の各点で i1 番目の変数に関して偏微分可能であるとき,
∂1f

∂xi1
は x ∈ X

を
∂f

∂xi1
(x) に対応させる関数とする.

∂r−1f

∂xir−1 . . . ∂xi1
: X → R (r ≧ 2) が定まり, X の各点で ir 番目の変数に関

して偏微分可能であるとき,
∂rf

∂xir∂xir−1
. . . ∂xi1

を

∂rf

∂xir∂xir−1
. . . ∂xi1

(x) =
∂

∂xir

(
∂r−1f

∂xir−1
. . . ∂xi1

)
(x)

によって定義する.

1 ≦ is ≦ n (s = 1, 2, . . . , r) を満たす任意の数列 i1, i2, . . . , ir に対し, f の r 次偏導関数が定義できるとき,「f は

X で r 回偏微分可能である」という.

定理 3.4 p を X ⊂ Rn の内点とする. また f : X → R は X の各点で i 番目と j 番目の変数に関して偏微分可能

であるとし,
∂f

∂xi
,
∂f

∂xj
: X → R がともに連続であるとする. さらに,

∂2f

∂xj∂xi
: X → R が存在して, p ∈ X におい

て連続ならば
∂f

∂xj
は p で i 番目の変数に関して偏微分可能であり,

∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)
(p) =

∂2f

∂xj∂xi
(p) が成り立つ.

証明 仮定から B(p ; r) ⊂ X を満たす r > 0がある. J ⊂ R2 を J =

{
( xy ) ∈ R2

∣∣∣∣ |x|, |y| < r√
2

}
で定め, F : J → R

を

F ( xy ) = f(p+ xei + yej)− f(p+ xei)− f(p+ yej) + f(p)

で定義する. t ∈
(
− r√

2
, r√

2

)
を固定して φt :

(
− r√

2
, r√

2

)
→ R を φt(x) = f(p+ xei + tej)− f(p+ xei) で定めれ

ば, φ′
t(x) =

∂f

∂xi
(p+ xei + tej)−

∂f

∂xi
f(p+ xei) および φt(x)− φt(0) = F ( xt ) が成り立つ. s ∈

(
− r√

2
, r√

2

)
に対

し, 0 と s で挟まれた区間において平均値の定理を用いると 0 < θ1 < 1 で φt(s)− φt(0) = sφ′
t(θ1s) をみたすもの

があるため,

F ( st ) = s

(
∂f

∂xi
(p+ θ1sei + tej)−

∂f

∂xi
(p+ θ1sei)

)
· · · (1)

が成り立つ. ここで θ1 は s と t の両方に依存することに注意する. さらに, s, t を固定して ψ :
(
− r√

2
, r√

2

)
→ R

を ψ(u) =
∂f

∂xi
(p+ θ1sei + uej) で定義すれば, 仮定から ψ は微分可能で, 0 と t で挟まれる区間で平均値の定理を

用いると, 0 < θ2 < 1 で ψ(t)− ψ(0) = tψ′(θ2t) を満たすものがある. ψ′(u) =
∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + uej) だから

∂f

∂xi
(p+ θ1sei + tej)−

∂f

∂xi
(p+ θ1sei) = t

∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + θ2tej) · · · (2)

が得られる. (1), (2) から

F ( st ) = st
∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + θ2tej) · · · (3)

を満たす 0 < θ1, θ2 < 1 の存在が示せたことになる. s, t ∈
(
− r√

2
, r√

2

)
を固定して λs :

(
− r√

2
, r√

2

)
→ R を λs(y) =

f(p+ sei+ yej)− f(p+ yej) で定めて, 0 と t で挟まれた区間で平均値の定理を用いれば, λs(t)−λs(0) = tλ′s(θ3t)

を満たす 0 < θ3 < 1 がある. λs(t)− λs(0) = F ( st ), λ
′
s(y) =

∂f

∂xj
(p+ sei + yej)−

∂f

∂xj
(p+ yej) より

F ( st ) = t

(
∂f

∂xj
(p+ sei + θ3tej)−

∂f

∂xj
(p+ θ3tej)

)
· · · (4)

である. 任意の ε > 0 に対し,
∂2f

∂xj∂xi
の p における連続性から 0 < δ < 1 で, x2 + y2 < δ2 ならば∣∣∣∣ ∂2f

∂xj∂xi
(p+ xei + yej)−

∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ < ε · · · (5)
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を満たすものがある. 従って, s2 + t2 < δ2 ならば (3), (4), (5) から∣∣∣∣1s
(
∂f

∂xj
(p+ sei + θ3tej)−

∂f

∂xj
(p+ θ3tej)

)
− ∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ ∂2f

∂xj∂xi
(p+ θ1sei + θ2tej)−

∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ < ε

が成り立つ.
∂f

∂xj
の連続性から, 上式で t→ 0 とすれば |s| < δ ならば∣∣∣∣1s

(
∂f

∂xj
(p+ sei)−

∂f

∂xj
(p)

)
− ∂2f

∂xj∂xi
(p)

∣∣∣∣ ≦ ε

が成り立つことが分かる. ε は任意だから上式は定理の主張が成り立つことを示している. □

上の定理から, f が r 回偏微分可能で r 次までの偏導関数がすべて連続ならば r 次偏導関数は偏微分する変数の

順序には依存しないことが分かる.

4 多変数関数のテイラーの定理

X を Rn の部分集合, f : X → R を関数とする. v ∈ Rn の第 i 成分を vi とし, f がすべての変数について偏微

分可能であるとき, 関数
(
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)
f : X → R を

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)
f

)
(x) =

n∑
i=1

vi
∂f

∂xi
(x)

で定義する. 帰納的に, f が r 回偏微分可能であるとき
(
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f : X → R を

(
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r−1

f

)
で定める.

補題 4.1 f : X → R は r 回偏微分可能で, r 次までの偏導関数がすべて連続であるとする. p ∈ X, v ∈ Rn,

a, b ∈ R (a < b) に対し, t ∈ (a, b) ならば p+ tv ∈ X であるとき, g : (a, b) → R を g(t) = f(p+ tv) で定める. こ

のとき, g の r 次導関数は

g(r)(t) =

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f

)
(p+ tv)

で与えられる.

証明 定理 3.2により, f は X の各点で微分可能だから, 命題 2.18により,

g′(t) =

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)
f

)
(p+ tv)

となり, r = 1 のとき主張は正しい. g(r−1)(t) =

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r−1

f

)
(p+ tv) が成り立つと

仮定して, h : X → R を

h =

(
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r−1

f

によって定義すると, g(r−1)(t) = h(p+ tv) である. この両辺 t で微分すれば, 再び命題 2.18から

g(r)(t) = h′(p+ tv)v =

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)
h

)
(p+ tv)

=

((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f

)
(p+ tv)

となるため, r のときも主張が成り立つ. □
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補題 4.2 l1, . . . , lk は正の整数とし, r = l1 + · · · lk とおくと, 次の等式が成り立つ.

k∑
s=1

(r − 1)!

l1! · · · (ls − 1)! · · · lk!
=

r!

l1! · · · lk!

証明 k による帰納法で示す. k = 1 のとき, 主張は明らかに成り立つ. k − 1 のとき, 主張が正しいと仮定すると,

k∑
s=1

(r − 1)!

l1! · · · (ls − 1)! · · · lk!
=

k−1∑
s=1

(r − lk − 1)!

l1! · · · (ls − 1)! · · · lk−1!

(r − 1)!

lk!(r − lk − 1)!
+

(r − 1)!

l1! · · · lk−1!(lk − 1)!

=
(r − lk)!

l1! · · · lk−1!

(r − 1)!

lk!(r − lk − 1)!
+

(r − 1)!

l1! · · · lk−1!(lk − 1)!
=

r!

l1! · · · lk−1!lk!

となって, k のときも主張は成り立つ. □

命題 4.3 f : X → R が r 回偏微分可能で, r 次までの偏導関数がすべて連続であるとき, x ∈ X に対し, 次の等式

が成り立つ.((
v1

∂

∂x1
+ v2

∂

∂x2
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f

)
(x) =

∑
i1+···+in=r

r!

i1! · · · in!
vi11 · · · vinn

∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(x)

証明 r による帰納法で示す. r = 1 のときは主張は明らかに成り立つ. r − 1 のとき主張が正しいと仮定すると,((
v1

∂

∂x1
+ · · ·+ vn

∂

∂xn

)r
f

)
(x) =

∑
j1+···+jn=r−1

(r − 1)!

j1! · · · jn!

(
n∑
s=1

vj11 · · · vjs+1
s · · · vjnn

∂rf

∂xj11 · · · ∂xjs+1
s · · · ∂xjnn

(x)

)

ここで i1 + · · ·+ in = r を満たす負でない整数 i1, . . . , in に対して, 上式の vi11 · · · vinn
∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(x) の項を集める

と, その係数は
∑

1≤s≤n,is ̸=0

(r − 1)!

i1! · · · (is − 1)! · · · in!
だから補題 4.2により,

r!

i1! · · · in!
に等しくなる. 従って, 上式の左

辺は
∑

i1+···+in=r

r!

i1! · · · in!
vi11 · · · vinn

∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(x) となって r のときも主張が成り立つ. □

定理 4.4 (テイラーの定理) f : X → R が r 回偏微分可能で, r 次までの偏導関数がすべて連続であるとする.

p,x ∈ X に対し, p と x を結ぶ線分は X に含まれるとするとき, 0 < θ < 1 で,

f(x) = f(p) +

r−1∑
k=1

∑
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

+
∑

i1+···+in=r

1

i1! · · · in!
∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ θ(x− p))(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

を満たすものがある. ここで, xi, pi はそれぞれ x, p の第 i 成分である.

証明 g : [0, 1] → R を g(t) = f(p+ t(x− p)) で定めれば, g に関するテイラーの定理から,

g(1) = g(0) +

r−1∑
k=1

1

k!
g(k)(0) +

1

r!
g(r)(θ)

を満たす 0 < θ < 1 がある. 補題 4.1, 命題 4.3により,

g(k)(t) =

((
(x1 − p1)

∂

∂x1
+ (x2 − p2)

∂

∂x2
+ · · ·+ (xn − pn)

∂

∂xn

)k
f

)
(p+ t(x− p))

=
∑

i1+···+in=k

k!

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ t(x− p))(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

だから, これを上式に代入すれば結果が得られる. □
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補題 4.5

(x1 + · · ·+ xn)
r =

∑
i1+···+in=r

r!

i1! · · · in!
xi11 · · ·xinn

証明 n による帰納法で示す. n = 1 の場合は主張は明らか. n− 1 のときに主張が成立するならば, 二項定理から,

(x1 + · · ·+ xn)
r =

∑
s+in=r

r!

s!in!
(x1 + · · ·+ xn−1)

sxinn =
∑

s+in=r

r!

s!in!

 ∑
i1+···+in−1=s

s!

i1! · · · in−1!
xi11 · · ·xin−1

n−1

xinn

=
∑

i1+···+in=r

r!

i1! · · · in!
xi11 · · ·xinn

となって, n のときも主張が成立する. □

系 4.6 定理 4.4と同じ仮定のもとで, 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, 0 < ∥x− p∥ < δ ならば∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−
r∑

k=1

∑
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

∣∣∣∣∣ < ε∥x− p∥r

を満たすようなものがある.

証明
∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
の連続性から任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, ∥x− p∥ < δ ならば i1 + · · ·+ in = r を満たす

すべての負でない整数 i1, . . . , in に対して∣∣∣∣ ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(x)− ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)

∣∣∣∣ < r!√
nr
ε

を満たすようなものがある. テイラーの定理と補題 4.5, 補題 3.1を用いると, 0 < ∥x− p∥ < δ ならば∣∣∣∣∣f(x)− f(p)−
r∑

k=1

∑
i1+···+in=k

1

i1! · · · in!
∂kf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣ ∑
i1+···+in=r

1

i1! · · · in!

(
∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ θ(x− p))− ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)

)
(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in

∣∣∣∣∣
≦

∑
i1+···+in=r

1

i1! · · · in!

∣∣∣∣ ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p+ θ(x− p))− ∂rf

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)

∣∣∣∣ |x1 − p1|i1 · · · |xn − pn|in

<
∑

i1+···+in=r

1

i1! · · · in!
|x1 − p1|i1 · · · |xn − pn|in

r!√
nr
ε = (|x1 − p1|+ · · ·+ |xn − pn|)r

ε√
nr

≦ ε∥x− p∥r

□

5 多変数関数の極大・極小

定義 5.1 X を Rn の部分集合, f : X → R を関数とする. p ∈ X に対し, ε > 0 で “x ∈ X かつ ∥x− p∥ < ε な

らば f(x) ≦ f(p)”を満たすものがあるとき, f は p で極大であるといい, f(p) を f の極大値という. また, ε > 0

で “x ∈ X かつ ∥x− p∥ < ε ならば f(x) ≧ f(p)”を満たすものがあるとき, f は p で極小であるといい, f(p) を

f の極小値という.

命題 5.2 Rn の部分集合 X で定義された実数値関数 f : X → R が X の内点 p において微分可能であり, 極大ま

たは極小ならば j = 1, 2, . . . , n に対して
∂f

∂xj
(p) = 0 である.
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証明 B(p ; r) ⊂ X を満たす r > 0 をとり, fj : (−r, r) → R を fj(t) = f(p+ tej) で定める. f が p で極大 (極小)

ならば fj は 0 で極大 (極小)だから 1変数関数の場合の結果により
∂f

∂xj
(p) = f ′j(0) = 0 となる. □

n 次元列ベクトル x に対し, tx を x を n× 1 行列とみなしたときの転置行列とする. 実数を成分にもつ n 次対称

行列 A に対し, 関数 QA : Rn → R をQA(x) =
txAx で定義する. このとき, r ∈ R に対して, QA(rx) = r2QA(x)

が成り立ち, x ∈ Rn の第 j 成分を xj とし, A の (i, j) 成分を aij とすれば, aji = aij より

QA(x) =

n∑
i,j=1

aijxixj =

n∑
i=1

aiix
2
i +

∑
1≦i<j≦n

2aijxixj

が成り立つことがわかる.

また, X を Rn の開集合とし, X 上の関数 f : X → R は 2回偏微分可能で 2次までの偏導関数がすべて連続で

あるとする. p ∈ X に対し,
∂2f

∂xi∂xj
(p) が (i, j) 成分であるような n 次正方行列を f ′′(p) とする. すなわち

f ′′(p) =



∂2f
∂x2

1
(p) . . . ∂2f

∂x1∂xj
(p) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(p)

...
...

...
∂2f

∂xi∂x1
(p) . . . ∂2f

∂xi∂xj
(p) . . . ∂2f

∂xi∂xn
(p)

...
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(p) . . . ∂2f

∂xn∂xj
(p) . . . ∂2f

∂x2
n
(p)


.

このとき f ′′(p) は n次対称行列であることに注意する. さらに x,p ∈ X の第 j 成分をそれぞれ xj , pj とすれば,

次の等式が成り立つことが容易に確かめられるため,∑
i1+···+in=1

1

i1! · · · in!
∂f

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in = f ′(p)(x− p)

∑
i1+···+in=2

1

i1! · · · in!
∂2f

∂xi11 · · · ∂xinn
(p)(x1 − p1)

i1 · · · (xn − pn)
in =

1

2
Qf ′′(p)(x− p)

r = 2 の場合の系 4.6は次のようになる.

系 5.3 X を Rn の開集合とし, X 上の関数 f : X → R は 2回偏微分可能で 2次までの偏導関数がすべて連続で

あるとする. 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, 0 < ∥x− p∥ < δ ならば次の不等式を満たすものがある.∣∣∣∣f(x)− f(p)− f ′(p)(x− p)− 1

2
Qf ′′(p)(x− p)

∣∣∣∣ < ε∥x− p∥2

命題 5.4 X を Rn の開集合とし, X 上の関数 f : X → R は 2回偏微分可能で 2次までの偏導関数がすべて連続

であるとする. さらに p ∈ X に対し,
∂f

∂x1
(p) =

∂f

∂x2
(p) = · · · = ∂f

∂xn
(p) = 0 が成り立つとする.

(1) K > 0 で, 任意の x ∈ Rn に対して Qf ′′(p)(x) ≧ K∥x∥2 を満たすものが存在するとき f は p で極小である.

(2) K < 0 で, 任意の x ∈ Rn に対して Qf ′′(p)(x) ≦ K∥x∥2 を満たすものが存在するとき f は p で極大である.

(3) Qf ′′(p)(u) > 0, Qf ′′(p)(v) < 0 を満たす u,v ∈ Rn があるとき, f は p で極大でも極小でもない.

証明 仮定と命題 2.17の (1)から f ′(p) = Oだから,系 5.3によって,任意の ε > 0に対して, δ > 0で, 0 < ∥x−p∥ < δ

ならば次の不等式 (∗)を満たすものがある.

1

2
Qf ′′(p)(x− p)− ε∥x− p∥2 < f(x)− f(p) <

1

2
Qf ′′(p)(x− p) + ε∥x− p∥2 · · · (∗)

(1) ε =
K

3
に対して (∗)を満たすような δ > 0 をとる. 仮定より Qf ′′(p)(x − p) ≧ K∥x − p∥2 が成り立つため,

(∗)によって, 0 < ∥x− p∥ < δ ならば

f(x)− f(p) >
1

2
Qf ′′(p)(x− p)− K

3
∥x− p∥2 ≧ K

6
∥x− p∥2 > 0
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が成り立つ. 故に f は p で極小である.

(2) ε = −K
3
に対して (∗)を満たすような δ > 0 をとる. 仮定より Qf ′′(p)(x− p) ≦ K∥x− p∥2 が成り立つため,

(∗)によって, 0 < ∥x− p∥ < δ ならば

f(x)− f(p) <
1

2
Qf ′′(p)(x− p)− K

3
∥x− p∥2 ≦ K

6
∥x− p∥2 < 0

が成り立つ. 故に f は p で極大である.

(3) 任意の実数 r に対して Qf ′′(p)(rx) = r2Qf ′′(p)(x) が成り立つため,
u

∥u∥
,

v

∥v∥
を, それぞれ u, v とおくこと

によって ∥u∥ = ∥v∥ = 1 と仮定してよい. ε =
1

3
Qf ′′(p)(u) に対して (∗)を満たすような δ > 0 をとる. 0 < |t| < δ

ならば 0 < ∥(p+ tu)− p∥ = |t| < δ だから (∗)によって,

f(p+ tu)− f(p) >
1

2
Qf ′′(p)(tu)−

1

3
Qf ′′(p)(u)∥tu∥2 =

1

2
t2Qf ′′(p)(u)−

1

3
t2Qf ′′(p)(u) =

1

6
t2Qf ′′(p)(u) > 0

が成り立つ. 従って p において f は極大ではない. ε = −1

3
Qf ′′(p)(v) に対して (∗)を満たすような δ > 0 をとる.

0 < |t| < δ ならば 0 < ∥(p+ tv)− p∥ = |t| < δ だから (∗)によって,

f(p+ tv)− f(p) <
1

2
Qf ′′(p)(tv)−

1

3
Qf ′′(p)(v)∥tv∥2 =

1

2
t2Qf ′′(p)(v)−

1

3
t2Qf ′′(p)(v) =

1

6
t2Qf ′′(p)(v) < 0

が成り立つ. 従って p において f は極小でもない. □

注意 5.5 上の結果から, f が f ′(p) = O を満たす点 p ∈ X で極値をとるかどうかは, n 次対称行列 A = f ′′(p) か

ら定まる, n 変数の「2次関数」QA の挙動から判定できる (ことがある). 実際, 線形代数学の結果を用いると次の

(1), (2), (3)は互いに同値, (4), (5), (6)は互いに同値, (7)と (8)は同値であることが示される.

(1) K > 0 で, 任意の x ∈ Rn に対して QA(x) ≧ K∥x∥2 を満たすものが存在する.

(2) x ∈ Rn が零ベクトルでないならば QA(x) > 0 である.

(3) A の固有値はすべて正の実数である.

(4) K < 0 で, 任意の x ∈ Rn に対して QA(x) ≦ K∥x∥2 を満たすものが存在する.

(5) x ∈ Rn が零ベクトルでないならば QA(x) < 0 である.

(6) A の固有値はすべて負の実数である.

(7) QA(u) > 0, QA(v) < 0 を満たす u,v ∈ Rn がある.

(8) A が正の固有値と負の固有値をもつ.

補題 5.6 2次対称行列 A =

(
a b

b c

)
に対して次のことが成り立つ.

(1) a > 0, ac− b2 > 0 の場合, 任意の x ∈ R2 に対して QA(x) ≧
ac− b2

a+ c
∥x∥2 である.

(2) a < 0, ac− b2 > 0 の場合, QA(x) ≦
ac− b2

a+ c
∥x∥2 である.

(3) ac− b2 < 0 ならば QA(u) > 0, QA(v) < 0 を満たす u,v ∈ R2 がある.

証明 (1) QA ( x1
x2

) = a

(
x1 +

b

a
x2

)2

+
ac− b2

a
x22 より P =

√
a b√

a

0
√

ac−b2
a

, y = Px とおけば, P は正則で

QA(x) = ∥y∥2 である. 補題 1.13から ∥x∥2 = ∥P−1y∥2 ≦ a+ c

ac− b2
∥y∥2 だから QA(x) = ∥y∥2 ≧ ac− b2

a+ c
∥x∥2.

(2) この場合, −A は (1)の条件を満たし, QA(x) = −Q−A(x) だから (1)より結果が得られる.
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(3) a ̸= 0 ならば QA(e1)QA

(
− b

a
e1 + e2

)
= ac − b2 < 0 だから u, v は e1, −

b

a
e1 + e2 のいずれかとすれば

よい. a = 0 ならば b ̸= 0 だから QA

((
− c

2b
− 1
)
e1 + e2

)
QA

((
− c

2b
+ 1
)
e1 + e2

)
= −4b2 < 0 だから u, v は(

− c

2b
− 1
)
e1 + e2,

(
− c

2b
+ 1
)
e1 + e2 のいずれかとすればよい. □

上の補題で (1)の場合, a > 0 かつ ac > b2 ≧ 0 だから c > 0 である. 従って a+ c > 0 となるため, K =
ac− b2

a+ c
とおけば, K > 0 である. 同様に (2)の場合, a < 0 かつ ac > b2 ≧ 0 だから c < 0 である. 従って a+ c < 0 となる

ため, K =
ac− b2

a+ c
とおけば, K < 0 である. このことから, X ⊂ R2 の場合, 補題 5.6を A = f ′′(p) に対して用い

ると, 命題 5.4の結果から, 次の定理が得られる.

定理 5.7 X ⊂ R2 とし, f : X → R は 2回偏微分可能で 2次偏導関数は連続であるとする. p ∈ X に対し, 十分小

さな r > 0 をとれば「∥x− p∥ < r ならば x ∈ X」が成り立ち
∂f

∂x1
(p) =

∂f

∂x2
(p) = 0 とする.

(1)
∂2f

∂x21
(p) > 0 かつ

∂2f

∂x21
(p)

∂2f

∂x22
(p)−

(
∂2f

∂x1∂x2
(p)

)2

> 0 ならば f は p で極大.

(2)
∂2f

∂x21
(p) < 0 かつ

∂2f

∂x21
(p)

∂2f

∂x22
(p)−

(
∂2f

∂x1∂x2
(p)

)2

> 0 ならば f は p で極小.

(3)
∂2f

∂x21
(p)

∂2f

∂x22
(p)−

(
∂2f

∂x1∂x2
(p)

)2

< 0 ならば f は p で極大でも極小でもない.

6 逆写像定理と陰関数定理

まず, 開集合に関するいくつかの性質示す.

命題 6.1 X, Y が Rn の開集合ならば X ∩ Y も開集合である.

証明 p ∈ X ∩ Y とする. r1, r2 > 0 で B(p ; r1) ⊂ X, B(p ; r2) ⊂ Y を満たすものがある. r1, r2 の小さい方を r と

すれば B(p ; r) ⊂ X ∩ Y となるため, p は X ∩ Y の内点である. □

一般に X, Y を集合とし, 写像 f : X → Y が与えられているとき, Y の部分集合 Z に対し f−1(Z) = {x ∈
X| f(x) ∈ Z} とおいて, これを f による Z の逆像と呼ぶ.

命題 6.2 X, Y をそれぞれ Rn, Rm の開集合とする. 写像 f : X → Y が連続ならば, Y に含まれる Rm の任意

の開集合 O に対して, f−1(O) は Rn の開集合である.

証明 p ∈ f−1(O) ならば f(p) ∈ O だから ε > 0 で B(f(p) ; ε) ⊂ O を満たすものがある. f の連続性から δ > 0

で,「x ∈ B(p ; δ) ならば f(x) ∈ B(f(p) ; ε)」を満たすものがある. よって x ∈ B(p ; δ) ならば f(x) ∈ O だから

B(p ; δ) ⊂ f−1(O) となるため p は f−1(O) の内点である. 従って f−1(O) は開集合である. □

1変数の連続関数の場合と同ように, 多変数関数の場合も次の「最大値・最小値の定理」が成り立つ.

定理 6.3 X が Rn の有界閉集合ならば, X で定義された連続な実数値関数は最大値と最小値をもつ.

Mn(R) を実数を成分とする n 次正方行列全体からなる集合とする. これを n2 次元数ベクトル空間 Rn2

と同一

視して, 内積を定義すると, 行列式を対応させる関数 det :Mn(R) → R は連続である.

補題 6.4 X を Rk の開集合とし, 連続写像 f : X → Mn(R) が与えられているとき, f(x) が正則行列であるよう

なベクトル全体からなる X の部分集合は Rk の開集合である.
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証明 R − {0} は R の開集合であり, 連続写像の合成写像 f◦ det : X → R は連続だから, 命題 6.2 により

(f◦ det)−1(R− {0}) は X の開集合である. この集合は f(x) が正則行列であるようなベクトル全体からなる X の

部分集合に他ならない. □

Rn の部分集合 X の任意の 2点を結ぶ線分が X に含まれるとき X は凸であると言う.

定義 6.5 X を Rn の開集合, Y を Rm の部分集合とする. 写像 f : X → Y が与えられたとき x ∈ Rn に対し,

f(x) ∈ Rm の第 i 成分を fi(x) で表すことにする. x を fi(x) に対応させることにより, 関数 fi : X → R が定ま

るが, fi が r 次までのすべての偏導関数をもち, それらがすべて連続であるとき, f を Cr 級写像という.

補題 6.6 X を Rn の凸である開集合, Y を Rm の部分集合, f : X → Y を C1 級写像とする. 実数 M は, す

べての x ∈ X と i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n に対して

∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≦ M を満たすとする. このとき, すべての

x,y ∈ X に対して次の不等式が成り立つ.

∥f(x)− f(y)∥ ≦ mnM∥x− y∥

証明 x,y ∈ X の第 j 成分をそれぞれ xj , yj として, gik : [0, 1] → R を

gik(t) = fi

k−1∑
j=1

yjej + (yk + t(xk − yk))ek +

n∑
j=k+1

xjej


で定めると, gik は (0, 1) の各点で微分可能であり,

g′ik(t) = (xk − yk)
∂fi
∂xk

k−1∑
j=1

yjej + (yk + t(xk − yk))ek +

n∑
j=k+1

xjej

 · · · (∗)

が成り立つ. さらに k = 2, 3, . . . , n に対し, gik(1) = gi k−1(0) であり, gi1(1) = fi(x), gin(0) = fi(y) だから

fi(x)− fi(y) =
n∑
k=1

(gik(1)− gik(0)) が成り立つ. 平均値の定理から gik(1)− gik(0) = g′ik(θik) を満たす 0 < θik < 1

があるため, cik =
k−1∑
j=1

yjej + (yk + θik(xk − yk))ek +
n∑

j=k+1

xjej とおいて (∗) に注意すれば,

|fi(x)− fi(y)| =

∣∣∣∣∣
n∑
k=1

(gik(1)− gik(0))

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

g′ik(θik)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
k=1

∂fi
∂xk

(cik)(xk − yk)

∣∣∣∣∣ ≦
n∑
k=1

∣∣∣∣ ∂fi∂xk
(cik)

∣∣∣∣ |xk − yk|

より, |fi(x)− fi(y)| ≦
n∑
k=1

M |xk − yk| である. 従って命題 1.7により

∥f(x)− f(y)∥ ≦
m∑
i=1

|fi(x)− fi(y)| ≦
m∑
i=1

n∑
k=1

M |xk − yk| ≦ mnM∥x− y∥.

□

定理 6.7 (逆写像定理) X, Y を Rn の開集合, f : X → Y を Cr 級写像 (r ≧ 1)とする. p ∈ X に対し, f ′(p) が

正則行列ならば, p を含む開集合 U と f(p) を含む開集合 V で, f は U から V の上への 1対 1写像であり, 逆写

像 f−1 : V → U も Cr 級写像になるものがとれる. このとき, x ∈ U に対し, (f−1)′(f(x)) = f ′(x)−1 が成り立つ.

証明 f ′(p) = En を満たす f に対して主張が示されたとする. 一般の f に対しては, g : X → Rn を g(x) =

f ′(p)−1f(x) で定めれば, g′(p) = f ′(p)−1f ′(p) = En, f = T◦g (T : Rn → Rn は T (x) = f ′(p)x で与えられる同

型写像)だから f に対する主張が示される. 従って以下では f ′(p) = En の場合を考える.
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もし, r1 > 0で「x ∈ B(p ; r1)かつ x ̸= pならば f(x) ̸= f(p)」を満たすものが存在しないならば,各 n = 1, 2, . . .

に対して xn ∈ B
(
p ; 1

n

)
, xn ̸= p で f(xn) = f(p) を満たすものがある. このとき, lim

n→∞
xn = p であるが,

lim
n→∞

∥f(xn)− f(p)− f ′(p)(xn − p)∥
∥xn − p∥

= lim
n→∞

∥xn − p∥
∥xn − p∥

= 1

となるため, これは lim
x→p

∥f(x)− f(p)− f ′(p)(x− p)∥
∥x− p∥

= 0 と矛盾する. よって

[1] x ∈ B(p ; r1) かつ x ̸= p ならば f(x) ̸= f(p)

を満たす r1 > 0 は存在する. f ′ : X →Mn(R) に対し補題 6.4を用いると, f ′(p) は正則行列だから r2 > 0 で

[2] x ∈ B(p ; r2) ならば f ′(x) は正則行列.

を満たすものがある. また, f は C1 級写像だから r3 > 0 で

[3] x ∈ B(p ; r3) ならば, すべての i, j = 1, 2, . . . , n に対して

∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(x)− ∂fi

∂xj
(p)

∣∣∣∣ < 1

2n2

を満たすものがとれる.

φ(x) = f(x)−xで定義される写像 φ : B(p ; r3) → Rn に補題 6.6を用いると, φ′(x) = f ′(x)−En = f ′(x)−f ′(p)
と [3]により M =

1

2n2
ととれるため, x1,x2 ∈ B(p ; r3) に対して ∥(f(x1) − x1) − (f(x2) − x2)∥ ≦ 1

2
∥x1 − x2∥

が成り立つ. 三角不等式により ∥(f(x1)− x1)− (f(x2)− x2)∥+ ∥f(x2)− f(x1)∥ ≧ ∥x2 − x1∥ だから上の不等式
から

1

2
∥x− x2∥ ≧ ∥x2 − x∥ − ∥f(x2)− f(x)∥ が得られ, 次の主張が成り立つ.

[4] x1,x2 ∈ B(p ; r3) ならば ∥x2 − x1∥ ≦ 2∥f(x2)− f(x1)∥

r を
r1
2
,
r2
2
,
r3
2
の中で一番小さいものとする. S(p ; ε) を {x ∈ Rn| ∥x − p∥ = ε} で定めれば, これは Rn の有界

閉集合である. 実際 S(p ; ε) が有界であることは明らかであり, 補集合Rn − S(p ; ε) の各点はすべて内点であるた

め, Rn − S(p ; ε) は開集合である. ψ : S(p ; r) → R を ψ(x) = ∥f(x)− f(p)∥ で定義すれば最大値・最小値の定理
によって, ψ は最小値をとる. この最小値を d とすれば [1]から d > 0 である. x ∈ S(p ; r), y ∈ B

(
p ; d2

)
ならば

∥f(x)− f(p)∥ ≧ d, ∥y − f(p)∥ < d

2
より ∥y − f(x)∥ ≧ ∥f(x)− f(p)∥ − ∥y − f(p)∥ > d− d

2
=
d

2
. 従って

[5] x ∈ S(p ; r), y ∈ B
(
p ; d2

)
ならば ∥y − f(x)∥ > d

2
.

各 y ∈ B
(
p ; d2

)
に対し, f(x) = y を満たす x ∈ B(p ; r) がただ 1つ存在することを示す. B(p ; ε) を B(p ; ε) =

{x ∈ Rn| ∥x−p∥ ≦ ε}で定めれば,これはRn の有界閉集合である. そこで ξ : B(p ; r) → Rを ξ(x) = ∥y−f(x)∥2

で定めると, 最大値・最小値の定理によって, ξ は最小値をとる. x ∈ S(p ; r) ならば [5] と y ∈ B
(
p ; d2

)
から

ξ(x) >

(
d

2

)2

> ξ(p) となるため, ξ は B(p ; r) の部分集合 S(p ; r) においては最小値をとらない. 従って ξ

は B(p ; r) の内点において最小値をとるため, 命題 5.2 から, ξ′(x) = O を満たす x ∈ B(p ; r) がある. ここで

ξ′(x) = −2(ty − tf(x))f ′(x) であり, [2]によって f ′(x) は正則行列だから, y = f(x) である. さらに [4]により,

y = f(x) を満たす x はただ 1つである.

U = B(p ; r)∩ f−1
(
B
(
p ; d2

))
, V = B

(
p ; d2

)
とおくと, 命題 6.2と, 命題 6.1により U , V は Rn の開集合であり,

f は U から V の上への 1対 1写像である. この逆写像を f−1 : V → U とすると y1,y2 ∈ V に対し, x = f−1(y1),

x2 = f−1(y2) とおくと x,x2 ∈ U だから [4]により

[6] y1,y2 ∈ V ならば ∥f−1(y2)− f−1(y1)∥ ≦ 2∥y2 − y1∥.

故に f−1 は連続である.

最後に f−1 の y = f(x) (x ∈ U) における微分可能性を示す. f は x で微分可能だから, εx : U → Rn を

εx(z) =


f(z)− f(x)− f ′(x)(z − x)

∥z − x∥
z ̸= x

0 z = x
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で定めれば lim
z→x

εx(z) = 0 であり, 任意の z ∈ U に対して ∥z − x∥εx(z) = f(z)− f(x)− f ′(x)(z − x) が成り立

つ. x = f−1(y) であり, w = f(z) とおくと z = f−1(w) だから, 上式より次の等式が得られる.

∥f−1(w)− f−1(y)∥εx(f−1(w)) = w − y − f ′(x)(f−1(w)− f−1(y)) · · · (∗)

[2]により, f ′(x) は正則行列だから (∗)の両辺に左から f ′(x)−1 をかけることによって

∥f−1(w)− f−1(y)∥f ′(x)−1εx(f
−1(w)) = f ′(x)−1(w − y)− (f−1(w)− f−1(y))

が得られる. この等式の両辺を ∥w − y∥ で割って, 適当に移項すれば

f−1(w)− (f−1(y) + f ′(x)−1(w − y))

∥w − y∥
= −∥f−1(w)− f−1(y)∥

∥w − y∥
f ′(x)−1εx(f

−1(w))

と変形される. 従って lim
w→y

∥f−1(w)− f−1(y)∥
∥w − y∥

f ′(x)−1εx(f
−1(w)) = 0 を示せば f−1 は y = f(x) において微

分可能で, (f−1)′(f(x)) = f ′(x)−1 が得られる. x, z ∈ U ならば y,w ∈ V だから [6] により w ̸= y ならば
∥f−1(w)− f−1(y)∥

∥w − y∥
≦ 2 である. また補題 1.13により ∥f ′(x)−1εx(f

−1(w))∥ ≦M∥εx(f−1(w))∥ を満たす定数 M

があるため, 次の不等式が成り立つ.∥∥∥∥∥f−1(w)− f−1(y)∥
∥w − y∥

f ′(x)−1εx(f
−1(w))

∥∥∥∥ ≦ 2M∥εx(f−1(w))∥ · · · (∗∗)

[6]により f−1 は連続だから lim
w→y

f−1(w) = f−1(y) = x であり, lim
z→x

εx(z) = 0 だから命題 2.9により

lim
w→y

εx(f
−1(w)) = 0

が成り立つ. 故に (∗∗)から lim
w→y

∥f−1(w)− f−1(y)∥
∥w − y∥

f ′(x)−1εx(f
−1(w)) = 0 が示されたことになる.

上で示したことから y ∈ V に対し, (f−1)′(y) = f ′(f−1(y))−1 だから, f は f−1, f ′ と A 7→ A−1 で与えられる

写像の合成写像である. すでに示したように f−1 は連続写像であり, f は Cr 級写像 (r ≧ 1) だから (f−1)′ は Cr−1

級写像となるため連続写像である. また A 7→ A−1 で与えられる写像も連続写像である. 従って, (f−1)′ は連続写像

の合成写像になるため, 連続写像だから f−1 は C1級写像である. 帰納的に f−1 が Ck−1級写像 (2 ≦ k ≦ r)である

と仮定すれば, f ′ と A 7→ A−1 で与えられる写像も Ck−1 級写像であることから (f−1)′ は Ck−1 級写像の合成写像

になるため, Ck−1級写像である. 従って f−1 は Ck 級写像となるため, 帰納法によって f−1 は Cr 級写像である.□

Rn のベクトル x の第 j 成分を xj , R
m のベクトル y の第 j 成分を yj とするとき, ( xy ) によって, 第 j 成分が

j ≦ n ならば xj , j ≧ n + 1 ならば yj−n である Rn+m のベクトルを表すことにする. さらに Rn の部分集合 X,

Rm の部分集合 Y に対し, Rn+m の部分集合 X × Y を X × Y = {( xy ) |x ∈ X, y ∈ Y } によって定義する.

補題 6.8 r, r1, r2 > 0, p ∈ Rn, q ∈ Rm に対し, r ≦ r1, r2 ならば

B
(
p ; r√

2

)
×B

(
q ; r√

2

)
⊂ B(( pq ) ; r) ⊂ B(p ; r1)×B(q ; r2)

が成り立つ. 従って ( pq ) がRn+m の部分集合 X の内点ならば B(p ; r)×B(q ; r) ⊂ X を満たす r > 0 がある.

証明 ( xy ) ∈ B
(
p ; r√

2

)
×B

(
q ; r√

2

)
ならば ∥x−p∥2+∥y−q∥2 <

(
r√
2

)2

+

(
r√
2

)2

= r2 だから ( xy ) ∈ B(( pq ) ; r).

( xy ) ∈ B(( pq ) ; r) ならば ∥x− p∥2 ≦ ∥x− p∥2 + ∥y− q∥2 < r2 ≦ r21, ∥y− q∥2 ≦ ∥x− p∥2 + ∥y− q∥2 < r2 ≦ r22

だから ( xy ) ∈ B(p ; r1)×B(q ; r2). □

命題 6.9 X, Y がそれぞれ Rn, Rm の開集合ならば X × Y は Rn+m の開集合である.
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証明 任意の ( pq ) ∈ X ×Y に対し, B(p ; r1) ⊂ X, B(q ; r2) ⊂ Y を満たす r1, r2 > 0 が存在する. r を r1, r2 の小さ

い方とすれば, 補題 6.8から, B(( pq ) ; r) ⊂ B(p ; r1)×B(q ; r2) ⊂ X × Y となるため ( pq ) は X × Y の内点である.□

X, Y をそれぞれ Rn, Rm の開集合とし, Z を Rk の部分集合とする. Cr 級写像 F : X × Y → Z と ( xy ) ∈

X × Y に対し
∂Fi
∂xj

( xy ) (i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n) を (i, j) 成分とする k × n 行列を D1F ( xy ),
∂Fi
∂xn+j

( xy )

(i, j = 1, 2, . . . ,m) を (i, j) 成分とする k ×m 行列を D2F ( xy ) で表すことにする.

補題 6.10 X, Y をそれぞれ Rn, Rm の開集合, Z を Rk の部分集合とする. C1 級写像 F : X × Y → Z と

f : X → Y に対し, 写像 ψ : X → Z を ψ(x) = F
( x
f(x)

)
で定めると, ψ の x ∈ X における微分 ψ′(x) は以下で与

えられる.

ψ′(x) = D1F
( x
f(x)

)
+D2F

( x
f(x)

)
f ′(x)

証明 ψ は g(x) =
( x
f(x)

)
によって定められる写像 g : X → X × Y と F : X × Y → Z の合成写像である.

F ′ ( xy ) =
(
D1F ( xy ) D2F ( xy )

)
, g′(x) =

(
En

f ′(x)

)

となるため, 定理 2.19から ψ′(x) = F ′(g(x))g′(x) = F ′ ( x
f(x)

)
g′(x) =

(
D1F

( x
f(x)

)
D2F

( x
f(x)

))( En

f ′(x)

)
=

D1F
( x
f(x)

)
+D2F

( x
f(x)

)
f ′(x). □

定理 6.11 (陰関数定理) X, Y をそれぞれ Rn, Rm の開集合とし, F : X × Y → Rm を Cr 級写像とする.

( pq ) ∈ X × Y は F ( pq ) = 0 を満たし, D2F ( pq ) が正則ならば, p を含み, X に含まれる Rn の開集合 U , q を含み,

Y に含まれるRm の開集合 V と Cr 級写像 f : U → V で, f(p) = q かつ, すべての x ∈ U に対してD2F
( x
f(x)

)
は正則であり, F

( x
f(x)

)
= 0 を満たすものがある. さらに x ∈ U に対し f ′(x) = −D2F

( x
f(x)

)−1
D1F

( x
f(x)

)
が

成り立つ.

証明 G : X × Y → Rn+m を

G ( xy ) =

(
x

F ( xy )

)
で定めれば, これは Cr 級写像であり, D2F ( pq ) は正則だから,

G′ ( pq ) =

(
En O

D1F ( pq ) D2F ( pq )

)

は正則行列である. 従って定理 6.7から ( pq ) を含む開集合 W と ( p0 ) を含む開集合 Z で, G が W から Z の上への

1対 1写像であり, 逆写像 G−1 : Z →W が Cr 級写像になるものが存在する.

補題 6.8から B(p ; r1)×B(q ; r1) ⊂W を満たす r1 > 0がある. 命題 6.9から B(p ; r1)×B(q ; r1)はRn+m の開集

合だから (G−1)−1(B(p ; r1)×B(q ; r1))は G−1 の連続性と命題 6.2から ( p0 )を含む Rn+m の開集合である. 再び補

題 6.8から B(p ; r2)×B(0 ; r2) ⊂ (G−1)−1(B(p ; r1)×B(q ; r1))を満たす 0 < r2 ≦ r1 をとればB(p ; r2)×B(0 ; r2)

は命題 6.9により Rn+m の開集合である. W ′ = G−1(B(p ; r2) × B(0 ; r2)) とおくと G の連続性と命題 6.2から

W ′ も Rn+m の開集合である. ( xy ) ∈W ′ ならばG ( xy ) ∈ B(p ; r2)×B(0 ; r2) ⊂ (G−1)−1(B(p ; r1)×B(0 ; r1)) だ

から ( xy ) = G−1 (G ( xy )) ∈ B(p ; r1)×B(q ; r1) となるため, W ′ ⊂ B(p ; r1)×B(q ; r1) が成り立つ.

各 ( xy ) ∈ B(p ; r2) × B(0 ; r2) に対し, G−1 ( xy ) =

(
g1 (

x
y )

g2 (
x
y )

)
とおくと, G

(
G−1 ( xy )

)
= ( xy ) だから g1 (

x
y ) = x,

F

(
g1 (

x
y )

g2 (
x
y )

)
= y である. ( xy ) ∈ B(p ; r2)×B(0 ; r2) ならば G−1 ( xy ) ∈ B(p ; r1)×B(q ; r1) より g2 (

x
y ) ∈ B(q ; r1)

である. そこで, U = B(p ; r2), V = B(q ; r1) とおいて, f : U → V を f(x) = g2 (
x
0 ) で定めると, 上のことから
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F
( x
f(x)

)
= 0 が成り立ち, G−1 が Cr 級写像であることから f も Cr 級写像である. また, G ( pq ) = ( p0 ) だから

G−1 ( p0 ) = ( pq ) である. 従って f(p) = g2 (
p
0 ) = q である.

写像 µ : B(p ; r2) →Mm(R) を µ(x) = D2F
( x
f(x)

)
で定めると, µ は連続で, µ(p) は正則だから補題 6.4により,

0 < r3 ≦ r2 で, x ∈ B(p ; r3) ならば D2F
( x
f(x)

)
は正則行列になるものが取れる. 従って r2 を r3 で置き換えて,

U の各点で D2F
( x
f(x)

)
は正則行列であるとしてよい.

写像 F , f に対して写像 ψ : U → Rm を補題 6.10のように定めれば, ψ′(x) = D1F
( x
f(x)

)
+D2F

( x
f(x)

)
f ′(x)

であるが, ψ は恒等的に 0 である写像だから, 任意の x ∈ U に対して ψ′(x) = O である. 故に D2F
( x
f(x)

)
f ′(x) =

−D1F
( x
f(x)

)
が得られ, x ∈ U に対し D2F

( x
f(x)

)
は正則行列であったので, f ′(x) = −D2F

( x
f(x)

)−1
D1F

( x
f(x)

)
が成り立つ. □

注意 6.12 定理 6.11の条件の下で, U ′, V ′ を, それぞれ p, q を含む Rn, Rm の開集合とし, g : U ′ → V ′ を Cr

級写像 で, g(p) = q かつ, すべての x ∈ U ′ に対して F
( x
g(x)

)
= 0 を満たすものとする. 定理 6.11の証明におけ

る写像 G : X × Y → Rn+m を考えると, x ∈ U ∩ U ′ ならば ( x0 ) ∈ U × {0} ⊂ B(p ; r2) × B(0 ; r2) ⊂ W だか

ら G
( x
g(x)

)
= ( x0 ) = G

( x
f(x)

)
の各辺を G−1 で写すことによって,

( x
g(x)

)
= G−1 ( x0 ) =

( x
f(x)

)
を得る. 従って,

x ∈ U ∩U ′ ならば g(x) = f(x) となるため, 定理 6.11の条件を満たす写像が 2つあれば, それらの定義域の共通部

分に属する各ベクトルを同じベクトルに写す.

定理 6.11において, とくに m = 1 で Y が R の開集合の場合を考える.

定理 6.13 X, Y をそれぞれ Rn, R の開集合とし, F : X×Y → R をCr級関数とする. ( pq ) ∈ X×Y はF ( pq ) = 0

を満たし,
∂F

∂xn+1
( pq ) ̸= 0 ならば, p を含む Rn の開集合 U と Cr 級関数 f : U → Y で, f(p) = q かつ, すべての

x ∈ U に対して
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

)
̸= 0 であり, F

( x
f(x)

)
= 0 を満たすものがある. さらに x ∈ U と j = 1, 2, . . . , n に

対し
∂f

∂xj
(x) = −

∂F
∂xj

( x
f(x)

)
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) が成り立ち,
∂2f

∂xi∂xj
(x) は次で与えられる.

(
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

))−3(
∂F

∂xi

( x
f(x)

) ∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) ∂2F

∂xj∂xn+1

( x
f(x)

)
+
∂F

∂xj

( x
f(x)

) ∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) ∂2F

∂xi∂xn+1

( x
f(x)

)
− ∂F

∂xi

( x
f(x)

) ∂F
∂xj

( x
f(x)

) ∂2F

∂x2n+1

( x
f(x)

)
−
(

∂F

∂xn+1

( x
f(x)

))2
∂2F

∂xi∂xj

( x
f(x)

))
証明 最後の主張以外は, 定理 6.13で m = 1 とした場合である.

U を Rn の開集合, V を Rm の開集合とし, Cr級写像G : U ×V → Rm と g : U → V に対し, 写像 ψ : U → Rm

を ψ(x) = G
( x
g(x)

)
で定めたとき, 補題 6.10より ψ′(x) = D1G

( x
g(x)

)
+ D2G

( x
g(x)

)
g′(x) が成り立つ. とくに

m = 1 の場合は, 両辺の (1, i) 成分を比較すれば次の等式が得られる.

∂ψ

∂xi
(x) =

∂G

∂xi

( x
g(x)

)
+

∂G

∂xn+1

( x
g(x)

) ∂g
∂xi

(x)

従って ψj : U → R (j = 1, 2, . . . , n+ 1) を ψj(x) =
∂F

∂xj

( x
f(x)

)
で定めれば,

∂ψj
∂xi

(x) =
∂2F

∂xi∂xj

( x
f(x)

)
+

∂2F

∂xj∂xn+1

( x
f(x)

) ∂f
∂xi

(x)

が得られるため,
∂f

∂xj
(x) = −

∂F
∂xj

( x
f(x)

)
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) = − ψj(x)

ψn+1(x)
の両辺を xi で偏微分すれば,

∂2f

∂xi∂xj
(x) = −

∂ψj

∂xi
(x)ψn+1(x)− ψj(x)

∂ψn+1

∂xi
(x)

(ψn+1(x))2

=

∂F
∂xj

( x
f(x)

)(
∂2F

∂xi∂xn+1

( x
f(x)

)
+ ∂2F
∂x2

n+1

( x
f(x)

)
∂f
∂xi

(x)
)
−
(

∂2F
∂xi∂xj

( x
f(x)

)
+ ∂2F
∂xj∂xn+1

( x
f(x)

)
∂f
∂xi

(x)
)

∂F
∂xn+1

( x
f(x)

)
(

∂F
∂xn+1

( x
f(x)

))2
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が得られる. さらに,
∂f

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

( x
f(x)

)
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) だから, これを上式に代入して, 分母と分子に
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

)
をかけ

れば, 最後の主張が正しいことがわかる. □

注意 6.14 定理 6.13の仮定のもとで, p ∈ U と j = 1, 2, . . . , n に対し
∂f

∂xj
(p) = 0 が成り立つとき,

∂F

∂xj

( p
f(p)

)
=

− ∂F

∂xn+1

( p
f(p)

) ∂f
∂xj

(p) = 0 だから,
∂2f

∂xi∂xj
(p) = −

∂2F
∂xi∂xj

(pq )
∂F

∂xn+1
(pq )

が成り立つ. 従って, F ( x
xn+1 ) = 0 によって定まる

陰関数の極値を求めるには, まず F ( pq ) =
∂F

∂xj
( pq ) = 0 (j = 1, 2, . . . , n) を満たす ( pq ) ∈ X × Y を求める. 次に, そ

れらのうちで
∂F

∂xn+1
( pq ) ̸= 0 を満たすものについて, −

∂2F
∂xi∂xj

(pq )
∂F

∂xn+1
(pq )

を (i, j)成分とする n 次正方行列 f ′′(p) を考え

て, 命題 5.4を用いれば p において f が極値をとるかどうかを判定できる (かもしれない).
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