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復習

開区間 (a, b)で定義された関数 f が pにおいて微
分可能であるとは,極限値

lim
x→p

f (x) − f (p)
x − p

= lim
h→0

f (p + h) − f (p)
h

が存在することであり,この極限値を f の pにお
ける微分 (係数)と呼んで, f ′(p)で表すことは高校
でも学んだ.

以下で,「1次関数による近似」という観点から,
この微分という概念を見直してみる.
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復習

xy-平面上の点 (p, f (p))における f のグラフの
「接線」を与える 1次関数 f (p) + f ′(p)(x − p)を考
えて,

f (x)をこの 1次関数で近似したときの誤差

f (x) − ( f (p) + f ′(p)(x − p))

を φ(x)とおく.
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復習

φ(x)を xの関数とみなせば,

lim
x→p

φ(x)
x − p

= lim
x→p

f (x) − ( f (p) + f ′(p)(x − p))
x − p
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( f (x) − f (p)
x − p

− f ′(p)
)

= lim
x→p

f (x) − f (p)
x − p

− lim
x→p

f ′(p)

= f ′(p) − f ′(p) = 0

が成り立ち, xを pに近づければ, φ(x)と x − p
との比が 0に近づくことがわかる.
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復習

このことを感覚的に表現すれば,次のようになる.

xを pに近づけたとき,誤差 φ(x)は x − p
とは比べものにならないくらい速く 0に近
づくため, 1次関数 f (p) + f ′(p)(x − p)は関数
f の pの近くでの「よい近似」である.



復習

逆に,開区間 (a, b)で定義された関数 f に対し,
f (p) + A(x − p) (Aは定数)という形の, x = pに
おける値が f (p)である 1次関数で,

上で「よい近
似」と表現した条件

lim
x→p

f (x) − ( f (p) + A(x − p))
x − p

= 0 · · · (∗)

を満たすものが存在すると仮定すれば,
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f (x) − f (p)
x − p

= lim
x→p

f (x) − ( f (p) + A(x − p)) + A(x − p)
x − p

= lim
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x − p

+ A
)

= lim
x→p

f (x) − ( f (p) + A(x − p))
x − p

+ lim
x→p

A

= 0 + A = A

となるため, f は pで微分可能で, f の pにおけ
る微分は Aである.
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従って,条件 (∗)を満たす定数 Aが存在すれば, f
の pにおける微分として 1とおりに定まる.
以上の考察の結果をまとめると次のようになる.

開区間 (a, b)で定義された関数 f が pにおいて微
分可能であるためには,

lim
x→p

f (x) − ( f (p) + A(x − p))
x − p

= 0 · · · (∗)

を満たす定数 Aが存在することが必要十分であ
る. このとき, (∗)を満たす定数 Aは f の pにおけ
る微分である.
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復習

このように,一般の関数を最も基本的な関数であ
る 1次関数で近似するという考え方が,微分とい
う概念の本質である. この 1次関数を用いた近似
より精密な n次関数による近似を考えることが,
次に述べるテイラーの定理である.



テイラーの定理

以後, f は開区間 (a, b)で定義された n回微分可
能な関数で, pを開区間 (a, b)の点とする. このと
き,テイラーの定理は次のように述べられる.

開区間 (a, b)の任意の点 xに対し, xと pの間の
点 cで次の等式を満たすものがある.

f (x) = f (p) + f ′(p)(x − p) + · · · +
f (k)(p)

k!
(x − p)k

+ · · · +
f (n−1)(p)
(n − 1)!

(x − p)n−1 +
f (n)(c)

n!
(x − p)n

上の等式の右辺の最後の項を剰余項という.
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テイラーの定理

この定理の証明は後ほど行うとして,まず前節で
述べた結果を一般化する次の結果を示す.

f (x)を xの n次多項式

f (p) + · · · +
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k!
(x − p)k + · · · +

f (n)(p)
n!

(x − p)n

で近似したときの誤差を φn(x)とおく. f の n次
導関数 f (n) が pにおいて連続ならば,

lim
x→p

φn(x)
(x − p)n

= 0.
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テイラーの定理
テイラーの定理から,各 xに対して xと pの間の
点 cx で次の等式を満たすものがある.
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テイラーの定理
両辺を (x − p)nで割って, xを pに近づけると

lim
x→p

φn(x)
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f (n)(cx) − f (n)(p)
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ここで, cx はつねに xと pの間にあるため xが p
に近づけば, cx も pに近づく. 従って, f (n) の pに
おける連続性から,

lim
x→p

f (n)(cx) = f (n)(p)

となるため,上式の右辺は 0になることがわかり,
主張が示された.
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テイラーの定理

m < nならば lim
x→p

(x − p)n

(x − p)m
= 0だから, xを pに

近づけたとき (x − p)nは (x − p)mよりも「速く」
0に近づく関数である.

その意味では, nが大きけ
れば大きいほど,多項式

f (p) + · · · +
f (k)(p)

k!
(x − p)k + · · · +

f (n)(p)
n!

(x − p)n

は xが pの近くでの f (x)のより精密な近似であ
るといえる.
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極大・極小の定義

テイラーの定理を証明するための準備を以下で行
う. まずは,関数の極大・極小の定義をする.

X, Y ⊂ R, f : X → Y を関数, p ∈ X とする.
正の実数 rで,
「x ∈ (p − r, p + r) ∩ X ならば f (x) ≦ f (p)」
を満たすものがあるとき, f は pにおいて極大で
あるといい, f (p)を f の極大値という.
また,正の実数 rで,
「x ∈ (p − r, p + r) ∩ X ならば f (x) ≧ f (p)」
を満たすものがあるとき, f は pにおいて極小で
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極大・極小になるための必要条件

極大・極小の定義から, f の最大値は f の極大値
であり, f の最小値は f の極小値であることに注
意する.

微分可能な関数が極大・極小になるための必要条
件を与える次の結果は基本的である.

f : (a, b) → Rが p ∈ (a, b)において微分可能で,
極大または極小であるとき, f ′(p) = 0である.
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(1)と (3)から f ′(p) ≦ 0だから f ′(p) = 0である.
f が pにおいて極小の場合も f ′(p) = 0が同様に
示される.
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最大値・最小値の定理

「中間値の定理」と並んで次の「最大値・最小値
の定理」は連続関数についての基本的な定理であ
り,この定理は「上に有界な単調増加数列は収束
する.」という「実数の連続性」を用いて示さ
れる.

閉区間 [a, b]で定義された連続関数
f : [a, b] → Rは最大値と最小値を持つ.



最大値・最小値の定理

「中間値の定理」と並んで次の「最大値・最小値
の定理」は連続関数についての基本的な定理であ
り,この定理は「上に有界な単調増加数列は収束
する.」という「実数の連続性」を用いて示さ
れる.

閉区間 [a, b]で定義された連続関数
f : [a, b] → Rは最大値と最小値を持つ.



最大値・最小値の定理

x

y

0 a b

最大値・最小値の存在



最大値・最小値の定理

x

y

0 a b

min

max

最大値・最小値の存在



ロルの定理
まず,「ロルの定理」と呼ばれる次の定理を示す.

閉区間 [a, b]で定義された連続関数 f が (a, b)の
各点で微分可能なとき, f (a) = f (b)ならば
f ′(c) = 0となる c ∈ (a, b)がある.
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ロルの定理の証明

最大値・最小値の定理により f は最大値と最小値
をとる.

f の最大値,最小値をそれぞれ f (p), f (q)
とすれば, f (q) ≦ f (a) = f (b) ≦ f (p)だから,以下
の場合が考えられる.
(1) f (p) > f (a) = f (b)の場合, p , a, bだから f
は pにおいて微分可能である. f は pで極大だか
ら f ′(p) = 0となるため, c = pとすればよい.
(2) f (q) < f (a) = f (b)の場合, q , a, bだから f
は qにおいて微分可能である. f は pで極小だか
ら f ′(q) = 0となるため, c = qとすればよい.
(3) f (q) = f (a) = f (b) = f (p)の場合, f は定数値
関数だから,任意の c ∈ (a, b)に対して f ′(c) = 0
である.
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コーシーの平均値の定理

ロルの定理は「コーシーの平均値の定理」と呼ば
れる次の定理に一般化される.

f , gを閉区間 [a, b]で定義された連続関数で,開
区間 (a, b)の各点で微分可能であるとする.
g(b) , g(a)であり, (a, b)のすべての点 xに対し
て f ′(x)と g′(x)が同時に 0にならないならば,
次の等式を満たす c ∈ (a, b)がある.

f (b) − f (a)
g(b) − g(a)

=
f ′(c)
g′(c)
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れる次の定理に一般化される.

f , gを閉区間 [a, b]で定義された連続関数で,開
区間 (a, b)の各点で微分可能であるとする.
g(b) , g(a)であり, (a, b)のすべての点 xに対し
て f ′(x)と g′(x)が同時に 0にならないならば,
次の等式を満たす c ∈ (a, b)がある.
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コーシーの平均値の定理の証明
関数 F : [a, b] → Rを

F(x) = ( f (b) − f (a))g(x) − (g(b) − g(a)) f (x)

で定めれば, Fはロルの定理の条件を満たすため,
F′(c) = 0となる c ∈ (a, b)がある．

一方

F′(x) = ( f (b) − f (a))g′(x) − (g(b) − (a)) f ′(x)

だから, F′(c) = 0より次の等式を得る.

( f (b) − f (a))g′(c) = (g(b) − g(a)) f ′(c) · · · (∗)

もし, g′(c) = 0ならば, g(b) − g(a) , 0だから (∗)
より f ′(c) = 0となって仮定に反する. 従って,
g′(c) , 0となり, (∗)の両辺を (g(b) − g(a))g′(c)
で割れば,示すべき等式が得られる.
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ラグランジュの平均値の定理

コーシーの平均値の定理において,とくに gが
g(x) = xで与えられる関数の場合を考えると,次
の「ラグランジュの平均値の定理」が得られる.

f : [a, b] → Rが連続関数で, (a, b)の各点で微分
可能なとき,

f (b) − f (a)
b − a

= f ′(c)

となる c ∈ (a, b)がある.
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テイラーの定理の証明
f を開区間 (a, b)で定義された n回微分可能な関
数, pを開区間 (a, b)の点とする.

関数 Fを

F(x) = f (x) −
n−1∑
k=0

f (k)(p)
k!

(x − p)k

により定義する.
このとき, Fのm次導関数 (m = 0, 1, . . . , n − 1)は

F(m)(x) = f (m)(x) −
n−1∑
k=m

f (k)(p)
(k − m)!

(x − p)k−m

となり, Fの n次導関数は F(n)(x) = f (n)(x)で
ある.
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テイラーの定理の証明
とくに

F(p)= F′(p)= · · · = F(m)(p)= · · · = F(n−1)(p)= 0

が成り立つことに注意する.

Fと (x − p)nに対してコーシーの平均値の定理を
用いると xと pの間の実数 c1 で次の等式 (1)を満
たすものがある.

F(x)
(x − p)n

=
F(x) − F(p)

(x − p)n−(p − p)n

=
F′(c1)

n(c1 − p)n−1
· · · (1)
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テイラーの定理の証明

同様に, F′ と (x − p)n−1 に対してコーシーの平均
値の定理を用いると c1 と pの間の実数 c2 (よっ
て c2 は xと pの間にある)で次の等式 (2)を満た
すものがある.

F′(c1)
(c1 − p)n−1

=
F′(c1) − F′(p)

(c1 − p)n−1 − (p − p)n−1

=
F′′(c2)

(n − 1)(c2 − p)n−2
· · · (2)
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同様に, F′ と (x − p)n−1 に対してコーシーの平均
値の定理を用いると c1 と pの間の実数 c2 (よっ
て c2 は xと pの間にある)で次の等式 (2)を満た
すものがある.

F′(c1)
(c1 − p)n−1

=
F′(c1) − F′(p)

(c1 − p)n−1 − (p − p)n−1

=
F′′(c2)

(n − 1)(c2 − p)n−2
· · · (2)



テイラーの定理の証明

これを繰り返して,帰納的に xと pの間にある実
数 c1, c2, . . . , cm (m = 1, 2, . . . , n − 1)で,
k = 1, 2, . . . , mに対して次の等式 (k)を満たすも
のが得られたとする. (ただし c0 = xとする)

F(k−1)(ck−1)
(ck−1 − p)n−k+1

=
F(k)(ck)

(n − k + 1)(ck − p)n−k
· · · (k)
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これを繰り返して,帰納的に xと pの間にある実
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テイラーの定理の証明

F(m) と (x − p)n−mに対してコーシーの平均値の定
理を用いると cmと pの間の実数 cm+1 (よって
cm+1 は xと pの間にある)で次の等式 (m + 1)を
満たすものがある.
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テイラーの定理の証明

従って, mによる帰納法で, xと pの間にある実数
c1, c2, . . . , cnで, k = 1, 2, . . . , nに対して上の等式
(k)を満たすものがある. これらの等式から

F(x)
(x − p)n

=
F′(c1)

n(c1 − p)n−1
= · · ·

=
F(k)(ck)

n(n − 1) · · · (n − k + 1)(ck − p)n−k

= · · · =
F(n)(cn)

n!

となるため, c = cnとおくと,
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テイラーの定理の証明

F(x) =
F(n)(c)

n!
(x − p)n =

f (n)(c)
n!

(x − p)n

を満たす cが xと pの間にある.

この等式の左辺
に, F(x)を定義した式

F(x) = f (x) −
n−1∑
k=0

f (k)(p)
k!

(x − p)k

を代入すれば,次の等式が得られる.

f (x) −
n−1∑
k=0

f (k)(p)
k!

(x − p)k =
f (n)(c)

n!
(x − p)n

この左辺の
∑
の部分を移項して結果を得る.
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高次導関数の復習
まず,基本的な関数 ex, sin x, cos x, (1 + x)α,
log(1 + x)の n次導関数が次で与えられることを
思い出しておく.

(ex)(n) = ex

(sin x)(n) = sin
(
x +
πn
2

)
(cos x)(n) = cos

(
x +
πn
2

)
((1 + x)α)(n) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)(1 + x)α−n

(log(1 + x))(n) =
(−1)n−1(n − 1)!

(1 + x)n
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高次導関数の復習

従って,これらの x = 0における値は

(ex)(n)(0) = 1

(sin x)(n)(0) = sin
πn
2
=

0 nは偶数
(−1)

n−1
2 nは奇数

(cos x)(n)(0) = cos
πn
2
=

(−1)
n
2 nは偶数

0 nは奇数
((1 + x)α)(n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)

(log(1 + x))(n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

で与えられる.



高次導関数の復習

従って,これらの x = 0における値は

(ex)(n)(0) = 1

(sin x)(n)(0) = sin
πn
2
=

0 nは偶数
(−1)

n−1
2 nは奇数

(cos x)(n)(0) = cos
πn
2
=

(−1)
n
2 nは偶数

0 nは奇数
((1 + x)α)(n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)

(log(1 + x))(n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

で与えられる.



高次導関数の復習

従って,これらの x = 0における値は

(ex)(n)(0) = 1

(sin x)(n)(0) = sin
πn
2
=

0 nは偶数
(−1)

n−1
2 nは奇数

(cos x)(n)(0) = cos
πn
2
=

(−1)
n
2 nは偶数

0 nは奇数
((1 + x)α)(n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)

(log(1 + x))(n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

で与えられる.



高次導関数の復習

従って,これらの x = 0における値は

(ex)(n)(0) = 1

(sin x)(n)(0) = sin
πn
2
=

0 nは偶数
(−1)

n−1
2 nは奇数

(cos x)(n)(0) = cos
πn
2
=

(−1)
n
2 nは偶数

0 nは奇数

((1 + x)α)(n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)
(log(1 + x))(n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

で与えられる.



高次導関数の復習

従って,これらの x = 0における値は

(ex)(n)(0) = 1

(sin x)(n)(0) = sin
πn
2
=

0 nは偶数
(−1)

n−1
2 nは奇数

(cos x)(n)(0) = cos
πn
2
=

(−1)
n
2 nは偶数

0 nは奇数
((1 + x)α)(n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)

(log(1 + x))(n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

で与えられる.



高次導関数の復習

従って,これらの x = 0における値は

(ex)(n)(0) = 1

(sin x)(n)(0) = sin
πn
2
=

0 nは偶数
(−1)

n−1
2 nは奇数

(cos x)(n)(0) = cos
πn
2
=

(−1)
n
2 nは偶数

0 nは奇数
((1 + x)α)(n)(0) = α(α − 1) · · · (α − n + 1)

(log(1 + x))(n)(0) = (−1)n−1(n − 1)!

で与えられる.



ex のテイラーの定理

ex に対し, p = 0としてテイラーの定理を用いる
と, 0と xの間に次の等式を満たす cが存在する.

ex = 1 + x + · · · + xk

k!
+ · · · + xn−1

(n − 1)!
+

ecxn

n!

とくに x = 1の場合を考えると, 0と 1の間に

e = 1 +
1
1!
+

1
2!
+ · · · + 1

k!
+ · · · + 1

(n − 1)!
+

ec

n!

を満たす cが存在する.



ex のテイラーの定理

ex に対し, p = 0としてテイラーの定理を用いる
と, 0と xの間に次の等式を満たす cが存在する.

ex = 1 + x + · · · + xk

k!
+ · · · + xn−1

(n − 1)!
+

ecxn

n!

とくに x = 1の場合を考えると, 0と 1の間に

e = 1 +
1
1!
+

1
2!
+ · · · + 1

k!
+ · · · + 1

(n − 1)!
+

ec

n!

を満たす cが存在する.



ex のテイラーの定理

ex に対し, p = 0としてテイラーの定理を用いる
と, 0と xの間に次の等式を満たす cが存在する.

ex = 1 + x + · · · + xk

k!
+ · · · + xn−1

(n − 1)!
+

ecxn

n!

とくに x = 1の場合を考えると, 0と 1の間に

e = 1 +
1
1!
+

1
2!
+ · · · + 1

k!
+ · · · + 1

(n − 1)!
+

ec

n!

を満たす cが存在する.



sin xのテイラーの定理
sin xに対し, n = 2m + 1, p = 0としてテイラーの
定理を用いる. 加法定理から

sin
(
x +

(2m + 1)π
2

)
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が成り立つことに注意すると, 0と xの間に次の
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(1 + x)α のテイラーの定理
(1 + x)α については,
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log xのテイラーの定理

最後に, log(1 + x)であるが, p = 0としてテイ
ラーの定理を用いると, 0と xの間に次の等式を
満たす cが存在する.

log(1 + x) = x − x2

2
+ · · · + (−1)k−1 xk

k
+ · · ·

+ (−1)n−2 xn−1

n − 1
+ (−1)n−1 xn

n(1 + c)n



log xのテイラーの定理
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関数の多項式による近似
関数 f を多項式で近似したときの誤差の評価につ
いて考える.

n回微分可能な関数 f : (a, b) → Rが与えられた
とき, x, p ∈ (a, b)に対して f (x)を n次多項式

f (p) + · · · +
f (k)(p)

k!
(x − p)k + · · · +

f (n)(p)
n!

(x − p)n

で近似したときの誤差は,テイラーの定理によっ
て xと pの間の数 cを用いて次で与えられる.

f (n)(c) − f (n)(p)
n!

(x − p)n
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関数の多項式による近似

実数 M で, xと pの間のすべての実数 t に対して∣∣∣ f (n)(t) − f (n)(p)
∣∣∣ ≦ M を満たすものがあるとき

∣∣∣∣∣∣∣ f (n)(c) − f (n)(p)
n!

(x − p)n

∣∣∣∣∣∣∣ ≦ M|x − p|n

n!

となるため,上記の誤差は
M|x − p|n

n!
以下である

ことがわかる. この結果を, p = 0で f が ex,
(1 + x)α, log(1 + x), sin x, cos xの場合に用いる.
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ex の多項式による近似

f (x) = ex, p = 0の場合, M = |ex − 1|ととれるた
め, ex を

1 + x +
x2

2!
+ · · · + xk

k!
+ · · · + xn

n!

で近似したときの誤差は
|ex − 1||x|n

n!
以下である.

lim
n→∞

xn

n!
= 0 (教科書 p.7問 1.4)だから,上の多項式

で ex を近似した誤差は, nを大きくすれば, 0に近
づいてゆくことがわかる.
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sin xの多項式による近似

f (x) = sin x, p = 0の場合, M = 2ととれるため,
sin xを

x− x3

3!
+ · · ·+ (−1)k x2k+1

(2k + 1)!
+ · · ·+ (−1)m x2m+1

(2m + 1)!

で近似したときの誤差は
2|x|2m+1

(2m + 1)!
以下である.

lim
m→∞

x2m+1

(2m + 1)!
= 0 (教科書 p.7問 1.4)だから,上

の多項式で sin xを近似した誤差は, nを大きくす
れば, 0に近づいてゆくことがわかる.
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cos xの多項式による近似

f (x) = cos x, p = 0の場合, M = 2ととれるため,
cos xを

1 − x2

2!
+ · · · + (−1)k x2k

(2k)!
+ · · · + (−1)m x2m

(2m)!

で近似したときの誤差は
2|x|2m

(2m)!
以下である.

lim
m→∞

x2m

(2m)!
= 0 (教科書 p.7問 1.4)だから,上の多

項式で cos xを近似した誤差は, nを大きくすれ
ば, 0に近づいてゆくことがわかる.



cos xの多項式による近似

f (x) = cos x, p = 0の場合, M = 2ととれるため,
cos xを

1 − x2

2!
+ · · · + (−1)k x2k

(2k)!
+ · · · + (−1)m x2m

(2m)!

で近似したときの誤差は
2|x|2m

(2m)!
以下である.

lim
m→∞

x2m

(2m)!
= 0 (教科書 p.7問 1.4)だから,上の多

項式で cos xを近似した誤差は, nを大きくすれ
ば, 0に近づいてゆくことがわかる.



cos xの多項式による近似

f (x) = cos x, p = 0の場合, M = 2ととれるため,
cos xを

1 − x2

2!
+ · · · + (−1)k x2k

(2k)!
+ · · · + (−1)m x2m

(2m)!

で近似したときの誤差は
2|x|2m

(2m)!
以下である.

lim
m→∞

x2m

(2m)!
= 0 (教科書 p.7問 1.4)だから,上の多

項式で cos xを近似した誤差は, nを大きくすれ
ば, 0に近づいてゆくことがわかる.



グラフ

x

y

0 π−π

−1

1
π
2− π2

cos x, 1 − x2

2! , 1 − x2

2! +
x4

4! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! +
x8

8! のグラフ



グラフ

x

y

0 π−π

−1

1
π
2− π2

cos x, 1 − x2

2! , 1 − x2

2! +
x4

4! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! +
x8

8! のグラフ



グラフ

x

y

0 π−π

−1

1
π
2− π2

cos x, 1 − x2

2! , 1 − x2

2! +
x4

4! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! +
x8

8! のグラフ



グラフ

x

y

0 π−π

−1

1
π
2− π2

cos x, 1 − x2

2! , 1 − x2

2! +
x4

4! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! +
x8

8! のグラフ



グラフ

x

y

0 π−π

−1

1
π
2− π2

cos x, 1 − x2

2! , 1 − x2

2! +
x4

4! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! , 1 − x2

2! +
x4

4! −
x6

6! +
x8

8! のグラフ



log(1 + x)の多項式による近似
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2
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+ · · · + (−1)n−1 xn

n

で近似したときの誤差は
|(1 + x)−n − 1||x|n
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である.
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(1 + x)α の多項式による近似

f (x) = (1 + x)α (x > −1), p = 0の場合,
M = |α(α − 1) · · · (α − n + 1)||(1 + x)α−n − 1|とと
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x + · · · +
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xk + · · · +
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で近似したときの誤差は

∣∣∣∣∣∣
(
α

n

)∣∣∣∣∣∣ |(1 + x)α−n − 1||x|n

以下である.
nを大きくしたときの誤差の様子を調べるために
少し準備をする.
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(1 + x)α の多項式による近似

まず次の結果を示す.

正の実数からなる数列 {an}∞n=1
に対し,数列{an+1

an

}∞
n=1
が 1より小さい実数に収束するならば

lim
n→∞

an = 0である.



(1 + x)α の多項式による近似
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= rとおく. 0 ≦ r < 1だから r < s < 1

を満たす実数 sをとると,自然数 N で,「n ≧ N
ならば

an+1

an
< s」を満たすものがとれる.

従って n ≧ N ならば an+1 < sanとなるため,
n > N ならば

an < san−1 < s2an−2 < · · · < sn−NaN

が成り立つ. 故に 0 < an < sn−NaN であり,
0 < s < 1だから n→ ∞のとき, sn−NaN → 0と
なるため, lim

n→∞
an = 0である.
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(1 + x)α の多項式による近似

上で示した結果を用いて,次の命題を示す.

実数 αに対し |x| < 1ならば lim
n→∞

(
α

n

)
xn = 0.

x = 0ならば主張は明らかだから, x , 0と仮定す
る. また, αが 0以上の整数ならば, n > αのとき(
α

n

)
= 0となるため,この場合も主張が成り立つ.

そこで αは 0以上の整数ではない場合を考える.

このとき,任意の自然数 nに対して
(
α

n

)
, 0で

ある.
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tan−1 の多項式による近似

初項 1,公比 −t2 の等比数列の和の公式

1 − t2 + t4 + · · · + (−1)nt2n =
1 − (−t2)n+1

1 + t2

から

1
1 + t2

= 1 − t2 + t4 + · · · + (−1)nt2n +
(−t2)n+1

1 + t2

を得るが,この両辺を 0から xまで, t で積分す
れば
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tan−1 の多項式による近似

tan−1 x = x − x3

3
+

x5

5
+ · · · + (−1)n x2n+1

2n + 1

+

∫ x

0

(−t2)n+1

1 + t2
dt

このとき, |x| ≦ 1ならば上式の右辺の最後の項
は, nが大きくなると 0に近づくことが示される
ため, tan−1 xの 0におけるテイラー展開

tan−1 x = x − x3

3
+

x5

5
− · · · + (−1)n x2n+1

2n + 1
+ · · ·

が得られる. tan−1 1 =
π

4
だから,とくに上式で

x = 1とすれば,
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tan−1 の多項式による近似
次の公式が得られる.

π = 4
(
1 − 1

3
+

1
5
− · · · + (−1)n 1

2n + 1
+ · · ·

)
ただし,この右辺の級数は収束するのが非常に遅
く, 100項目までの和は 3.131 . . . , 1000項目まで
の和でも 3.140...である.

1949年にENIACと呼ばれた世界最初のデジタル
電子計算機で, tan−1 xのテイラー展開と,マチン
の公式

π = 16 tan−1 1
5
− 4 tan−1 1

239
を用いて, πが 2037桁まで求められた.
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m乗根の近似値とその誤差の評価

以上の結果を用いて,与えられた正の実数 Aの m
乗根の近似値とその誤差を見積もってみる.

m√
1 + x = (1 + x) 1

m を近似する多項式は

−1
2
< x < 1の場合以外は, nを大きくしても上で

見積もった誤差の範囲は狭まっていかないので,
(1 + x) 1

m を近似する多項式の xに A − 1を代入し
ても

m√
Aのよい近似値が得られる保証はない.

そこで,まず
m√

A = B(1 + x) 1
m となる xが −1

2
と 1

の間に存在するように Bを定める.
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m乗根の近似値とその誤差の評価
m√

A = B(1 + x) 1
m を xについて解けば

x =
A

Bm
− 1

となり,これを −1
2
< x < 1に代入すれば

1
2

A < Bm < 2Aが得られる.

従って
1
2

A < Bm < 2Aを満たすような Bを選び,

xを x =
A

Bm
− 1で定めればよい. (|x|が小さいほ

ど誤差を見積もった値は小さくなるため,
A

Bm
が 1

に近くなる. すなわち Bmが Aに近くなるように
選べれば,よい近似値が得られる.)
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m乗根の近似値とその誤差の評価

ここで,
m√

A = B(1 + x) 1
m を B

n∑
k=0

( 1
m

k

)
xk で近似し

たときの誤差は

B

∣∣∣∣∣∣∣
( 1

m

n

)∣∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣(1 + x)
1
m−n − 1

∣∣∣∣ |x|n
以下である.



m乗根の近似値とその誤差の評価
1
2

A < Bm < Aならば 0 < x < 1となるため,

(1 + x)−n < (1 + x) 1
m−n < 1だから∣∣∣∣(1 + x) 1

m−n − 1
∣∣∣∣ < 1 − 1

(1 + x)n
である. また,

A < Bm < 2Aならば −1
2
< x < 0となるため,

1 < (1 + x) 1
m−n < (1 + x)−nだから,∣∣∣∣(1 + x) 1

m−n − 1
∣∣∣∣ < 1

(1 + x)n
− 1である. 従って,い

ずれの場合でも次の不等式が成り立つ.∣∣∣∣(1 + x)
1
m−n − 1

∣∣∣∣ < ∣∣∣∣∣∣ 1
(1 + x)n

− 1
∣∣∣∣∣∣



m乗根の近似値とその誤差の評価

以上の考察から次のことがわかる.

正の実数 Aに対し,
1
2

A < Bm < 2Aを満たす Bを

選んで, x =
A

Bm
− 1とおく.
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例題と解答

例題. 上の方法で B = 1.4 =
7
5
としたとき,

√
2を
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以下である. n = 2ならば,こ

の値は
495

336140000
= 0.0000014 · · · となる.
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1
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(
1 +
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x − 1
8
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の値は

1.4142128 · · · となるため,
√

2はこの値のプラス
マイナス 0.0000015の範囲

1.4142113 <
√

2 < 1.4142143

にあることがわかる. よって,
√

2の小数第 5位ま
では 1.41421と確定できるため,必要な xの多項
式の次数は 2である.
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