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1 位相空間についての復習と補足
定義 1.1 X を集合, O を X の部分集合を要素とする集合とする. O が次の 3つの条件を満たすとき, O を X の位
相と呼び, 対 (X,O) を位相空間という. また, O の要素を X の開集合という.

(O1) X, ∅ ∈ O. (O2) O1, O2 ∈ O ならば O1∩O2∈ O. (O3) すべての i ∈ I に対して Oi ∈ O ならば ⋃
i∈I

Oi∈ O.

以下, 定義 1.2から命題 1.6では, (X,O) を位相空間とする.

定義 1.2 A を X の部分集合, p ∈ X とする.

(1) X の開集合 O で, p ∈ O かつ O ⊂ A を満たすものが存在するとき, p を A の内点という. A の内点全体から
なる集合を A の内部といい, Ai で表す.

(2) X の開集合 O で, p ∈ O かつ O ∩ A = ∅ を満たすものが存在するとき, p を A の外点という. A の外点全体
からなる集合を A の外部といい, Ae で表す.

(3) p を含む X の任意の開集合 O に対して O ∩A 6= ∅ であるとき, p を A の触点という. A の触点全体からなる
集合を A の閉包といい, A で表す.

(4) p を含む X の任意の開集合 O に対して O ∩A 6= ∅ かつ O 6⊂ A であるとき, p を A の境界点という. A の境
界点全体からなる集合を A の境界といい, ∂A で表す.

(5) A が p ∈ Ai を満たすとき, A を p の近傍といい, 開集合である p の近傍を p の開近傍という.

定義 1.3 A を X の部分集合とする. A の触点がすべて A に属するとき, A を X の閉集合という.

命題 1.4 X の部分集合 A が閉集合であるためには X −A が開集合であることが必要十分である.

命題 1.5 X の閉集合全体からなる集合を F で表せば, 次の (C1), (C2), (C3) が成り立つ.

(C1) X, ∅ ∈ F . (C2) F1, F2 ∈ F ならば F1 ∪ F2 ∈ F (C3) すべての i ∈ I に対して Fi ∈ F ならば ⋂
i∈I

Fi ∈ F .

命題 1.6 X の部分集合 A, B に対して以下のことが成り立つ.

(1) Ai は A に含まれる開集合であり, O が A に含まれる開集合ならば O ⊂ Ai である.

(2) A は A に含む閉集合であり, F が A を含む閉集合ならば F ⊃ A である.

(3) A = Ai ∪ ∂A = {p ∈ X | p ∈ OかつO ∈ OならばA ∩O 6= ∅}
(4) (Ai)i = Ai, (A ∩B)i = Ai ∩Bi, (X −A)i = X −A

(5) (A) = A, A ∪B = A ∪B, X −A = X −Ai

(6) X = Ai ∪ ∂A ∪Ae, Ai ∩ ∂A = Ai ∩Ae = ∂A ∩Ae = ∅
(7) Ae = (X −A)i = X −A, ∂A = A ∩ (X −Ai) = A ∩ (X −A)

定義 1.7 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とし, f : X → Y を写像, p ∈ X とする.

(1) f(p) を含む Y の任意の開集合 V に対し, p を含む X の開集合 U で, 条件「x ∈ U ならば f(x) ∈ V」を満た
すものが存在するとき, f は p において連続であるという.

(2) f が X のすべての点において連続であるとき, f を連続写像という. なお X と Y の位相を明示する必要があ
る場合は, 写像 f : X → Y を f : (X,OX) → (Y,OY ) で表す.

命題 1.8 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とし, f : X → Y を写像とする.

(1) f が p ∈ X において連続であるためには, f(p) を含む任意の開集合 V に対し, p が f−1(V ) の内点であるこ
とが必要十分である.

(2) f が連続写像であるためには, 任意の O ∈ OY 開集合に対し, f−1(O) ∈ OX が成り立つことが必要十分である.
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命題 1.9 (1) 位相空間 (X,OX) に対し, X の恒等写像 idX : (X,OX) → (X,OX) は連続写像である.

(2) (X,OX), (Y,OY ), (Z,OZ) を位相空間とし, f : X → Y , g : Y → Z を連続写像とすれば合成写像
g ◦ f : X → Z は連続である.

定義 1.10 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とし, f : X → Y を写像とする.

(1) f が連続な全単射で, f の逆写像 f−1 : Y → X も連続写像であるとき, f を同相写像または位相同型写像とい
う. (X,OX) と (Y,OY ) の間に同相写像が存在するとき, (X,OX) と (Y,OY ) は同相または位相同型であるという.

(2) f による X の任意の開集合の像が Y の開集合であるとき, f を開写像といい, f による X の任意の閉集合の
像が Y の閉集合であるとき, f を閉写像という.

定義 1.11 (X,O) を位相空間, Y を X の部分集合とするとき, Y の部分集合からなる集合 OY を
OY = {U ⊂ Y |U = O ∩ Y となるO ∈ O がある.}

で定めれば OY は Y の位相である. OY を (X,O) の相対位相, 位相空間 (Y,OY ) を (X,O) の部分空間または部分
位相空間という.

以後, 位相空間 (X,O) に対し, X の部分集合 Y が与えられたとき, とくに断らない限り Y には (X,O) の相対位
相が与えられているものとする.

命題 1.12 (X,O) を位相空間, Y を X の部分集合, i : Y → X を包含写像とする.

(1) i : Y → X は連続写像である.

(2) 位相空間 (Z,OZ) と写像 f : Z → Y が与えられたとき, 合成写像 i ◦ f : Z → X が連続写像ならば f も連続
写像である.

定義 1.13 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とする. 直積集合 X × Y の部分集合からなる集合 B を
B = {W ⊂ X × Y |W = U × V を満たすU ∈ OX , V ∈ OY が存在する.}

で定め, B の要素の合併集合で表される X × Y の部分集合からなる集合
OX×Y = {O ⊂ X × Y |O =

⋃
i∈I

Wiを満たすWi ∈ B (i ∈ I) が存在する.}

は X × Y の位相である. OX×Y を (X,OX) と (Y,OY ) の直積位相といい, 位相空間 (X × Y,OX×Y ) を (X,OX)

と (Y,OY ) の直積空間という.

以後, 位相空間 (X,OX), (Y,OY ) に対し, とくに断らない限り X × Y には (X,OX) と (Y,OY ) の直積位相が与
えられているものとする.

命題 1.14 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とし, 写像 pr1 : X×Y → X, pr2 : X×Y → Y をそれぞれ pr1(x, y) = x,

pry(x, y) = y で定める.

(1) pr1 : X × Y → X, pr2 : X × Y → Y は連続写像である.

(2) 位相空間 (Z,OZ) と写像 f : Z → X × Y が与えられたとき, 合成写像 pr1 ◦ f : Z → X と pr2 ◦ f : Z → Y

が連続写像ならば f も連続写像である.

定義 1.15 (X,O) を位相空間とする.

(1) Y , Z を X の部分集合とする. Y ∩ Z = Y ∩ Z = ∅ であるとき, Y と Z は離れているという.

(2) X が離れている 2つの空でない部分集合の和集合にならないとき, 言い換えれば「X の部分集合 Y , Z が離れ
ていて X = Y ∪ Z を満たすならば Y か Z の一方は空集合である」とき, (X,O) は連結であるという.

(3) X の任意の 2点 p, q に対し, 連続写像 ω : [0, 1] → X で, ω(0) = p, ω(1) = q を満たすものがあるとき (X,O)

は弧状連結であるという.

命題 1.16 位相空間 (X,O) に対し, 次の 4つは同値である.
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(i) (X,O) は連結である.

(ii) (X,O) の開かつ閉集合は ∅ と X だけである.

(iii) X = U ∪ V , U ∩ V = ∅ で, U , V が開集合ならば U = ∅ または V = ∅ である.

(iv) X = F ∪G, F ∩G = ∅ で, F , G が閉集合ならば F = ∅ または G = ∅ である.

命題 1.17 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間, f : X → Y を連続写像とする. X が連結ならば Y の部分空間 f(X) も
連結である.

定理 1.18 (中間値の定理) (X,O) を連結な位相空間, f : X → R を連続関数とする. p, q ∈ X に対し, f(p) < f(q)

ならば f(p) < m < f(q) である任意の m ∈ R に対して f(c) = m となる c ∈ X が存在する.

定理 1.19 実数全体 R と区間 (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], (a,∞), [a,∞), (−∞, b), (−∞, b] (a ≦ b) はすべて連結で
ある. また, R の部分空間で連結なものは上の形のものに限る.

系 1.20 弧状連結な位相空間は連結である.

定義 1.21 位相空間 (X,O) が次の条件を (C)満たすとき, (X,O) はコンパクトであるという.

X =
⋃
i∈I

Oi を満たす X の任意の開集合族 (Oi)i∈I に対し, 有限個の i1, i2, . . . , in ∈ I で X = Oi1 ∪Oi2 ∪· · ·∪Oin
を満たすものがある.

命題 1.22 位相空間 (X,O) がコンパクトで, X の部分空間 Y が X の閉集合ならば Y もコンパクトである.

命題 1.23 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間, f : X → Y を連続写像とする. (X,OX) がコンパクトならば f の像
f(X) はコンパクトな部分空間である.

定義 1.24 位相空間 (X,O) が次の条件 (T2) を満たすとき, (X,O) を Hausdorff空間または T2 空間という.

x, y ∈ X かつ x 6= y ならば, x ∈ U , y ∈ V かつ U ∩ V = ∅ を満たす開集合 U , V が存在する.

命題 1.25 A,B を Hausdorff空間 (X,O)のコンパクトな部分空間とする. A ∩ B= ∅ならば X の開集合 U , V で
A⊂U , B⊂V かつ U ∩ V =∅を満たすものがある. とくに Hausdorff空間のコンパクトな部分空間は閉集合である.

命題 1.26 コンパクトな位相空間から Hausdorff空間への連続写像は閉写像である.

命題 1.27 位相空間 (X,OX), (Y,OY ) がともにコンパクトならば直積空間 (X × Y,OX×Y ) もコンパクトである.

定理 1.28 (最大値・最小値の定理) コンパクトな位相空間で定義された実数値連続関数は最大値と最小値をとる.

X をユークリッド空間 Rn の部分集合とする. 正の実数 r で, すべての x ∈ X に対して ‖x‖ ≦ r となるものが存
在するとき X は有界であるという.

定理 1.29 Rn の部分空間 X がコンパクトであるためには X が有界な閉集合であることが必要十分である.

定義 1.30 X を集合とするとき, X ×X の部分集合 R が次の 3つの条件を満たすとき, R を X の同値関係という.

(反射律) 任意の x ∈ X に対して (x, x) ∈ R.

(対称律) (x, y) ∈ R ならば (y, x) ∈ R.

(推移律) (x, y) ∈ R かつ (y, z) ∈ R ならば (x, z) ∈ R.

例 1.31 (1) X = Z × (Z − {0}) とおいて X ×X の部分集合 R を R = {((a, b), (c, d)) ∈ X ×X | ad = bc} に
よって定めれば, R は X の同値関係である.

(2) Y = N ×N とおいて Y × Y の部分集合 S を S = {((k, l), (m,n)) ∈ Y × Y | k + n = l +m} によって定め
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れば, S は Y の同値関係である.

定義 1.32 R を集合 X の同値関係とする. x ∈ X に対して X の部分集合 Rx を Rx = {y ∈ X | (x, y) ∈ R} に
よって定め, X の部分集合を要素とする集合 X/R を次のように定め, X/R を X の同値関係 R による商集合という.

X/R = {C ⊂ X |C = Rxとなるx ∈ Xが存在する.}
また x ∈ X に対して Rx を対応させる写像 p : X → X/R を商写像という.

注意 1.33 (1) 任意の x ∈ X に対して (x, x) ∈ R だから x ∈ Rx である. 従って Rx 6= ∅ である.

(2) 商写像 p : X → X/R は全射である.

命題 1.34 R を集合 X の同値関係とする.

(1) Rx = Ry と Rx ∩Ry 6= ∅ と (x, y) ∈ R は同値である.

(2) C ∈ X/R に対し, x ∈ C ならば C = Rx である.

証明 (1) Rx = Ry ならば注意 1.33の (1)から Rx ∩Ry = Rx 6= ∅ である.

Rx ∩ Ry 6= ∅ ならば z ∈ Rx ∩ Ry が存在するため, (x, z) ∈ R かつ (y, z) ∈ R であり, 後者から対称律により
(z, y) ∈ R である. 従って推移律から (x, y) ∈ R である.

(x, y) ∈ R と仮定する. z ∈ Ry ならば (y, z) ∈ R だから推移律から (x, z) ∈ R, すなわち z ∈ Rx である. z ∈ Rx

ならば (x, z) ∈ R であり, 仮定と対称律により (y, x) ∈ R だから, 推移律から (y, z) ∈ R, すなわち z ∈ Ry である.

故に Rx = Ry である.

(2) C ∈ X/R に対して C = Ry となる y ∈ X がある. 故に x ∈ C ならば x ∈ Ry だから (y, x) ∈ R である.

従って (1)から Ry = Rx となるため, C = Rx である. □

命題 1.35 R を集合 X の同値関係, p : X → X/R を商写像とする. 写像 f : X → Y が条件「(x, y) ∈ R ならば
f(x) = f(y)」を満たすとき, 写像 f̄ : X/R→ Y で f = f̄ ◦ p を満たすものがただ 1つ存在する.

証明 任意の C ∈ X/R に対して x ∈ C を選べば, 命題 1.34 の (2) から C = Rx である. 別の y ∈ C を選べば
y ∈ C = Rx だから (x, y) ∈ R となるため, 仮定によって f(x) = f(y) が成り立つ. 故に f(x) の値は x ∈ C である
x の選び方に依存しない. そこで写像 f̄ : X/R → Y を C ∈ X/R に対して x ∈ C を選んで f̄(C) = f(x) で定める
ことができる. 任意の x ∈ X に対して x ∈ Rx = p(x) だから f̄ の定義から, (f̄ ◦ p)(x) = f̄(p(x)) = f̄(Rx) = f(x)

が成り立つため, f = f̄ ◦ p である. 写像 f̃ : X/R → Y も f = f̃ ◦ p を満たすならば, f̃ ◦ p = f = f̄ ◦ p である. p

は全射だから f̃ = f̄ が得られるため, f = f̄ ◦ p を満たす写像 f̄ : X/R→ Y はただ 1つである. □

例 1.36 例 1.31の同値関係 R, S を考える. X = Z × (Z − {0}) から有理数全体の集合 Q への写像 f : X → Q

と Y = N ×N から整数全体の集合 Z への写像 g : Y → Z を f(a, b) =
a

b
, g(k, l) = k − l によって定めれば f , g

はそれぞれ条件
「((a, b), (c, d)) ∈ R ならば f(a, b) = f(c, d)」, 「((k, l), (m,n)) ∈ S ならば g(k, l) = b(m,n)」

を満たす. p : X → X/R, q : Y → Y/S を商写像とすれば, 命題 1.35より, 写像 f̄ : X/R → Q, ḡ : Y/S → Z で
f = f̄ ◦ p, g = ḡ ◦ q を満たすものが存在する. f , g はともに全射だから f̄ と ḡ も全射である. さらに,

「f(a, b) = f(c, d) ならば ((a, b), (c, d)) ∈ R」, 「g(k, l) = b(m,n) ならば ((k, l), (m,n)) ∈ S」
が成り立つため, f̄ と ḡ はともに単射だから, 全単射である. 従って f̄ , ḡ によって商集合 X/R, Y/S はそれぞれ Q,

Z と同一視される.

命題 1.37 (X,O) を位相空間, R を X の同値関係, p : X → X/R を商写像とする. X/R の部分集合からなる集合
OX/R を OX/R = {O ⊂ X/R | p−1(O) ∈ O} で定めれば, OX/R は X/R の位相である.

証明 p−1(∅) = ∅ ∈ O, p−1(X/R) = X ∈ O だから ∅, X/R ∈ OX/R である.
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U, V ∈ OX/R ならば p−1(U), p−1(V ) ∈ O だから, O が X の位相であることから

p−1(U ∩ V ) = p−1(U) ∩ p−1(V ) ∈ O

である. 従って OX/R の定義から U ∩ V ∈ OX/R である.

(Oi)i∈I は各 i ∈ I に対して Oi ∈ OX/R を満たす集合族であるとすれば, 各 i ∈ I に対して p−1(Oi) ∈ O だから,

O が X の位相であることから
p−1
(⋃
i∈I

Oi

)
=
⋃
i∈I

p−1(Oi) ∈ O

である. 従って OX/R の定義から
⋃
i∈I

Oi ∈ OX/R である. 以上から OX/R は X/R の位相である. □

定義 1.38 (X,O) を位相空間, R を X の同値関係とするとき, OX/R を R による (X,O) の商位相, 位相空間
(X/R,OX/R) を R による (X,O) の商空間という.

例 1.39 n+ 1次元ユークリッド空間 Rn+1 の部分空間 X = Rn+1 − {0} の同値関係 R を
R = {(x,y) ∈ X ×X |y = rxを満たす実数 rが存在する.}

によって定める. このとき商空間 X/R を n次元実射影空間といい, RPn で表す.

Sn = {x ∈ Rn+1 | ‖x‖ = 1} とおけば, Sn は Rn+1 の有界閉集合だから定理 1.29より Sn はコンパクトである.

p : Rn+1 −{0} → RPn を商写像とすれば, 任意の α ∈ RPn に対して p(x) = α を満たす x ∈ Rn+1 −{0} が存在
する. x′ =

1

‖x‖
x とおけば x′ ∈ Sn であり (x,x′) ∈ R だから p(x′) = p(x) = α が成り立つため, p(Sn) = RPn

である. 従って命題 1.23から RPn はコンパクトである.

命題 1.40 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間, R を集合 X の同値関係, p : X → X/R を商写像とする. X/R に商位相
を与えたとき, p は連続写像であり, 写像 f : X/R → Y が連続であることと合成写像 f ◦ p : X → Y が連続である
ことは同値である.

証明 命題 1.8の (2)と商位相の定義から pは連続写像である. 従って f が連続写像ならば命題 1.9の (2)から f ◦pは
連続写像である. 逆に f ◦ p が連続であると仮定して O を Y の任意の開集合とすれば, p−1(f−1(O)) = (f ◦ p)−1(O)

だから, 命題 1.8の (2)と f ◦ p の連続性により上式の左辺は X の開集合である. 故に商位相の定義から f−1(O) は
X/R の開集合だから, 命題 1.8の (2)により f は連続である. □

2 微分可能多様体の定義
以後, 位相空間 (X,O) の位相 O を明記する必要が無いときは (X,O) を X と略記する.

定義 2.1 位相空間 X の開集合 U からm次元ユークリッド空間 Rm の開集合 O への同相写像 φ : U → O がある
とき, U と φ の対 (U,φ) を X のm次元局所座標系という. U の点 p に対し, φ(p) = (p1, p2, . . . , pm) を (U,φ) に
関する p の局所座標という. X の点 p に対し, p ∈ U を満たす X のm次元局所座標系 (U,φ) を p のm次元座標
近傍という.

定義 2.2 位相空間 M が Hausdorff空間であり, M の各点 p に対し, p のm次元座標近傍が存在するとき, M をm

次元位相多様体という.

M をm次元位相多様体, (U,φ), (V, ψ) を M の局所座標系とする. φ と ψ は同相写像だから, U ∩ V 6= ∅ のとき,

x ∈ U ∩ V を φ(x) ∈ φ(U ∩ V ) に対応させる U ∩ V から φ(U ∩ V ) への同相写像を φV : U ∩ V → φ(U ∩ V ) で表
し, x ∈ U ∩ V を ψ(x) ∈ ψ(U ∩ V ) に対応させる U ∩ V から ψ(U ∩ V ) への同相写像を ψU : U ∩ V → ψ(U ∩ V )

で表す. この状況の下で次の定義を行う.

5



定義 2.3 M を m 次元位相多様体, (U,φ), (V, ψ) を M の局所座標系とする. U ∩ V 6= ∅ のとき, 合成写像
ψU ◦ φ−1

V : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) を (U,φ) から (V, ψ) への座標変換という.

注意 2.4 (1) φ : U → O, ψ : V → Q とすれば, U ∩ V は U の開集合で, φ は Rm の開集合 O への同相写像だか
ら φ(U ∩ V ) は O の開集合である. 故に φ(U ∩ V ) は Rm の開集合でもある. 同様に ψ(U ∩ V ) も Rm の開集合で
ある. 故に (U,φ) から (V, ψ) への座標変換 ψU ◦ φ−1

V : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) は Rm の 2つの開集合の間の同相
写像である.

(2) p ∈ U ∩V に対し, (U,φ) に関する p の局所座標を (p1, p2, . . . , pm), (V, ψ) に p の局所座標を (q1, q2, . . . , qm)

とすれば φ−1(p1, p2, . . . , pm) = p だから (ψU ◦ φ−1
V )(p1, p2, . . . , pm) = ψ(p) = (q1, q2, . . . , qm) が成り立つ. 従って

(U,φ) から (V, ψ) への座標変換は U ∩ V の各点の φ に関する局所座標を (V, ψ) に関する局所座標に対応させる写
像である.

(3) 記号の乱用であるが, 以後は φV も φ で表し, ψU も ψ で表すことが多い.

例 2.5 R2 の開集合 U1, U2, U3 をそれぞれ U1 = R × (0,∞), U2 = R × (−∞, 0), U3 = (0,∞) × R で定めて
U = U1 ∪ U2 ∪ U3 とおけば, 各 (x, y) ∈ U に対し cos θ(x,y) =

x√
x2 + y2

かつ sin θ(x,y) =
y√

x2 + y2
を満たす

θ(x,y) ∈ (−π, π) は, (x, y) ∈ U1 ならば θ(x,y) = cos−1 x√
x2 + y2

, (x, y) ∈ U2 ならば θ(x,y) = − cos−1 x√
x2 + y2

,

(x, y) ∈ U3 ならば θ(x,y) = sin−1 x√
x2 + y2

として 1 通りに定まる. そこで φ : U → (0,∞) × (−π, π) を

φ(x, y) =
(√

x2 + y2, θ(x,y)
) で定める. V = R2 とおき, ψ : V → R2 を R2 の恒等写像とすれば, (U,φ) と

(V, ψ) は R2 の局所座標系である. このとき, φ−1(r, θ) = (r cos θ, r sin θ) だから, (U,φ) から (V, ψ) への座標変換
ψU ◦ φ−1

V : φ(U ∩ V ) = (0,∞)× (−π, π) → U = ψ(U ∩ V ) は極座標変換 (r, θ) 7→ (r cos θ, r sin θ) に他ならない.

定義 2.6 (1) U を Rm の開集合, r を自然数とする. U 上の実数値連続関数 f : U → R が r 次までのすべての偏
導関数 ∂kf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xik
: U → R (k = 1, 2, . . . , r, 1 ≦ i1, i2, . . . , ik ≦ m) をもち, これらがすべて連続であるとき,

f を Cr 級関数という. すべての自然数 r に対して Cr 級関数である関数を C∞ 級関数という. また, 連続関数を C0

級関数ということがある.

(2) r を 0以上の整数または ∞ とし, Rm の開集合 U から Rn の開集合 V への写像 f : U → V が与えられてい
るとする. x ∈ U に対し f(x) ∈ V の第 i成分を fi(x) ∈ V とし, x ∈ U を fi(x) に対応させる関数 fi : U → R

が, すべての i = 1, 2, . . . , n に対して Cr 級関数であるとき, f を Cr 級写像という. さらに f が全単射で, f の逆写
像も Cr 級写像であるとき, f を Cr 級微分同相写像という.

定義 2.7 r を自然数または ∞ とする. 位相空間 M が Hausdorff空間であり, 次の条件を満たす M のm次元局所
座標系の族 {(Ui, φi)}i∈I が存在するとき, M をm次元 Cr 級微分可能多様体という.

(1) M の各点 p に対し, p ∈ Ui となる i ∈ I が存在する. すなわち M =
⋃
i∈I

Ui.

(2) Ui ∩ Uj 6= ∅ を満たす任意の i, j ∈ I に対して (Ui, φi) から (Uj , φj) への座標変換 φj ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ Uj) →

φj(Ui ∩ Uj) は Cr 級写像である.

注意 2.8 (Uj , φj) から (Ui, φi) への座標変換 φi ◦ φ−1
j : φj(Ui ∩Uj) → φi(Ui ∩Uj) は (Ui, φi) から (Uj , φj) への

座標変換 φj ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ Uj) → φj(Ui ∩ Uj) の逆写像である. これらはいずれも Cr 級写像だから,Cr 級微分同

相写像である.

定義 2.7の条件 (1), (2)を満たす M のm次元局所座標系の族 {(Ui, φi)}i∈I をM の Cr 級座標近傍系という. 以
後 Cr 級微分可能多様体を略して Cr 級多様体と呼ぶことにする.

定義 2.9 M は {(Ui, φi)}i∈I を Cr 級座標近傍系とするm次元 Cr 級微分可能多様体であるとし, U をの開集合と
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する. J = {i ∈ I |Ui ∩ U 6= ∅} とおいて, 各 i ∈ J に対し, 写像 φUi : Ui ∩ U → φi(Ui ∩ U) を φUi (x) = φi(x) で定
めれば, U は {(Ui ∩ U,φUi )}i∈J を Cr 級座標近傍系とするm次元 Cr 級多様体である. U を M の開部分多様体と
いう.

例 2.10 Rm は {(Rm, idRm)} を C∞ 級座標近傍系とする m 次元 C∞ 級多様体だから, Rm の開集合 U は
{(U, idU )} を C∞ 級座標近傍系とする Rm の開部分多様体である.

例 2.11 Rn+1 の部分集合 Sn を Sn = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |x21 +x22 + · · ·+x2n+1 = 1} で定め, Sn を n次
元球面という. 以下で Sn が n次元 C∞ 級多様体であることを示す. Sn は Hausdorff空間 Rn+1 の部分空間だから
Sn も Hausdorff 空間である. Sn の局所座標系を定義するために, Rn+1 の開集合 O+

i , O
−
i (i = 1, 2, . . . , n+ 1) を

O+
i = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |xi > 0}, O−

i = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn+1 |xi < 0}で定めて, U+
i = Sn∩O+

i ,

U−
i = Sn ∩ O−

i とおけば, U+
i , U−

i は Sn の開集合である. p = (p1, p2, . . . , pn+1) ∈ Sn ならば pi 6= 0 となる iが
存在して, pi > 0 ならば p ∈ U+

i , pi < 0 ならば p ∈ U−
i だから Sn =

n+1⋃
i=1

(U+
i ∪ U−

i ) が成り立つ.

◦
Dn を Rn における中心が原点である半径 1の開球 {(y1, y2, . . . , yn) ∈ Rn | y21 + y22 + · · · + y2n < 1} とし, 写像

φ+
i : U+

i →
◦
Dn, φ−

i : U−
i →

◦
Dn (i = 1, 2, . . . , n+ 1) をそれぞれ次のように定義する.

φ+
i (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1),

φ−
i (x1, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn+1) = (x1, . . . , xi−1, xi+1, . . . , xn+1)

このとき φ+
i , φ

−
i の逆写像 (φ+

i )
−1 :

◦
Dn → U+

i , (φ−
i )

−1 :
◦
Dn → U−

i は次で与えられる.

(φ+
i )

−1(y1, y2, . . . , yn) =
(
y1, . . . , yi−1,

√
1− y21 − y22 − · · · − y2n, yi, . . . , yn

)
,

(φ−
i )

−1(y1, y2, . . . , yn) =
(
y1, , . . . , yi−1,−

√
1− y21 − y22 − · · · − y2n, yi, . . . , yn

)
φ+
i , φ

−
i はともに連続で, これらの逆写像 (φ+

i )
−1, (φ−

i )
−1 も連続だから φ+

i , φ
−
i は同相写像である. 以上から Sn

は n次元位相多様体である.

次に座標変換 φ+
j ◦ (φ+

i )
−1, φ−

j ◦ (φ+
i )

−1, φ+
j ◦ (φ−

i )
−1, φ−

j ◦ (φ−
i )

−1 が C∞ 級写像であることを確かめ
る. φ+

i ◦ (φ+
i )

−1 と φ−
i ◦ (φ−

i )
−1 は

◦
Dn の恒等写像だから C∞ 級写像である. U+

i ∩ U−
i = ∅ だから,

(φ+
i )

−1 :
◦
Dn → U+

i と φ−
i : U−

i →
◦
Dn の合成は定義域を縮小しても定義できず, 同様に (φ−

i )
−1 :

◦
Dn → U−

i

と φ+
i : U+

i →
◦
Dn の合成も定義できない. φ+

i , φ
−
i は第 i 成分を取り除く写像だから i 6= j のとき,

(y1, y2, . . . , yn) ∈
◦
Dn に対して (φ+

j ◦ (φ+
i )

−1)(y1, y2, . . . , yn) と (φ−
j ◦ (φ+

i )
−1)(y1, y2, . . . , yn) の各成分は yk

または
√

1− y21 − y22 − · · · − y2n という形であり, (φ+
j ◦ (φ−

i )
−1)(y1, y2, . . . , yn) と (φ−

j ◦ (φ−
i )

−1)(y1, y2, . . . , yn)

の各成分は yk または −
√
1− y21 − y22 − · · · − y2n という形になるため, 座標変換 φ+

j ◦ (φ+
i )

−1, φ−
j ◦ (φ+

i )
−1,

φ+
j ◦ (φ−

i )
−1, φ−

j ◦ (φ−
i )

−1 はすべて C∞ 級写像である. 故に {(U+
i , φ

+
i ), (U

−
i , φ

−
i )}i=1,2,...,n+1 は Sn の C∞ 級座

標近傍系になるため, Sn は n次元 C∞ 級多様体である.

例 2.12 Sn 上の点 n = (0, 0, . . . , 1) (北極) と s = (0, 0, . . . ,−1) (南極) を考えて, Un = Sn−{n}, Us = Sn−{s}
とおけば, Un, Us は Sn の開集合であり, n ∈ Us だから Sn = Un ∪Us である. 各 x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Un と
n を結ぶ「直線」のパラメータ表示は n+ t(x−x) = (tx1, tx2, . . . , txn, txn+1 − t+1) で与えられ, この直線と方程
式 xn+1 = 0 で定義される「平面」との交点の座標は t =

1

1− xn+1
より

(
x1

1− xn+1
,

x2
1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1
, 0

)
である. そこで写像 φn : Un → Rn を φn(x1, x2, . . . , xn+1) =

(
x1

1− xn+1
,

x2
1− xn+1

, . . . ,
xn

1− xn+1

)
によって定

義する. このとき φn(Un ∩Us) = Rn−{0} が成り立つ. 同様に各 x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Us と s を結ぶ「直線」
と方程式 xn+1 = 0 で定義される「平面」との交点の座標は

(
x1

1 + xn+1
,

x2
1 + xn+1

, . . . ,
xn

1 + xn+1
, 0

)
である. そこ
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で写像 φs : Us → Rn を φs(x1, x2, . . . , xn+1) =

(
x1

1 + xn+1
,

x2
1 + xn+1

, . . . ,
xn

1 + xn+1

)
によって定義する. このと

き φs(Un ∩ Us) = Rn − {0} が成り立つ.

φn の逆写像を求めるために, 平面 xn+1 = 0 上の点 y = (y1, y2, . . . , yn, 0) と n を結ぶ直線を考える. この直線
のパラメータ表示は n + t(y − n) = (ty1, ty2, . . . , tyn, 1 − t) だから, この直線と Sn との n 以外の交点の座標は
t =

2

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
より, 次で与えられる.

(
2y1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
,

2y2
y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

, . . . ,
2yn

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
,
y21 + y22 + · · ·+ y2n − 1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

)
従って φn の逆写像 φ−1

n : Rn → Un は次で与えられる.

φ−1
n (y1, y2, . . . , yn) =

(
2y1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
, . . . ,

2yn
y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

,
y21 + y22 + · · ·+ y2n − 1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

)
同様に φs の逆写像 φ−1

s : Rn → Us は次で与えられる.

φ−1
s (y1, y2, . . . , yn) =

(
2y1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
, . . . ,

2yn
y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

,−y
2
1 + y22 + · · ·+ y2n − 1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

)
φn, φs, φ

−1
n , φ−1

s はすべて連続だから, φn と φs は同相写像である. (Un, φn) から (Us, φs) への座標変換
φs ◦ φ−1

n : Rn − {0} → Rn − {0} と φn ◦ φ−1
s : Rn − {0} → Rn − {0} は一致して, ともに (y1, y2, . . . , yn) を(

y1
y21 + y22 + · · ·+ y2n

, . . . ,
yi

y21 + y22 + · · ·+ y2n
, . . . ,

yn
y21 + y22 + · · ·+ y2n

)
に写す写像である. 故にこれらの座標変換

はともに C∞ 級写像だから Sn は {(Un, φn), (Us, φs)} を C∞ 級座標近傍系とする n次元 C∞ 級多様体である.

例 2.13 例 1.39で定義した n次元実射影空間 RPn に座標近傍系 {(Ui, φi)}i=1,2,...,n+1 を以下のように定義する.

p : X = Rn+1 − {0} → RPn を商写像として Vi = {(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ X |xi 6= 0} とおけば, Vi は X の開集合
で X =

n+1⋃
i=1

Vi が成り立つ. x ∈ p−1(p(Vi)) ならば x = ry を満たす y ∈ Vi が存在する. y の第 i成分と r は 0で
はないので, x の第 i成分も 0でないため, x ∈ Vi である. Vi ⊂ p−1(p(Vi)) はつねに成り立つため, p−1(p(Vi)) = Vi

だから Ui = p(Vi) とおけば, 商位相の定義から Ui は RPn の開集合である. φ̄i : Vi → Rn を次で定める.

φ̄i(x1, x2, . . . , xn+1) =

(
x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
x ∈ Ui に対して p(x) = x を満たす x ∈ X を選べば p−1(Ui) = p−1(p(Vi)) = Vi より x ∈ Vi である. ま
た x = (x1, x2, . . . , xn+1),y = (y1, y2, . . . , yn+1) ∈ Vi が p(x) = p(y) = x を満たせば y = rx を満たす
r ∈ R が存在し, r 6= 0 である. 従って j = 1, 2, . . . , n + 1 に対して yj = rxj だから

yj
yi

=
rxj
rxi

=
xj
xi
が

成り立つため φ̄i(y) = φ̄i(x) である. 故に φ̄i(x) は x ∈ Ui に対し p(x) = x を満たす x ∈ X の選び方に
よらずに一通りに定まる. そこで写像 φi : Ui → Rn を, x ∈ Ui に対し p(x) = x を満たす x ∈ X を選ん
で φi(x) = φ̄i(x) で定める. このとき pi : Vi → Ui を pi(x) = p(x) で定めれば, φ̄i = φi ◦ pi である. 従っ
て Rn の開集合 O に対して p−1

i (φ−1
i (O)) = (φi ◦ pi)−1(O) = φ̄−1

i (O) だから, φ̄i の連続性から p−1
i (φ−1

i (O))

は Ui の開集合になるため p−1
i (φ−1

i (O)) は X の開集合である. 一方, p−1(φ−1
i (O)) ⊂ p−1(Ui) = Vi より

p−1
i (φ−1

i (O)) = Vi ∩ p−1(φ−1
i (φ−1

i (O))) = p−1(φ−1
i (O)) だから商位相の定義から φ−1

i (O) は RPn の開集合にな
るため φi は連続である. ψi :R

n→Ui を ψi(x1, x2, . . . , xn) = pi(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn) で定めれば ψi は連続
写像の合成写像だから連続である. x ∈ Ui に対し pi(x) = p(x) = x を満たす x=(x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Vi を選べば

(ψi ◦ φi)(x) = ψi(φi(pi(x))) = ψi(φ̄i(x)) = ψi

(
x1
xi
, . . . ,

xi−1

xi
,
xi+1

xi
, . . . ,

xn+1

xi

)
= pi

(
1

xi
x

)
= pi(x) = x

が成り立つため ψi ◦ φi = idUi である. x = (x1, x2, . . . , xn+1) ∈ Rn ならば次の等式が成り立つ.

(φi ◦ ψi)(x) = φi(ψi(x)) = φi(pi(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn)) = φ̄i(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn) = x
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従って φi ◦ ψi = idRn も成り立つため φi は同相写像で, φ−1
i = ψi である.

i 6= j ならば x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ φi(Ui ∩ Uj) に対し次の等式が成り立つ.

φj(φ
−1
i (x)) = φj(ψi(x)) = φj(p(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn)) = φ̄j(x1, . . . , xi−1, 1, xi, . . . , xn)

故に φj(φ
−1
i (x)) は

(
x1
xj
, . . . ,

xi−1

xj
,
1

xj
,
xi
xj
, . . . ,

xn
xj

)
から第 j 成分を除いたものだから, (Ui, φi) から (Uj , φj) へ

の座標変換 φj ◦ φ−1
i は C∞ 級写像である. また, RPn は Hausdorff空間であることが確かめられるので, RPn は

n次元 C∞ 級多様体である.

定義 2.14 M は {(Ui, φi)}i∈I を Cr 級座標近傍系とするm次元 Cr 級微分可能多様体であり, N は {(Vj , ψj)}j∈J
をCr 級座標近傍系とする n次元Cr 級微分可能多様体であるとする. Oi, Qj をそれぞれ φi, ψj の像とすれば Oi, Qj

はそれぞれ Rm, Rn の開集合だから Oi×Qj は Rm+n の開集合とみなされ, (φi×ψj)(x, y) = (φi(x), ψj(y)) で定
義される写像 φi×ψj : Ui×Vj → Oi×Qj は (φ−1

i ×ψ−1
j )(x,y) = (φ−1

i (x), ψ−1
j (y))で定義される写像 φ−1

i ×ψ−1
j :

Oi ×Qj → Ui × Vj を逆写像とする同相写像である. このとき, 直積空間 M ×N は {(Ui × Vj , φi × ψj)}i∈I, j∈J を
Cr 級座標近傍系とするm+ n次元 Cr 級多様体である. この多様体 M ×N を M と N の積多様体という.

例 2.15 n 個の Cr 級多様体 M1,M2, . . . ,Mn が与えたれたとき, 定義 2.13 の構成を繰り返せば n 個の積多様体
M1 ×M2 × · · · ×Mn が帰納的に定義できる. とくに M1 =M2 = · · · =Mn = S1 (1次元球面=円周) の場合, 積多

様体
n 個︷ ︸︸ ︷

S1 × S1 × · · · × S1 を n次元トーラスと呼んで, Tn で表す.

3 微分構造
定義 3.1 M を Hausdorff空間, {(Ui, φi)}i∈I を M の Cr 級座標近傍系とする.

(1) M の局所座標系 (V, ψ) が次の条件を満たすとき, (V, ψ) は {(Ui, φi)}i∈I と両立するという.

Ui ∩ V 6= ∅ を満たす任意の i ∈ I に対して (Ui, φi) から (V, ψ) への座標変換は Cr 級微分同相写像である.

(2) M の Cr 級座標近傍系 {(Vj , ψj)}j∈J が条件「任意の j ∈ J に対して (Vj , ψj) は {(Ui, φi)}i∈I と両立する.」
を満たすとき, {(Vj , ψj)}j∈J は {(Ui, φi)}i∈I と両立する (同値である)という.

注意 3.2 M の Cr 級座標近傍系 {(Vj , ψj)}j∈J が M の Cr 級座標近傍系 {(Ui, φi)}i∈I と両立するためには,

{(Ui, φi), (Vj , ψj)}i∈I,j∈J が M の Cr 級座標近傍系であることが必要十分である.

定義 3.1をふまえて, Hausdorff空間 M に 2つの Cr 級座標近傍系 S = {(Ui, φi)}i∈I , T = {(Vj , ψj)}j∈J が与え
られた場合に定まる 2つの多様体「座標近傍系 S をもつ Cr 級多様体M」と「座標近傍系 T をもつ Cr 級多様体M」
は, S と T が両立する場合に「同じもの」であるとみなしたいのであるが, 座標近傍系が違っていて, 見かけが違う 2

つのものを「同じ」とみなすときに, 数学では同値関係の考えを用いることが多い. そこで, 以下の同値関係を考える.

M の Cr 級座標近傍系全体からなる集合を Atlr(M) で表し, Atlr(M)×Atlr(M) の部分集合 R を次で定める.

R = {(S, T ) ∈ Atlr(M)×Atlr(M) | Sと T は両立する.}

補題 3.3 R は Atlr(M) の同値関係である.

証明 M の次元をmとする. R が定義 1.30の反射律と対称律を満たすことは定義 3.1と注意 3.2から明らかである.

S = {(Ui, φi)}i∈I , T = {(Vj , ψj)}j∈J ,U = {(Wk, ρk)}k∈K ∈ Atlr(M) が (S, T ) ∈ R かつ (T ,U) ∈ R を満たすと
する. i ∈ I, k ∈ K に対し, Ui ∩Wk 6= ∅ であるとき, Ui ∩Wk ⊂M =

⋃
j∈J

Vj より Ui ∩Wk =
⋃
j∈J

Ui ∩Wk ∩ Vj だ
から φi(Ui ∩Wk ∩ Vj) は φi(Ui ∩Wk) の開被覆である. 従って (Ui, φi) から (Wk, ρk) への座標変換

ρk ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩Wk) → ρk(Ui ∩Wk)
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の定義域を φi(Ui ∩Wk) の開部分集合 φj(Ui ∩Wk ∩ Vj) に制限して得られる写像

(ρk ◦ φ−1
i )|φi(Ui∩Wk∩Vj) : φi(Ui ∩Wk ∩ Vj) → ρk(Ui ∩Wk ∩ Vj)

が Ui ∩Wk ∩ Vj 6= ∅ を満たす j ∈ J に対して Cr 級写像であることを示せば, ρk ◦ φ−1
i が Cr 級写像であることが

示される. x ∈ φi(Ui ∩Wk ∩ Vj) に対して ψβ(φ
−1
α (x))∈ψβ(Uα∩Wγ∩Vβ) であり, 次が成り立つ.

(ρk ◦ φ−1
i )(x) = ρk(φ

−1
i (x)) = ρk(ψ

−1
j (ψj(φ

−1
i (x)))) = ((ρk ◦ ψ−1

j ) ◦ (ψj ◦ φ−1
i ))(x) · · · (∗)

ここで, (S, T ) ∈ R かつ (T ,U) ∈ R より ψj ◦φ−1
i と ρkψ

−1
j は Cr 級写像であり, (∗)より (ρk ◦φ−1

i )|φi(Ui∩Wk∩Vj)

は ψj ◦ φ−1
i の定義域を Rm の開集合 φi(Ui ∩Wk ∩ Vj) に制限して得られる写像と ρk ◦ ψ−1

j の定義域を Rm の開
集合 ψj(Ui ∩Wk ∩ Vj) に制限して得られる写像の合成写像である. 故に (ρk ◦ φ−1

i )|φi(Ui∩Wk∩Vj) は Cr 級写像だ
から (Ui, φi) から (Wk, ρk) への座標変換 ρk ◦ φ−1

i は Cr 級写像である. 同様にして (Wk, ρk) から (Ui, φi) への座
標変換 φi ◦ ρ−1

k : ρk(Ui ∩Wk) → φi(Ui ∩Wk) も Cr 級写像であることが示されるため, S と U は両立する. 故に
(S,U) ∈ R だから, 推移律も成り立つ. □

Atlr(M) の R による商集合 Atlr(M)/R の各要素は M の両立する Cr 級座標近傍系を全部集めた集合だから, S
と U が両立する Atlr(M) の要素であるとき, M と S, T ∈ D である Atlr(M)/R の要素 D の対 (M,D) は, 前述
の見かけが違う「座標近傍系 S をもつ Cr 級多様体M」と「座標近傍系 T をもつ Cr 級多様体M」を 1つの要素と
みなしたものと考えられる. そこで対 (M,D) を改めて Cr 級多様体と定義してもよいが, 以下で Atlr(M) の構造に
ついて調べてから「微分構造」の概念を定義し, Cr 級多様体の概念を定義し直す.

Atlr(M) の要素 S を M の Cr 級局所座標系を要素とする集合とみなせば, Atlr(M) の要素の間の合併 ∪ と包含
関係 ⊂ が考えられる. 注意 3.2で指摘したが S, T ∈ Atlr(M) に対し, S と U が両立することと S ∪ T ∈ Atlr(M)

であることは同値である.

定義 3.4 Atlr(M) の要素 S が条件「T ∈ Atlr(M) が T ⊃ S を満たすならば T = S である.」を満たすとき, S は
極大であるという.

D ∈ Atlr(M)/R に対し, M(D) =
⋃

S∈D

S とおき, S ∈ Atlr(M) に対し, S と両立する M の Cr 級座標近傍系全
体からなる集合を DS で表す. このとき, S ∈ DS が成り立つ.

命題 3.5 (1) M(D) ∈ D かつM(D) は極大である.

(2) DS ∈ Atlr(M)/R であり, T ∈ Atlr(M) が T ⊃ S を満たせば T ⊂ M(DS) である.

証明 (1) M(D) が定義 2.7の条件を満たすことを確かめて, まずM(D) ∈ Atlr(M) を示す.

注意 1.33の (1)から D 6= ∅ だから T ∈ D を選べる. T ∈ Atlr(M) だから, T = {(Ui, φi)}i∈I とおけば, T は
定義 2.7の条件 (1)を満たすので M=

⋃
i∈I

Ui が成り立つ. T ⊂
⋃

S∈D

S = M(D) だからM(D) は定義 2.7の (1)の
条件を満たす. (U,φ), (V, ψ) ∈ M(D) ならば S, T ∈ D で (U,φ) ∈ S, (V, ψ) ∈ T を満たすものがある. このとき
S, T は同じ D に属しているので S と T は両立して S ∪ T ∈ Atlr(M) が成り立ち, S ∪ T は定義 2.7の (2)の条
件を満たす. 故に (U,φ), (V, ψ) ∈ S ∪ T より, U ∩ V 6= ∅ の場合, (U,φ) から (V, ψ) への座標変換は Cr 級写像とな
り, M(D) は定義 2.7の条件 (2)も満たすのでM(D) ∈ Atlr(M) である.

T ∈ D を選べば, T ⊂
⋃

S∈D

S = M(D) だからM(D) ∪ T = M(D) ∈ Atlr(M) が成り立ち, T とM(D) は両
立するため (T ,M(D)) ∈ R である. 故にM(D) は T と同じ D に属する. すなわちM(D) ∈ D である.

T ∈ Atlr(M) が T ⊃ M(D) を満たせば, M(D) ∈ D かつM(D) ∪ T = T ∈ Atlr(M) だから T とM(D) は
両立して (T ,M(D)) ∈ R である. 故に T はM(D) と同じ D に属する. 従って T ⊂

⋃
S∈D

S = M(D) が成り立
つため T = M(D) である.
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(2) DS ∈ Atlr(M)/R は定義 1.32 の商集合の定義から明らか. T ∈ Atlr(M) が T ⊃ S を満たせば S ∪ T =

T ∈ Atlr(M) だから S と T は両立して (S, T ) ∈ R である. 故に T は S と同じ DS に属する. 故に
T ⊂

⋃
U∈DS

U = M(DS) である. □

M の Cr 級座標近傍系 S に対して, S ∈ DS だから命題 3.5の (2)によりM(DS) は S を含む最大の M の Cr

級座標近傍系である. 以上のことをふまえて次の定義を行う.

定義 3.6 Hausdorff 空間 M の極大な Cr 級座標近傍系を M の微分構造といい, M と M の微分構造 D の対
(M,D) を Cr 級多様体と呼ぶ. M の Cr 級座標近傍系 S に対してM(DS) を S から定まる M の微分構造という.

S と T がHausdorff空間M の両立する Cr 級座標近傍系ならば命題 1.34の (1)からDS = DT だから, S から定
まるM の微分構造M(DS)と T から定まるM の微分構造M(DT )は一致する. 従って, D = M(DS) = M(DT )

とおけば, 「座標近傍系 S をもつ Cr 級多様体M」と「座標近傍系 T をもつ Cr 級多様体M」は同じ Cr 級多様体
(M,D) を定めることになる. このことから, M の座標近傍系は M の微分構造を「生成」する「基底」に相等すると
考えられる.

例 3.7 Hausdorff空間 X が n次元ユークリッド空間のある開集合 O と同相であるとき, φ : X → O を同相写像と
すれば, (X,φ) は X の局所座標系である. このとき, ただ 1つの局所座標系 (X,φ) からなる集合 {(X,φ)} は X の
C∞ 級座標近傍系になるため, (X,M(D{(X,φ)})) は C∞ 級多様体である. ただし X の微分構造 M(D{(X,φ)}) は
「得体の知れないもの」である.

例 3.8 関数 f : R → R を f(x) =
3
√
x2 で定めて X を f のグラフ {(x, y) ∈ R2 |x ∈ R, y = f(x)} とす

る. φ,ψ : X → R をそれぞれ φ(x, y) = x, ψ(x, y) = 3
√
x で定めれば, これらは同相写像で, 逆写像はそれぞれ

φ−1(x) = (x, f(x)), ψ−1(x) = (x3, x2) で与えられる. (X,φ) から (X,ψ) への座標変換 ψ ◦ φ−1 : R → R は
ψ ◦φ−1(x) = 3

√
x で与えられ, ψ ◦φ−1 は 0で微分不可能であるため, X の C∞ 級座標近傍系 {(X,φ)} と {(X,ψ)}

は両立しない. 故に {(X,φ)} と {(X,ψ)} から定まる X の微分構造は一致しない.

4 Cr 級写像
ユークリッド空間の開集合の間の写像について定義 2.6で Cr 級写像の概念を定義した. 微分可能多様体は「局所
的」にはユークリッド空間の開集合と同相だから, 微分可能多様体の概念はユークリッド空間の開集合を一般化した
ものであると考えられる. そこで, ユークリッド空間の開集合の間の Cr 級写像の概念を Cr 級多様体の間の Cr 級写
像の概念に一般化して, Cr 級多様体の間の「滑らかな」写像を定義する.

定義 4.1 M は S = {(Ui, φi)}i∈I を Cr 級座標近傍系とするm次元 Cr 級多様体であり, N は T = {(Vj , ψj)}j∈J
を Cr 級座標近傍系とする n次元 Cr 級多様体であるとする. 次の条件を満たす連続写像 f : M → N を座標近傍系
S, T に関する Cr 級写像という.

Ui ∩ f−1(Vj) 6= ∅ を満たす任意の i ∈ I と j ∈ J に対して, x ∈ φi(Ui ∩ f−1(Vj)) を ψj(f(φ
−1
i (x))) ∈ ψj(Vj) に

写す写像 ψj ◦ f ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ f−1(Vj)) → ψj(Vj) は Cr 級写像である.

注意 4.2 (1) f :M→N の連続性から f−1(Vj)はM の開集合だから Ui∩f−1(Vj)もM の開集合である. φi, ψj は
それぞれRm, Rn の開集合への同相写像だから, φi(Ui ∩ f−1(Vj)), ψj(Vj)はそれぞれRm, Rn の開集合である.

(2) M の恒等写像 idM :M →M は座標近傍系 S, S に関して Cr 級写像である.

定義 4.3 M , N を Cr 級多様体とし, DM , DN をそれぞれ M , N の微分構造とする. このとき座標近傍系 DM , DN
に関する Cr 級写像 f :M → N をたんに Cr 級写像という.
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定義 4.1の状況の下で, U が S と両立する M の Cr 級座標近傍系で V が T と両立する N の Cr 級座標近傍系で
あるとき, 写像 f : M → N が座標近傍系 S, T に関して Cr 級写像ならば, f は U , V に関しても Cr 級写像である
ことを示すために次の命題を示す.

命題 4.4 M は S = {(Ui, φi)}i∈I を Cr 級座標近傍系とするm次元 Cr 級多様体, N は T = {(Vj , ψj)}j∈J を Cr

級座標近傍系とする n次元 Cr 級多様体であるとする. また M の局所座標系 (U,φ) は S と両立し, N の局所座標系
(V, ψ) は T と両立していると仮定する. S, T に関する Cr 級写像 f : M → N に対し, U ∩ f−1(V ) 6= ∅ が成り立
つとき, x ∈ φ(U ∩ f−1(V )) を ψ(f(φ−1(x))) ∈ ψ(V ) に写す写像 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψj(V ) は Rm

の開集合 φ(U ∩ f−1(V )) から Rn の開集合 ψ(V ) への Cr 級写像である.

証明 p ∈ φ(U ∩ f−1(V )) に対し, φ−1(p) ∈ Ui となる i ∈ I と f(φ−1(p)) ∈ Vj となる j ∈ J を選ぶ. このとき
φ(Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj)) は p を含む Rm の開集合である. ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψj(V ) の定義
域を φ(Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj)) に制限した写像 (以下でこの写像も ψ ◦ f ◦ φ−1 で表す.) が Cr 級写像である
ことを示せばよい. f は f−1(V ) ∩ f−1(Vj) の点を V ∩ Vj に写し, x ∈ Ui, y ∈ Vj に対して φ−1

i (φi(x)) = x と
ψ−1
j (ψj(y)) = y が成り立ち, 仮定から, φi ◦ φ−1 : φ(U ∩ Ui) → φi(U ∩ Ui), ψ ◦ ψ−1

j : ψj(V ∩ Vj) → ψ(V ∩ Vj),
ψj ◦ f ◦ φ−1

i : φi(Ui ∩ f−1(Vj)) → ψj(Vj) は Cr 級写像である. x ∈ φ(Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj)) に対して

(ψ ◦ f ◦ φ−1)(x) = ψ(f(φ−1(x))) = ψ(f(φ−1
i (φi(φ

−1(x))))) = ψ((f ◦ φ−1
i )((φi ◦ φ−1)(x)))

= ψ(ψ−1
j (ψj((f ◦ φ−1

i )((φi ◦ φ−1)(x))))) = (ψ ◦ ψ−1
j )((ψj ◦ f ◦ φ−1

i )((φi ◦ φ−1)(x)))

が成り立つため, ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj)) → ψ(V ∩ Vj) は Cr 級写像の合成になる.

φ(Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj)) Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj) V ∩ Vj ψ(V ∩ Vj)

φi(Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj)) Ui ∩ U ∩ f−1(V ) ∩ f−1(Vj) V ∩ Vj ψj(V ∩ Vj)

φi◦φ−1

φ−1

ψ◦f◦φ−1

f

φi 恒等写像
ψ

φ−1
i

ψj◦f◦φ−1
i

f ψj

恒等写像 ψ◦ψ−1
j

□

系 4.5 M は S を Cr 級座標近傍系とするm次元 Cr 級多様体, N は T を Cr 級座標近傍系とする n次元 Cr 級多
様体であるとする. また, U を S と両立する M の Cr 級座標近傍系, V を T と両立する N の Cr 級座標近傍系と
する. f :M → N が S, T に関して Cr 級写像ならば, f は U , V に関しても Cr 級写像である.

証明 U = {(Wk, ξk)}k∈K , V = {(Zl, ζl)}l∈L とする. Wk ∩ f−1(Zl) 6= ∅ を満たす任意の k ∈ K と l ∈ L に対し
て, 仮定から (Wk, ξk) は S と両立し, (Zl, ζl) は と両立しているため, 命題 4.4によって x ∈ ξk(Wk ∩ f−1(Zl)) を
ζl(f(ξ

−1
k (x))) ∈ ζl(Zl) に写す写像 ζl ◦ f ◦ ξ−1

k : ξk(Wk ∩ f−1(Zl)) → ζl(Zl) は Cr 級写像である. 故に f は U , V
に関して Cr 級写像である. □

系 4.5により写像 f : M → N が Cr 級写像であるかどうか座標近傍系によらないので, f が M と N のある Cr

級座標近傍系に関して Cr 級写像であるとき, f は定義 4.3の意味で Cr 級写像である.

命題 4.6 M , N , L を Cr 級多様体とする. Cr 級写像 f :M → N と g : N → L の合成写像 g ◦ f :M → L は Cr

級写像である.

証明 S = {(Ui, φi)}i∈I , T = {(Vj , ψj)}j∈J , U = {(Wk, ξk)}k∈K をそれぞれ M , N , L の Cr 級座標近傍系とし
て i ∈ I, k ∈ K は Ui ∩ (g ◦ f)−1(Wk) 6= ∅ を満たすとする. N =

⋃
j∈J

Vj だから M =
⋃
j∈J

f−1(Vj) が成り立つた

め, 任意の p ∈ Ui ∩ (g ◦ f)−1(Wk) に対して, p ∈ Ui ∩ f−1(Vj) となる j ∈ J がある. 従って f(p) ∈ Vj であり,

g(f(p)) = (g ◦ f)(p) ∈Wk より f(p) ∈ g−1(Wk) だから f(p) ∈ Vj ∩ g−1(Wk) である. x ∈ φi(Ui ∩ (g ◦ f)−1(Wk))
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を ψj(g(f(φ
−1
i (x)))) ∈ ξk(Wk) に写す写像 ψj ◦ g ◦ f ◦ φ−1

i : φi(Ui ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) → ξk(Wk) の定義域を
φi(Ui ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) の開部分集合 φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) に制限して得られる写像

ψj ◦ g ◦ f ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) → ξk(Wk) · · · (i)

が Cr 級写像であることを示せばよい. f :M → N は Cr 級写像だから x ∈ φi(Ui ∩ f−1(Vj)) を ψj(f(φ
−1
i (x))) ∈

ψj(Vj) に写す写像 ψj ◦ f ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ f−1(Vj)) → ψj(Vj) は Cr 級写像である. ここで

f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk) = f−1(Vj) ∩ f−1(g−1(Wk)) = f−1(Vj ∩ g−1(Wk))

だから ψj ◦ f ◦ φ−1
i は φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) の点を ψj(Vj ∩ g−1(Wk)) に写すため, ψj ◦ f ◦ φ−1

i の定
義域を φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) に制限すれば Cr 級写像

ψj ◦ f ◦ φ−1
i : φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) → ψj(Vj ∩ g−1(Wk)) · · · (ii)

が得られる. 一方, G : N → L は Cr 級写像だから y ∈ ψj(Vj ∩ g−1(Wk)) を ξk(g(ψ
−1
j (y))) ∈ ξk(Wk) に写す写像

ξk ◦ g ◦ ψ−1
j : ψj(Vj ∩ g−1(Wk)) → ξk(Wk) は Cr 級写像である. この写像に (ii)の写像を合成した写像

(ξk ◦ g ◦ ψ−1
j ) ◦ (ψj ◦ f ◦ φ−1

i ) : φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) → ξk(Wk)

は Cr 級写像で, x ∈ φi(Ui ∩ f−1(Vj) ∩ (g ◦ f)−1(Wk)) を ξk(g(ψ
−1
j (ψj(f(φ

−1
i (x)))))) = ξk(g(f(φ

−1
i (x)))) に写

すため (i)の写像に一致する. □

定義 4.7 M , N を Cr 級多様体とし, f : M → N を写像とする. (U,φ) は M の局所座標系, (V, ψ) は N の
局所座標系で, U ∩ f−1(V ) 6= ∅ が成り立つとき, x ∈ φ(U ∩ f−1(V )) を ψ(f(φ−1(x))) ∈ ψ(V ) に写す写像
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) を (U,φ) と (V, ψ) に関する f の局所座標表示という.

注意 4.8 f が Cr 級写像の場合, (U,φ) が M の微分構造に含まれる M の局所座標系で, (V, ψ) がN の微分構造に
含まれる N の局所座標系ならば (U,φ) と (V, ψ) に関する f の局所座標表示は Cr 級写像である.

例 4.9 写像 f : S3 → S2 を f(x, y, z, w) = (2(xz + yw), 2(xw − yz), x2 + y2 − z2 − w2) で定める. このとき
f(x, y, z, w) = (0, 0, 1) が成り立つ条件は x2 + y2 = 1, z = w = 0 であり, f(x, y, z, w) = (0, 0,−1) が成り立つ条件
は x = y = 0, z2 +w2 = 1 であることが示されるため, Vn = S2 − {(0, 0, 1)}, Vs = S2 − {(0, 0,−1)} とおけば等式

f−1(Vn) = {(x, y, z, w) ∈ S3 |x2 + y2 < 1} · · · (i) f−1(Vs) = {(x, y, z, w) ∈ S3 | z2 + w2 < 1} · · · (ii)

が成り立つ. 従って Un = S2−{(0, 0, 0, 1)}, Us = S2−{(0, 0, 0,−1)} とおけば Un ⊃ f−1(Vn) かつ Us ⊃ f−1(Vs)

であり, 次の等式が成り立つ.

Un ∩ f−1(Vs) = {(x, y, z, w) ∈ S3 |x2 + y2 < 1, w 6= 1} · · · (iii)
Us ∩ f−1(Vn) = {(x, y, z, w) ∈ S3 |x2 + y2 < 1, w 6= −1} · · · (iv)

例 2.12 で定めた S3, S2 の座標近傍系をそれぞれ {(Un, φn), (Us, φs)}, {(Vn, ψn), (Vs, ψs)} とする. このとき
φ−1
n : R3 → Un, φ

−1
s : R3 → Us は次で与えられる.

φ−1
n (x, y, z) =

(
2x

x2 + y2 + z2 + 1
,

2y

x2 + y2 + z2 + 1
,

2z

x2 + y2 + z2 + 1
,
x2 + y2 + z2 − 1

x2 + y2 + z2 + 1

)
φ−1
s (x, y, z) =

(
2x

x2 + y2 + z2 + 1
,

2y

x2 + y2 + z2 + 1
,

2z

x2 + y2 + z2 + 1
,−x

2 + y2 + z2 − 1

x2 + y2 + z2 + 1

)
(

2x

x2 + y2 + z2 + 1

)2

+

(
2y

x2 + y2 + z2 + 1

)2

< 1,

(
2z

x2 + y2 + z2 + 1

)2

+

(
x2 + y2 + z2 − 1

x2 + y2 + z2 + 1

)2

< 1 はそれぞ
れ (x2+y2+z2+1)2 > 4(x2+y2), x2+y2 > 0 と同値で, 前者は条件「x2 + y2 6= 1 または z 6= 0」と同値であ
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り, 後者は条件「x 6= 0 または y 6= 0」と同値である. そこで D = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 6= 1または z 6= 0},
E = {(x, y, z) ∈ R3 |x 6= 0または y 6= 0} とおけば (i), (ii), (iii), (iv)から次の等式が得られる.

φn(Un ∩ f−1(Vn)) = φs(Us ∩ f−1(Vn)) = D, φn(Un ∩ f−1(Vs)) = φs(Us ∩ f−1(Vs)) = E

ψn : Vn → R2 は ψn(x, y, z) =

(
x

1− z
,

y

1− z

)
, ψs : Vs → R2 は ψn(x, y, z) =

(
x

1 + z
,

y

1 + z

)
で与えられるこ

とから以下の結果が得られる.

(Un, φn), (Vn, ψn) に関する f の局所座標表示 ψn ◦ f ◦ φ−1
n : D → R2 は次で与えられる.

(ψn ◦ f ◦ φ−1
n )(x, y, z) =

(
2(y(x2 + y2 + z2 − 1) + 2xz)

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4(x2 + y2)
,

2(x(x2 + y2 + z2 − 1)− 2yz)

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4(x2 + y2)

)
(Un, φn), (Vs, ψs) に関する f の局所座標表示 ψs ◦ f ◦ φ−1

n : E → R2 は次で与えられる.

(ψs ◦ f ◦ φ−1
n )(x, y, z) =

(
y(x2 + y2 + z2 − 1) + 2xz

2(x2 + y2)
,
x(x2 + y2 + z2 − 1)− 2yz

2(x2 + y2)

)
(Us, φs), (Vn, ψn) に関する f の局所座標表示 ψn ◦ f ◦ φ−1

s : D → R2 は次で与えられる.

(ψn ◦ f ◦ φ−1
s )(x, y, z) =

(
2(−y(x2 + y2 + z2 − 1) + 2xz)

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4(x2 + y2)
,
2(−x(x2 + y2 + z2 − 1)− 2yz)

(x2 + y2 + z2 + 1)2 − 4(x2 + y2)

)
(Us, φs), (Vs, ψs) に関する f の局所座標表示 ψs ◦ f ◦ φ−1

s : E → R2 は次で与えられる.

(ψs ◦ f ◦ φ−1
s )(x, y, z) =

(
−y(x2 + y2 + z2 − 1) + 2xz

2(x2 + y2)
,
−x(x2 + y2 + z2 − 1)− 2yz

2(x2 + y2)

)
とくに断らない限り, 以後実数全体の集合 R は局所座標系 (R, idR) と両立する微分構造ををもつ Cr 級多様体

(1 ≦ r ≦ ∞) とする.

定義 4.10 M を Cr 級多様体とする. Cr 級写像である M 上の実数値関数を M 上の Cr 級関数という.

注意 4.11 M 上の Cr 級関数全体からなる集合を Cr(M) で表せば, 関数の和, 積, 実数倍によって Cr(M) はR-代
数である. また, M の開集合 U を M の開部分多様体 (定義 2.9) とみなせば, M 上の Cr 級関数全体からなる R-

代数 Cr(U) が得られる. Cr 級写像 f : M → N , N の開集合 V と U ⊂ f−1(V ) を満たす M の開集合 U が与え
られたとき, φ ∈ Cr(V ) に対して x ∈ U を φ(f(x)) に対応させる関数を f∗(φ) で表せば命題 4.8により f∗(φ) は
Cr(U) の要素になるため, φ ∈ Cr(V ) を f∗(φ) ∈ Cr(U) に対応させる写像 f∗ : Cr(V ) → Cr(U) が定義され, これ
はR-代数の準同形写像である.

定義 4.12 M , N をM 次元 Cr 級多様体とする. Cr 級写像 f :M → N が全単射で f の逆写像 f−1 : N →M も
Cr 級写像であるとき, f を Cr 級微分同相写像という.

注意 4.13 Cr 級多様体 M に 2つの微分構造 D1, D2 が与えられたとき, D1 = D2 であるためには M の恒等写像
が Cr 級微分同相写像であることが必要十分である.

例 4.14 関数 φ : R → R を φ(x) = x3 で定め, 座標近傍系 {(R, φ)} から定まる微分構造をもつ C∞ 級多様体
(R,M(D{(R,φ)})) を考える. このとき, (R, φ) から R の通常の局所座標系 (R, idR) への座標変換は φ の逆関
数 φ−1 であるが, この関数は 0 で微分不可能だから座標近傍系 {(R, φ)} は {(R, idR)} と両立しない. 従って R

の微分構造 M(D{(R,φ)}) は座標近傍系 {(R, idR)} から定まる R の通常の微分構造 M(D{(R,idR)}) とは異なる.

一方, (R, idR) と (R, φ) に関する φ の局所座標表示は R の恒等写像になるため, φ は (R,M(D{(R,φ)})) から
(R,M(D{(R,idR)})) への C∞ 級微分同相写像である.
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5 接ベクトル空間
ユークリッド空間の開集合の間の微分可能な写像に対して, 線形写像の階数の概念を一般化できるが, そのために写
像の微分についておさらいする.

定義 5.1 U , V をそれぞれ Rn, Rm の開集合, p ∈ U とし, 写像 f : U → V が与えられているとする.

(1) m× n 行列 A で, 次の等式を満たすものがあるとき f は p で微分可能であるという.

lim
x→p

f(x)− f(p)−A(x− p)

‖x− p‖
= 0

(2) v ∈ Rn に対して次の極限が存在するとき, f は p にで v 方向に微分可能であるという.

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t

上の極限を f の p における v 方向の微分という.

注意 5.2 写像 f , m× n 行列 A, p ∈ X に対して, 写像 ε = εf,A,p : X → Rm を次のように定める.

εf,A,p(x) =


f(x)− f(p)−A(x− p)

‖x− p‖
x 6= p

0 x = p

このとき, A が定義 5.1の (1)の条件を満たすことは εf,A,p が p で連続であることと同値であり, x ∈ U に対して次
の等式が成り立つ.

f(x) = f(p) +A(x− p) + ‖x− p‖εf,A,p(x)

命題 5.3 m× n 行列 A が定義 5.1の (1)の条件を満たすとき, v ∈ R に対して次の等式が成り立つ.

lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
= Av

証明 注意 5.2から p+ tv ∈ U を満たす t ∈ R に対して f(p+ tv) = f(p) + tAv + |t|‖v‖εf,A,p(p+ tv) だから∥∥∥∥f(p+ tv)− f(p)

t
−Av

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥ |t|t ‖v‖εf,A,p(tv)
∥∥∥∥ = ‖v‖‖εf,A,p(p+ tv)‖

が成り立つ. t→ 0 のとき p+ tv → p だから, 仮定と注意 5.2から lim
t→0

εf,A,p(p+ tv) = 0 である. 故に t→ 0 の

とき, 上の等式の右辺は 0に近づくため lim
t→0

∥∥∥∥f(p+ tv)− f(p)

t
−Av

∥∥∥∥ = 0 である. 従って主張が成り立つ. □

写像 f : U → V が与えられたとき, x ∈ U に対して f(x) の第 i成分を fi(x) で表して, x ∈ U を fi(x) に対応さ
せる関数 fi : U → Rを考える. Rn の標準基底を e1, e2, . . . , en として, Aが定義 5.1の (1)の条件を満たすならば命
題 5.3から lim

t→0

f(p+ tej)− f(p)

t
= Aej である. この等式の左辺の第 i成分は lim

t→0

fi(p+ tej)− fi(p)

t
=
∂fi
∂xj

(p)

であり, 左辺の第 i成分は A の (i, j) 成分だから次の結果が得られる.

系 5.4 f が p で微分可能ならば定義 5.1の (1)の条件を満たすm× n行列 A は 1通りに定まり, その (i, j) 成分は
∂fi
∂xj

(p) に等しい.

上の結果をふまえて次の定義をする.

定義 5.5 f が p で微分可能であるとき, (i, j) 成分が ∂fi
∂xj

(p) である m × n 行列を f の p における微分といい,

f ′(p) で表す. f ′(p) の階数を f の p における階数といい, rankpf で表す.
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命題 5.6 U を Rn の開集合とし, 写像 f : U → Rm と関数 φ : U → R はともに p ∈ U で微分可能とする. 写像
F : U → Rm を F (x) = φ(x)f(x) で定めれば F ′(p) = f(p)φ′(p) + φ(p)f ′(p) が成り立つ.

証明 積の微分の公式から F ′(p) の (i, j) 成分は ∂φfi
∂xj

(p) =
∂φ

∂xj
(p)fi(p) + φ(p)

∂fi
∂xj

(p) であり,
∂φ

∂xj
(p)fi(p) は

f(p)φ′(p) の (i, j)成分, φ(p)
∂fi
∂xj

(p) は φ(p)f ′(p) の (i, j)成分だから主張が成り立つ. □

本節ではm次元 Cr 級多様体上の各点に対して「接ベクトル空間」と呼ばれるm次元ベクトル空間で, 曲線の接線
や局面の接平面を一般化する概念を定義する. そのためにまず曲線の接ベクトルについて考える. I を開区間とし,Cr

級写像 x : I → Rn を Rn の Cr 級曲線という. x 上の点 p = x(c) に対して lim
t→c

x(t)− x(c)

t− c
を p における x の

接ベクトルと呼んで x′(c) で表す. x′(c) 6= 0 のとき, x′(c) で生成される Rn の 1次元部分空間を p における x の
接ベクトル空間または接空間という.

次にm次元 Cr 級多様体 M がm次元球面のように, 十分高い次元のユークリッド空間 RN に「滑らかに」埋め
込まれている状況について考える. すなわち M は RN の部分空間であり, M の任意の局所座標系 (U,φ) は次の条
件 (∗)を満たすとする.

(∗) 任意の p ∈ φ(U) に対して φ−1 : φ(U) → U と包含写像 iU : U → RN の合成写像 iU ◦ φ−1 : φ(U) → RN の
p における階数はmである.

条件 (∗)の下で, p ∈ M における接ベクトル空間は次のように定義される. 局所座標系 (U,φ) で, p ∈ U となるも
のを選んで, φ(p) = c とおく. e1, e2, . . . , em を Rm の標準基底として, 次の条件が満たされるように ε > 0 を選ぶ.

「|t| < ε ならば j = 1, 2, . . . ,m に対して c+ tej ∈ φ(U).」
Rn の Cr 級曲線 xj : (−ε, ε) → RN を xj(t) = (iU ◦φ−1)(c+ tej) で定めると, xj は p を通る M 上の曲線で, 命
題 5.3から曲線 xj の点 p における接ベクトルに関して

x′
j(0) = lim

t→0

xj(t)− xj(0)

t
= lim
t→0

(iU ◦ φ−1)(c+ tej)− (iU ◦ φ−1)(c)

t
= (iU ◦ φ−1)′(c)ej

が得られる. (iU ◦ φ−1)′(c) の階数は m だから, 上の等式から x′
1(0),x

′
2(0), . . . ,x

′
m(0) は 1次独立である. このと

き, x′
1(0),x

′
2(0), . . . ,x

′
m(0) で生成される RN のm次元部分空間を M の p における接ベクトル空間と定義する.

上で述べた M の p における接ベクトル空間の定義が p を含む局所座標系 (U,φ) の選び方に依存しないことは, 合
成写像の微分法の公式を用いれば証明できるが, この定義は M がユークリッド空間に埋め込まれていることを前提
として, M の点 p を通る曲線 xj の微分 x′

j(0) がベクトルとして得られることを用いているので, 一般の微分可能多
様体に拡張することは困難である.

M が一般の m 次元 Cr 級多様体のとき,Cr 級写像 ω : (−ε, ε) →M で ω(0) = p を満たすものを, p を通る M 上
の Cr 級曲線と呼ぶ. このとき ω′(0) は考えられないので, この曲線から直接 p における M の接ベクトルを定義す
ることはできないが, もしも p における M の接ベクトル v があれば, p の近傍で定義されている実数値関数に対し
て,「v 方向の方向微分」が定義されるはずなので, ここではまず p を通る M 上の Cr 級曲線用いて,「v 方向の方向
微分」の代わりになる概念を定義し, それをもとに p における M の接ベクトルの概念の定義のやり方を考えてゆく.

本節ではとくに断らない限り, M をm次元 Cr 級多様体とする.

定義 5.7 ω : (−ε, ε) → M を p を通る M 上の Cr 級曲線とする. p の開近傍 U に対して ε を (−ε, ε) ⊂ ω−1(U)

となるように取り直す. U 上の Cr 級関数 f に対し, 合成関数 f ◦ω : (−ε, ε) → R の 0における微分係数 (f ◦ω)′(0)
を f の ω に沿った p における方向微分という.

注意 5.8 (1) M がm次元ユークリッド空間 Rm の場合, p,v ∈ Rm に対して ω : (−ε, ε) → Rm を ω(t) = p+ tv

で定めた場合, (f ◦ ω)′(0) は定義 5.1の (2)で定義した f の p における v 方向の微分に他ならない.

(2) 注意 4.11の記号を使えば, ω は f ∈ Cr(U) を (f ◦ ω)′(0) ∈ R に対応させる関数 Cr(U) → R を定義してい
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る. この関数を Dω,U で表して, 以下でその性質を調べる.

M の開集合 U , V が V ⊂ U を満たすとき, f ∈ Cr(U) の定義域を V に制限して得られる V 上の Cr 級関数を
f |V で表す. f ∈ Cr(U) を f |V に対応させる写像を ρUV : Cr(U) → Cr(V ) で表せば, f, g ∈ Cr(U), a, b ∈ R に対
して等式 ρUV (af + bg) = aρUV (f) + bρUV (g), ρ

U
V (fg) = ρUV (f)ρ

U
V (g) が成り立つ.

命題 5.9 p を M の点とし, ω : (−ε, ε) →M を p を通る M 上の Cr 級曲線とする.

(1) p の開近傍 U , V が V ⊂ U を満たすとき, Dω,U = Dω,V ◦ ρUV : Cr(U) → R である.

(2) U , V を p の開近傍, f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) とする. p の開近傍 W で W ⊂ U ∩ V かつ f |W = g|W を満た
すものがあれば Dω,U (f) = Dω,V (g) である.

(3) U を p の開近傍, f, g ∈ Cr(U), a, b ∈ R とするとき, 以下の等式が成り立つ.

Dω,U (af + bg) = aDω,U (f) + bDω,U (g), Dω,U (fg) = Dω,U (f)g(p) + f(p)Dω,U (g)

証明 (1) (−ε′, ε′) ⊂ ω−1(V ) を満たす 0 < ε′ < ε をとれば, f ∈ Cr(U) と t ∈ (−ε′, ε′) に対して (f |V ◦ ω)(t) =
(f |V )(ω(t)) = f(ω(t)) = (f ◦ ω)(t) だから次の等式を得る.

(Dω,V ◦ ρUV )(f) = (Dω,V (ρ
U
V (f)) = Dω,V (f |V ) = (f |V ◦ ω)′(0) = (f ◦ ω)′(0) = Dω,U (f)

(2) 仮定から ρUW (f) = ρVW (g) だから (1)の結果から次の等式を得る.

Dω,U (f) = (Dω,W ◦ ρUW )(f) = Dω,W (f |W ) = Dω,W (g|W ) = (Dω,W ◦ ρVW )(g) = Dω,V (g)

(3) t ∈ (−ε, ε) に対して以下の等式が成り立つ.

((af + bg) ◦ ω)(t) = (af + bg)(ω(t)) = af(ω(t)) + bg(ω(t)) = a(f ◦ ω)(t) + b(g ◦ ω)(t)
((fg) ◦ ω)(t) = (fg)(ω(t)) = f(ω(t))g(ω(t)) = (f ◦ ω)(t)(g ◦ ω)(t)

これらの両辺の関数の t = 0 における微分係数を考えれば以下の等式が得られる.

Dω,U (af + bg) = ((af + bg) ◦ ω)′(0) = a(f ◦ ω)′(0) + b(g ◦ ω)′(0) = aDω,U (f) + bDω,U (g)

Dω,U (fg) = ((fg) ◦ ω)′(0) = (f ◦ ω)′(0)(g ◦ ω)(0) + (f ◦ ω)(0)(g ◦ ω)′(0) = Dω,U (f)g(p) + f(p)Dω,U (g) □

ω : (−ε, ε) →M , χ : (−η, η) →M を M の点 p を通る M 上の Cr 級曲線とする. M = Rm の場合, p の開近傍
U で定義された任意の Cr 級関数 f に対して, 合成写像の微分法から次の等式が成り立つ.

Dω,U (f) = (f ◦ ω)′(0) = f ′(ω(0))ω′(0) = f ′(p)ω′(0), Dχ,U (f) = (f ◦ χ)′(0) = f ′(ω(0))χ′(0) = f ′(p)χ′(0)

ω と χ の p における接ベクトルが一致するとは ω′(0) = χ′(0) が成り立つことであるが, このことは Dω,U = Dχ,U

が成り立つことと同値である. 実際 ω′(0) = χ′(0) ならば上式から任意の f ∈ Cr(U) に対して Dω,U (f) = Dχ,U (f)

が成り立つ. 逆に Dω,U = Dχ,U ならば x ∈ U に対して x の第 j 成分 (j = 1, 2, . . . ,m)を対応させる関数を f とす
れば, f ′(p) は (1, j)成分だけが 1で, 他の成分はすべて 0である 1×m行列だから, Dω,U (f) = f ′(p)ω′(0) は ω′(0)

の第 j 成分, Dχ,U (f) = f ′(p)χ′(0) は χ′(0) の第 j 成分である. 従って Dω,U (f) = Dχ,U (f) から ω′(0) = χ′(0) が
得られる.

以上の考察から, M が一般の Cr 級多様体の場合は, 点 p を通る M 上の Cr 級曲線 ω が定める関数 Dω,U :

Cr(U) → R が M の p における接ベクトルの実体 (に近いもの)を表していると考えられる. しかしながら, 本来 p

における接ベクトルは p の開近傍 U の選び方によらずに定義されるべきものであるので, 接ベクトルの概念をきちん
と定義するにはもう一工夫をする必要がある. M の点 p の開近傍全体からなる集合を Np で表すとき, p を通る M

上の Cr 級曲線 ω から関数の族 (Dω,U : Cr(U) → R))U∈Np が得られるが, 命題 5.9の (1)と (2)の結果を手がかり
にして, 以下でR-代数 Cr(p) を定義する.
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まず, 集合族 (Cr(U))U∈Np の (交わらない)合併集合 ⋃
U∈Np

Cr(U) を Cr(p) とおき, 次の条件を満たす Cr(p) の

要素の対 (f, g) 全体の集合を R とする.

「f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) のとき, W ⊂ U ∩ V かつ f |W = g|W を満たすW ∈ Np がある.」
要するに R は p の十分小さい開近傍に定義域を制限すれば同じ関数になるような, p の開近傍上の Cr 級関数の対全
体の集合である.

補題 5.10 R は Cr(p) における同値関係である.

証明 f ∈ Cr(p) に対し, f ∈ Cr(U) を満たす U ∈ Np をとれば, f |U = f = f |U だから (f, f) ∈ R となり, 反射律
が成り立つ.

f, g ∈ Cr(p) が (f, g) ∈ R を満たすとする. f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) を満たす U, V ∈ Np をとれば W ⊂ U ∩ V
かつ f |W = g|W を満たす W ∈ Np がある. このとき g|W = f |W だから (g, f) ∈ R となるため対称律が成り立つ.

f, g, h ∈ Cr(p) が (f, g) ∈ R かつ (g, h) ∈ R を満たすとする. f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ), g ∈ Cr(W ) を満たす
U, V,W ∈ Np をとれば S ⊂ U ∩ V かつ f |S = g|S を満たす S ∈ Np と T ⊂ V ∩W かつ g|T = h|T を満たす
T ∈ Np がある. このとき S ∩ T ∈ Np かつ S ∩ T ⊂ U ∩ V ∩W ⊂ U ∩W であり,

f |S∩T = (f |S)|S∩T = (g|S)|S∩T = g|S∩T = (g|T )|S∩T = (h|T )|S∩T = h|S∩T

だから (f, h) ∈ R である. 故に推移律も成り立つ. □

Cr(p) の R による商集合 Cr(p)/R を Cr(p) とおき, πp : Cr(p) → Cr(p) を商写像とする. U ∈ Np に対して
ιU : Cr(U) → Cr(p) を包含写像として, 写像 ρUp : Cr(U) → Cr(p) を ιU と πp の合成写像 ρUp = πp ◦ ιU とする.

命題 5.11 (1) M の開集合 U , V , W が W ⊂ V ⊂ U を満たせば ρVW ◦ ρUV = ρUW である.

(2) U, V ∈ Np が V ⊂ U を満たせば ρVp ◦ ρUV = ρUp である.

証明 (1) f ∈ Cr(U) に対し, (ρVW ◦ ρUV )(f) = ρVW (ρUV (f)) = ρVW (f |V ) = (f |V )|W = f |W = ρUW (f) だから,

ρVW ◦ ρUV = ρUW が成り立つ.

(2) U, V ∈ Np かつ V ⊂ U ならば, f ∈ Cr(U) に対し, (f |V , f) ∈ R だから ρVp (ρ
U
V (f)) = πp(f |V ) = πp(f) =

ρUp (f) が成り立つ. 従って ρVp ◦ ρUV = ρUp である. □

α, β ∈ Cr(p) に対して, α = ρUp (f), β = ρVp (g) を満たす f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) を選び, 和 α + β, 積 αβ,

実数倍 rα を α + β = ρU∩V
p (ρUU∩V (f) + ρVU∩V (g)), αβ = ρU∩V

p (ρUU∩V (f)ρ
V
U∩V (g)), rα = ρUp (rf) で定義する.

このとき, α + β, αβ, rα の定義が α = ρUp (f), β = ρVp (g) を満たす f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) の選び方によ
らないことを確認する必要がある. α = ρU

′

p (f ′), β = ρV
′

p (g′) を満たす f ′ ∈ Cr(U ′), g′ ∈ Cr(V ′) を選べば,

πp(f) = ρUp (f) = α = ρU
′

p (f ′) = πp(f
′), πp(g) = ρVp (g) = β = ρV

′

p (g′) = πp(g
′) だから, 同値関係 R の定義か

ら U ′′ ⊂ U ∩ U ′ かつ f |U ′′ = f ′|U ′′ を満たす U ′′ ∈ Np と V ′′ ⊂ V ∩ V ′ かつ g|V ′′ = g′|V ′′ を満たす V ′′ ∈ Np

が存在する. 従って ρUU ′′(f) = ρU
′

U ′′(f ′), ρVV ′′(g) = ρV
′

V ′′(g′) が成り立つため, これらの式と命題 5.11 を用いて
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ρU∩V
p (ρUU∩V (f) + ρVU∩V (g)), ρ

U∩V
p (ρUU∩V (f)ρ

V
U∩V (g)), ρ

U
p (rf) を以下のように式変形する.

ρU∩V
p (ρUU∩V (f)+ρ

V
U∩V (g)) = ρU

′′∩V ′′

p (ρU∩V
U ′′∩V ′′(ρUU∩V (f)+ρ

V
U∩V (g)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU∩V
U ′′∩V ′′(ρUU∩V (f))+ρ

U∩V
U ′′∩V ′′(ρVU∩V (g)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρUU ′′∩V ′′(f)+ρVU ′′∩V ′′(g))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′′

U ′′∩V ′′(ρUU ′′(f))+ρV
′′

U ′′∩V ′′(ρVV ′′(g)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′′

U ′′∩V ′′(ρU
′

U ′′(f ′))+ρV
′′

U ′′∩V ′′(ρV
′

V ′′(g′)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′

U ′′∩V ′′(f ′)+ρV
′

U ′′∩V ′′(g′))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′∩V ′

U ′′∩V ′′(ρU
′

U ′∩V ′(f ′))+ρU
′∩V ′

U ′′∩V ′′(ρV
′

U ′∩V ′(g′)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′∩V ′

U ′′∩V ′′(ρU
′

U ′∩V ′(f ′)+ρV
′

U ′∩V ′(g′)))

= ρU
′∩V ′

p (ρU
′

U ′∩V ′(f ′)+ρV
′

U ′∩V ′(g′))

ρU∩V
p (ρUU∩V (f)ρ

V
U∩V (g)) = ρU

′′∩V ′′

p (ρU∩V
U ′′∩V ′′(ρUU∩V (f)ρ

V
U∩V (g)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU∩V
U ′′∩V ′′(ρUU∩V (f))ρ

U∩V
U ′′∩V ′′(ρVU∩V (g)))=ρ

U ′′∩V ′′

p (ρUU ′′∩V ′′(f)ρVU ′′∩V ′′(g))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′′

U ′′∩V ′′(ρUU ′′(f))ρV
′′

U ′′∩V ′′(ρVV ′′(g)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′′

U ′′∩V ′′(ρU
′

U ′′(f ′))ρV
′′

U ′′∩V ′′(ρV
′

V ′′(g′)))=ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′

U ′′∩V ′′(f ′)ρV
′

U ′′∩V ′′(g′))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′∩V ′

U ′′∩V ′′(ρU
′

U ′∩V ′(f ′))ρU
′∩V ′

U ′′∩V ′′(ρV
′

U ′∩V ′(g′)))

= ρU
′′∩V ′′

p (ρU
′∩V ′

U ′′∩V ′′(ρU
′

U ′∩V ′(f ′)ρV
′

U ′∩V ′(g′)))=ρU
′∩V ′

p (ρU
′

U ′∩V ′(f ′)ρV
′

U ′∩V ′(g′))

ρUp (rf) = ρU
′′

p (ρUU ′′(rf)) = ρU
′′

p (rρUU ′′(f)) = ρU
′′

p (rρU
′

U ′′(f ′)) = ρU
′′

p (ρU
′

U ′′(rf ′)) = ρU
′

p (rf ′)

以上から Cr(p)に加法, 乗法と実数倍が定義されて, Cr(p)はR-代数になり, これらの演算の定義から ρUp : Cr(U) →
Cr(p) はR-代数の準同形写像になることがわかる. 関数 ēp : C

r(p) → R を U ∈ Np, f ∈ Cr(U) である f ∈ Cr(U)

に対して ēp(f) = f(p) で定義する.

f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) に対し, W ⊂ U ∩ V かつ f |W = g|W を満たす W ∈ Np があれば ēp(f) = f(p) =

(f |W )(p) = (g|W )(p) = g(p) = ēp(g) だから, 命題 1.35によって関数 ep : Cr(p) → R で, ēp = ep ◦ πp を満たすも
のがただ 1つ存在する. このとき, ēp ◦ ιU = ep ◦ πp ◦ ιU = ep ◦ ρUp が成り立つことに注意する.

命題 5.12 M の点 p を通る M 上の Cr 級曲線 ω から得られる関数の族 (Dω,U : Cr(U) → R))U∈Np に対し, 関
数 Dω : Cr(p) → R で, すべての U ∈ Np に対して Dω ◦ ρUp = Dω,U を満たすものがただ 1 つ存在する. さらに
α, β ∈ Cr(p), a, b ∈ R に対してDω(aα+ bβ) = aDω(α) + bDω(β), Dω(αβ) = Dω(α)ep(β) + ep(α)Dω(β) が成り
立つ.

証明 Dω : Cr(p) → R を f ∈ Cr(U) である f ∈ Cr(p) に対して Dω(f) = Dω,U (f) で定義する. f ∈ Cr(U), g ∈
Cr(V )に対し,W ⊂ U∩V かつ f |W = g|W を満たすW ∈ Np があれば命題 5.9の (2)によってDω,U (f) = Dω,V (g)

だから Dω(f) = Dω,U (f) = Dω,V (g) = Dω(g) が成り立つ. 故に命題 1.35 によって関数 Dω : Cr(p) → R で,

Dω◦πp = Dω を満たすものがただ 1つ存在する. 故に U ∈ Np に対してDω◦ρUp = Dω◦πp◦ιU = Dω◦ιU = Dω,U で
ある. 逆にすべての U ∈ Np に対して Dω ◦ρUp = Dω,U ならば任意の f ∈ Cr(p)に対して f ∈ Cr(U)となる U ∈ Np

をとれば f = ιU (f) だから (Dω ◦ πp)(f) = Dω(πp(ιU (f))) = Dω(ρ
U
p (f)) = (Dω ◦ ρUp )(f) = Dω,U (f) = Dω(f) が

成り立つ. 故に Dω ◦ πp = Dω が成り立ち, 命題 1.35 よりこのような関数 Dω はただ 1 つしかないので, すべての
U ∈ Np に対して Dω ◦ ρUp = Dω,U を満たす関数 Dω : Cr(p) → R はただ 1つである.

α = ρUp (f), β = ρVp (g) を満たす f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) を選ぶが, 命題 5.11 の (2) から α = ρUp (f) =

ρU∩V
p (ρUU∩V (f)), β = ρVp (g) = ρU∩V

p (ρVU∩V (g)) であり, α + β, αβ, rα の定義が α = ρUp (f), β = ρVp (g) を満た
す f ∈ Cr(U), g ∈ Cr(V ) の選び方によらないことから, ρUU∩V (f), ρ

V
U∩V (g) をそれぞれ f , g とおき直し, さらに

U ∩ V を U とおき直して α = ρUp (f), β = ρUp (g) と仮定してよい. ρUp : Cr(U) → Cr(p) はR-代数の準同形写像だ
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から aα+ bβ = ρUp (af + bg), αβ = ρUp (fg) であることに注意すれば, 命題 5.9の (3)と Dω ◦ ρUp = Dω,U から

Dω(aα+ bβ) = Dω(ρ
U
p (af + bg)) = Dω,U (af + bg) = aDω,U (f) + bDω,U (g)

= aDω(ρ
U
p (f)) + bDω(ρ

U
p (g)) = aDω(α) + bDω(β)

Dω(αβ) = Dω(ρ
U
p (fg)) = Dω,U (fg) = Dω,U (f)g(p) + f(p)Dω,U (g)

= Dω(ρ
U
p (f))eU (g) + eU (f)Dω(ρ

U
p (g)) = Dω(α)ep(β) + ep(α)Dω(β)

が得られる. □

命題 5.12により M の点 p を通る Cr 級曲線 ω に対し, ω に沿った p における方向微分を考えることにより Cr(p)

から R への線形写像 Dω : Cr(p) → R で関数の積に関する微分の公式と類似の公式を満たすものが得られた. そこ
で, 次の定義のように命題 5.12の主張における最後の 2つの等式を満たす関数全体からなる集合を考える.

定義 5.13 M の点 p に対し, 関数 D : Cr(p) → R で任意の α, β∈Cr(p), a, b ∈ R に対して次の条件を満たすもの
全体からなる集合を Derp(C

r(p)) で表す.

D(aα+ bβ) = aD(α) + bD(β), D(αβ) = D(α)ep(β) + ep(α)D(β)

まず Derp(C
r(p)) が R 上のベクトル空間であることをみる.

命題 5.14 D,E ∈ Derp(C
r(p)) と c ∈ R に対して D + E, cD : Cr(p) → R を α ∈ Cr(p) に対して

(D + E)(α) = D(α) + E(α), (cD)(α) = cD(α)

で定めれば D + E, cD ∈ Derp(C
r(p)) であり, Derp(C

r(p)) はこれらの演算によってR上のベクトル空間になる.

証明 D,E ∈ Derp(C
r(p)) だから任意の α, β∈Cr(p), a, b ∈ R に対して D, E は以下の等式を満たす.

D(aα+ bβ) = aD(α) + bD(β) · · · (i) E(aα+ bβ) = aE(α) + bE(β) · · · (ii)

D(αβ) = D(α)ep(β) + ep(α)D(β) · · · (iii) D(αβ) = D(α)ep(β) + ep(α)D(β) · · · (iv)

(i)と (ii)を辺々加え, (iii)と (iv)を辺々加え, (i)と (iii)の両辺を c倍すれば D + E と cD の定義から等式

(D + E)(aα+ bβ) = D(aα+ bβ) + E(aα+ bβ) = aD(α) + bD(β) + aE(α) + bE(β)

= a(D(α) + E(α)) + b(D(β) + E(β)) = a(D + E)(α) + b(D + E)(β)

(D + E)(αβ) = D(αβ) + E(αβ) = D(α)ep(β) + ep(α)D(β) + E(α)ep(β) + ep(α)E(β)

= (D(α) + E(α))ep(β) + ep(α)(D(β) + E(β)) = (D + E)(α)ep(β) + ep(α)(D + E)(β)

(cD)(aα+ bβ) = cD(aα+ bβ) = acD(α) + bcD(β) = a(cD)(α) + b(cD)(β)

(cD)(αβ) = cD(αβ) = cD(α)ep(β) + ep(α)cD(β) = (cD)(α)ep(β) + ep(α)(cD)(β)

が得られるため D + E, cD ∈ Derp(C
r(p)) である. この加法と実数倍によって Derp(C

r(p)) が R 上のベクトル空
間になることは容易に確かめられる. □

定義 5.15 (1) M の点 p を通る M 上の Cr 級曲線全体からなる集合を Cr(M ; p) で表す.

(2) ω ∈ Cr(M ; p) に対して, 命題 5.12から Dω ∈ Derp(C
r(p)) だから, 写像 ∆p : Cr(M ; p) → Derp(C

r(p)) を
∆p(ω) = Dω で定義する.

M の点 p に対して p ∈ U である M の局所座標系 (U,φ) を選んで p を通る M 上の Cr 級曲線
ωφ,1, ωφ,2, . . . , ωφ,m : (−ε, ε) → M を次のように定義する. φ(U) は Rm の開集合だから φ(p) = (p1, p2, . . . , pm)

とおけば, ε > 0 で (p1 − ε, p1 + ε)× (p2 − ε, p2 + ε)× · · · × (pm − ε, pm + ε) ⊂ φ(U) を満たすものがある. そこで
ωφ,j を ωφ,j(t) = φ−1(p1, . . . , pj−1, pj + t, pj+1, . . . , pm) で定義する. このとき ωφ,1, ωφ,2, . . . , ωφ,m ∈ Cr(M ; p)

で, 次の結果が成り立つ.

命題 5.16 ∆p : C
r(M ; p) → Derp(C

r(p)) による ωφ,1, ωφ,2, . . . , ωφ,m の像は 1次独立である.
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証明 x ∈ U に対して φ(x) の第 i 成分を φi(x) として, x ∈ U を φi(x) に対応させる U で定義された実数
値関数 φi を考える. このとき φi ∈ Cr(U) だから φ̂i = ρUp (φi) とおけば, φ̂i ∈ Cr(p) であり, 命題 5.12 から

Dωφ,j (φ̂i) = Dωφ,j ,U (φi) が成り立つ. さらに ωφ,j の定義から (φi ◦ ωφ,j)(t) =
{
pi + t i = j

pi i 6= j
だから,

Dωφ,j (φ̂i) = Dωφ,j ,U (φi) = (φi ◦ ωφ,j)′(0) =
{
1 i = j

0 i 6= j
· · · (∗)

が得られる. r1, r2, . . . , rm ∈ R に対して r1Dωφ,1 + r2Dωφ,2 + · · ·+ rmDωφ,m = 0 ならば次の等式が成り立つ.(
r1Dωφ,1 + r2Dωφ,2 + · · ·+ rmDωφ,m

)
(φ̂i) = 0

(∗)から上式の左辺は r1Dωφ,1(φ̂i) + r2Dωφ,2(φ̂i) + · · ·+ rmDωφ,m(φ̂i) = ri に等しいため, r1=r2= · · ·=rm=0 が
得られる. 故に Dωφ,1 , Dωφ,2 , . . . , Dωφ,m は 1次独立である. ∆p の定義から ∆p(ωφ,j) = Dωφ,j だから主張が示され
た. □

次の命題は合成写像の微分法 (幾何学 IIのプリントの定理 2.11)の特別な場合である.

命題 5.17 U を Rm の開集合, ε > 0 とし, 写像 γ : (−ε, ε)→U , ψ :U→ R がそれぞれ , 0, γ(0) で微分可能である
とする. t ∈ (−ε, ε) に対して γ(t) の第 j 成分を対応させる関数を γj とすれば ψ ◦ γ : (−ε, ε) → R の 0 における微
分係数は (ψ ◦ γ)′(0) = ψ′(γ(0)) γ′(0) =

m∑
j=1

∂ψ

∂xj
(γ(0)) γ′j(0) で与えられる.

命題 5.18 φ̂j ∈ Cr(p) を命題 5.16の証明で定義したものとして, ω ∈ Cr(M ; p) に対して cj = Dω(φ̂j) とおけば
Dω = c1Dωφ,1 + c2Dωφ,2 + · · ·+ cmDωφ,m が成り立つ.

証明 任意の α∈Cr(p)に対して, α=ρVp (f)を満たす f ∈ Cr(V )を選ぶ. 必要ならばM の局所座標系 (U,φ)の開集
合 U を小さく取り直して p ∈ U ⊂ V が成り立つとする. さらに η > 0 を (−η, η) ⊂ ω−1(U) が成り立つようにとれ
ば, (−η, η) で定義された関数 f ◦ω は (f ◦φ−1)◦(φ◦ω) に等しい. ここで, cj = Dω(φ̂j) = Dω,U (φj) = (φj ◦ω)′(0)
であり, (φ ◦ ω)(t) の第 j 成分は (φj ◦ ω)(t) に等しい. また ωφ,j の定義から

(f ◦ φ−1)(p1, . . . .pj−1, pj + t, pj+1 . . . , pm) = f ◦ ωφ,j(t)

だから ∂(f ◦ φ−1)

∂xj
(φ(p))=

∂(f ◦ φ−1)

∂xj
(p1, p2, . . . , pm)=(f ◦ ωφ,j)′(0)=Dωφ,j ,V (f)=Dωφ,j (α) が成り立つ. 故に

Dω(α) = Dω,V (f) = (f ◦ ω)′(0) = ((f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ω))′(0) =
m∑
j=1

∂(f ◦ φ−1)

∂xj
(φ(p))(φj ◦ ω)′(0) =

m∑
j=1

cjDωφ,j (α)

が命題 5.17から得られるため, Dω = c1Dωφ,1 + c2Dωφ,2 + · · ·+ cmDωφ,m が成り立つ. □

命題 5.18 から Dωφ,1 , Dωφ,2 , . . . , Dωφ,m は ∆p : Cr(M ; p) → Derp(C
r(p)) の像を生成し, 命題 5.17 から

Dωφ,1 , Dωφ,2 , . . . , Dωφ,m は 1次独立だから, 次の定理が得られた.

定理 5.19 ∆p : Cr(M ; p) → Derp(C
r(p)) の像は Dωφ,1 , Dωφ,2 , . . . , Dωφ,m を基底とする Derp(C

r(p)) の m次元
部分空間である.

∆p : C
r(M ; p) → Derp(C

r(p)) の像は M の局所座標系の選び方とは無関係に定まっていることに注意して, 接ベ
クトル空間を次のように定義する.

定義 5.20 ∆p : C
r(M ; p) → Derp(C

r(p)) の像を M の p における接ベクトル空間 (接空間)といい, TpM で表す.

定理 5.19から TpM は R 上のm次元ベクトル空間である.

接ベクトル空間を定義するために用いた写像 ∆p : Cr(M ; p) → Derp(C
r(p)) についてここでおさらいしておく.

まず Cr(p) は p の近傍で定義された Cr 級関数全体の集合みたいなもの, (正確には p の開近傍で定義された 2つの
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Cr 級関数が, p のある開近傍で一致していれば, それらを同じものと見做して得られる p の近傍で定義された Cr 級
関数全体の集合の商集合)であるが, この各要素に対して「p を通る曲線に沿った p における方向微分」という実数が
対応している. そこで, 各 ω ∈ Cr(M ; p) に対して α ∈ Cr(p) の ω に沿った p における “方向微分”を Dω(α) で表
して, 関数 Dω : Cr(p) → R を定義すれば, 命題 5.12より Dω は定義 5.13の条件を満たすので, 定義 5.13の条件を
満たす Cr(p) 上の実数値関数全体の集合 Derp(C

r(p)) は Dω を要素として含む. 従って ω ∈ Cr(M ; p) を Dω に対
応させることによって写像 ∆p : C

r(M ; p) → Derp(C
r(p)) が定義される.

Derp(C
r(p)) は p の近傍で定義された Cr 級関数に p における方向微分を対応させる関数全体の集合のようなもの

で,「実際に存在する p を通る曲線 ω」に沿った p における方向微分を対応させる関数 Dω 全体からなる集合 Tp が
M の p における接ベクトル空間である. ということで, TpM が接ベクトル空間と呼ぶにふさわしいと考えられる.

次に TpM の基底について考える. 命題 5.16 を述べるために p ∈ U である M の局所座標系 (U,φ) から
ωφ,j ∈ Cr(M ; p) を ωφ,j(t) = φ−1(p1, . . . , pj−1, pj + t, pj+1, . . . , pm) によって定義したが, この定義から ωφ,j の
∆p : Cr(M ; p) → Derp(C

r(p)) による像 ∆p(ωφ,j) = Dωφ,j は p の近傍で定義された Cr 級関数に対して p にお
ける j 番目の座標軸方向の方向微分を対応させる関数だから, Dωφ,j を

(
∂

∂xj

)
p

や
(

∂

∂yj

)
p

などで表すことが多い.

また, (V, ψ) も p ∈ V である M の局所座標系であるとき, ψ(p) = (q1, q2, . . . , qm) とおいて ωψ,i ∈ Cr(M ; p) を
ωψ,i(t) = ψ−1(q1, . . . , qi−1, qi + t, qi+1, . . . , qm) で定義する. そこで Dωφ,j =

(
∂

∂xj

)
p

, Dωψ,j =

(
∂

∂yj

)
p

とおく.

命題 5.21 TpM の基底
(

∂

∂y1

)
p

,

(
∂

∂y2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂ym

)
p

から
(

∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

への基底の変換行列

は (U,φ) から (V, ψ) への座標変換 ψ ◦φ−1 : φ(U ∩V ) → ψ(U ∩V ) の φ(p) における微分 (ψ ◦φ−1)′(φ(p)) である.

証明 cij = Dωφ,j (ψ̂i) とおけば命題 5.18から次の等式が成り立つ.

Dωφ,j = c1jDωψ,1 + c2jDωψ,2 + · · ·+ cmjDωψ,m · · · (∗)

(U,φ) から (V, ψ) への座標変換 ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) の第 i 成分の関数を (ψ ◦ φ−1)i とすれば
(ψ ◦ φ−1)i = ψi ◦ φ−1 であり, λj : (−ε, ε) → Rm を λj(t) = (p1, . . . , pj−1, pj + t, pj+1, . . . , pm) で定義すれば
ωφ,j = φ−1 ◦ λj である. 従って次の等式が得られる.

cij = Dωφ,j (ψ̂i) = Dωφ,j ,V (ψi) = (ψi ◦ ωφ,j)′(0) = ((ψi ◦ φ−1) ◦ λj)′(0)

= lim
t→0

(ψi ◦ φ−1)(p1, . . . , pj + t, . . . , pm)− (ψi ◦ φ−1)(p1, . . . , pj , . . . , pm)

t

=
∂(ψi ◦ φ−1)

∂xj
(φ(p)) =

∂(ψ ◦ φ−1)i
∂xj

(φ(p))

Dωφ,j =

(
∂

∂xj

)
p

, Dωψ,j =

(
∂

∂yj

)
p

と上の等式を (∗)に代入すれば次の等式が得られる.

(
∂

∂xj

)
p

=
∂(ψ ◦ φ−1)1

∂xj
(φ(p))

(
∂

∂y1

)
p

+
∂(ψ ◦ φ−1)2

∂xj
(φ(p))

(
∂

∂y2

)
p

+ · · ·+ ∂(ψ ◦ φ−1)m
∂xj

(φ(p))

(
∂

∂ym

)
p

(U,φ) から (V, ψ) への座標変換 ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) の φ(p) における微分 (ψ ◦ φ−1)′(φ(p)) の (i, j)

成分は系 5.4によって ∂(ψ ◦ φ)i
∂xj

(φ(p)) に等しいため, 主張が示された. □

次に Cr(p) と Derp(C
r(p)) の関係について調べる.

補題 5.22 D ∈ Derp(C
r(p)) とする.

(1) α ∈ Cr(p) に対し, α = ρUp (f) を満たす U ∈ Np と f ∈ Cr(p) で, f が U 上の定数値関数となるものが存在
すれば D(α) = 0 である.

(2) α, β ∈ Cr(p) が ep(α) = ep(β) = 0 を満たせば D(αβ) = 0 である.
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証明 (1) U で常に値が 1である定数値関数を 1U で表して ι とおく. 12U = 1U だから
ι2 = ρUp (1U )

2 = ρUp (1
2
U ) = ρUp (1U ) = ι

であり, ep(ι) = eU (1U ) = 1U (p) = 1 より ep(ι) = eU (1U ) = 1U (p) = 1 が得られるため D(ι) = 0 である. 一方, 仮
定から f は U で常に値が f(p)だから f = f(p)1U である. 従って α = ρUp (f) = ρUp (f(p)1U ) = f(p)ρUp (1U ) = f(p)ι

だから D(α) = D(f(p)ι) = f(p)D(ι) = 0 である.

(2) 仮定から D(αβ) = D(α)ep(β) + ep(α)D(β) = 0 である. □

ここでベクトル空間の部分ベクトル空間による商ベクトル空間の概念を定義する. K を実数全体の集合 R または
複素数全体の集合 C とする. K 上のベクトル空間 V とその部分ベクトル空間 W が与えられたとき, V × V の部
分集合 R を R = {(v,w) ∈ V × V |v −w ∈ W} で定義すれば R は V の同値関係である. 実際, v − v = 0 ∈ W

だから (v,v) ∈ R であり, (v,w) ∈ R ならば v − w ∈ W だから w − v = (−1)(v − w) ∈ W が成り立つ
ため, (w,v) ∈ R である. さらに (v,w) ∈ R かつ (w, z) ∈ R ならば v − w ∈ W かつ w − z ∈ W だから
v − z = (v −w) + (w − z) ∈W が成り立つため, (v, z) ∈ R である.

このとき, V の Rによる商集合 V/Rには,商写像 pW : V → V/Rが線形写像になるようなK 上のベクトル空間の
構造が次のように定義される. α,β ∈ V/Rと r ∈ K に対して α = pW (v), β = pW (w)を満たす v,w ∈ V を選んで
α+β = pW (v+w), rα = pW (rv)によって α+β, rαを定義する. v,v′w,w′ ∈ V に対して α = pW (v) = pW (v′),

β = pW (w) = pW (w′)ならば v−v′ ∈W かつ w−w′ ∈W だから (v+w)−(v′+w′) = (v−v′)+(w−w′) ∈W ,

rv− rv′ = r(v− v′) ∈W である. 故に pW (v+w) = pW (v′ +w′), pW (rv) = pW (rv′) だから α+β, rα の定義
は α = pW (v), β = pW (w) を満たす v,w ∈ V の選び方によらない.

このように定義した V/R の加法とスカラー倍によって V/R が K 上のベクトル空間になり, 商写像 pW : V →
V/R が線形写像になることは容易に確かめられる. ベクトル空間 V/R を V/W で表して, V の W による商ベクト
ル空間という.

注意 5.23 v ∈W であることと (v,0) ∈ R は同値だから, Ker(pW : V → V/W ) =W が成り立つ.

K 上のベクトル空間 V , Z に対して, V から Z への線形写像全体からなる集合を HomK(V, Z) で表し,

HomK(V, Z) は写像の和と実数倍により K 上のベクトル空間になる.

命題 5.24 K 上のベクトル空間 V , Z と V の部分ベクトル空間 W に対して写像

p∗W : HomK(V/W,Z) → HomK(V, Z)

を p∗W (φ) = φ ◦ pW で定めれば p∗W は単射で Im p∗W = {ψ ∈ HomK(V, Z) |Kerψ ⊃W} が成り立つ.

証明 φ,φ′∈HomK(V/W,Z) に対して p∗W (φ) = p∗W (φ′) ならば φ ◦ pW = φ′ ◦ pW である. 任意の α ∈ V/W に対
して α = pW (v) を満たす v ∈ V を選べば φ(α) = φ(pW (v)) = (φ◦pW )(v) = (φ′ ◦pW )(v) = φ′(pW (v)) = φ′(α)

だから φ = φ′ である. 従って p∗W は単射である.

φ ∈ HomK(V/W,Z) ならば v ∈ W に対して, 注意 5.23から pW (v) = 0 だから (p∗W (φ))(v) = (φ ◦ pW )(v) =

φ(pW (v)) = φ(0) = 0 が成り立つため, v ∈ Ker(p∗W (φ)) である. 故に W ⊂ Ker(p∗W (φ)) が成り立つため
Im p∗W ⊂ {ψ ∈ HomK(V, Z) |Kerψ ⊃W} である.

ψ ∈ HomK(V, Z) が Kerψ ⊃W を満たすとき, (v,w) ∈ R ならば v−w ∈W だから v−w ∈ Kerψ である. 故
に ψ(v −w) = 0 より ψ(v) = ψ(vw) が成り立つため命題 1.35から写像 ψ̄ : V/W → Z で, ψ = ψ̄ ◦ pW = p∗W (ψ̄)

を満たすものが存在する. 従って ψ ∈ Im p∗W だから {ψ ∈ HomK(V, Z) |Kerψ ⊃W} ⊂ Im p∗W も成り立つため, 主
張が示された. □

mp = Ker (ep : C
r(p) → R) = {α ∈ Cr(p) | ep(α) = 0} とおいて
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m2
p = {α ∈ Cr(p) |α = β1γ1 + β2γ2 + · · ·+ βkγkを満たすβ1, β2, . . . , βk, γ1, γ2, . . . , γk ∈ mpがある.}

とおけば, ep は和と積を保つため, R 上のベクトル空間として m2
p は mp の部分空間だから, 商ベクトル空間 mp/m

2
p

が考えられる. πp : mp → mp/m
2
p を商写像とすれば命題 5.24 により π∗

p : HomR(mp/m
2
p,R) → HomR(mp,R)

は HomR(mp,R) の部分ベクトル空間 {ψ ∈ HomR(mp,R) |Kerψ ⊃ m2
p} への同型写像である. 一方, 補題

5.22 の (2) から D ∈ Derp(C
r(p)) は m2

p の要素をすべて 0 に写すため, D の定義域を mp に制限して得られ
る関数 D|mp : mp → R は π∗

p の像に含まれている. そこで写像 Φ : Derp(C
r(p)) → HomR(mp/m

2
p,R) を

Φ(D) = (π∗
p)

−1(D|mp) で定める.

命題 5.25 Φ : Derp(C
r(p)) → HomR(mp/m

2
p,R) は R 上のベクトル空間の同型写像である.

証明 ψ ∈ HomR(mp,R) で Kerψ ⊃ m2
p を満たすものに対し, 関数 Dψ : Cr(p) → R を次のように定める. ι を補題

5.22の (1)の証明で定めたものとすれば, ep(ι) = 1 より α ∈ Cr(p) に対し, ep(α−ep(α)ι)=ep(α)−ep(α)ep(ι)=0

だから α−ep(α)ι∈ mp である. そこで Dψ(α) = ψ(α− ep(α)ι) と定めて Dψ ∈ Derp(C
r(p)) を示す.

任意の α, β ∈ Cr(p), a, b ∈ R に対して次の等式が成り立つ.

Dψ(aα+ bβ) = ψ(aα+ bβ − ep(aα+ bβ)ι) = ψ(a(α− ep(α)ι) + b(β − ep(β)ι))

= aψ(α− ep(α)ι) + bψ(β − ep(β)ι) = aDψ(α) + bDψ(β)

また (α − ep(α)ι)(β − ep(β)ι) ∈ m2
p だから ψ((α − ep(α)ι)(β − ep(β)ι)) = 0 である. さらに, αι = α, βι = β,

ι2 = ι から次の等式が成り立つため Dψ ∈ Derp(C
r(p)) である.

Dψ(αβ) = ψ(αβ − ep(αβ)ι) = ψ(αβ − ep(αβ)ι− (α− ep(α)ι)(β − ep(β)ι))

= ψ(ep(β)α− ep(α)ep(β)ι+ ep(α)β − ep(α)ep(β)ι)

= ep(β)ψ(α− ep(α)ι) + ep(α)ψ(β − ep(β)ι) = Dψ(α)ep(β) + ep(α)Dψ(β)

写像 Ψ : HomR(mp/m
2
p,R) → Derp(C

r(p)) を Ψ(φ) = Dφ◦πp = Dπ∗
p(φ)

で定めて Ψ が Φ の逆写像であることを確
かめればよい. D ∈ Derp(C

r(p)) に対して ψ = D|mp とおくと, 補題 5.22の (2)から Kerψ ⊃ m2
p であり, 補題 5.22

の (1)から D(ι) = 0 だから α ∈ Cr(p) に対して, 次の等式が成り立つ.

Dψ(α) = ψ(α− ep(α)ι) =
(
D|mp

)
(α− ep(α)ι) = D(α− ep(α)ι) = D(α)− ep(α)D(ι) = D(α)

故に Dψ = D である. また Φ(D) = (π∗
p)

−1(ψ) だから, Ψ(Φ(D)) = Ψ((π∗
p)

−1(ψ)) = Dπ∗
p((π

∗
p)

−1(ψ)) = Dψ = D を
得る. φ ∈ HomR(mp/m

2
p,R) に対して Φ(Ψ(φ) = φ を示すには, π∗

p が単射であることから π∗
p(Φ(Ψ(φ))) = π∗

p(φ)

を示せばよい. Φ, Ψ の定義から π∗
p(Φ(Ψ(φ))) = Ψ(φ)|mp = Dπ∗

p(φ)
|mp であり, 任意の α ∈ mp に対して ep(α) = 0

だから,
(
Dπ∗

p(φ)
|mp
)
(α) = Dπ∗

p(φ)
(α) = π∗

p(φ)(α− ep(α)ι) = π∗
p(φ)(α) から Dπ∗

p(φ)
|mp = π∗

p(φ) が得られる. □

本節の最後に「M が C∞ 級多様体の場合には TpM = Derp(C
r(p)) である.」という結果を示す. M の次元をm

とすると, HomR(mp/m
2
p,R) が R 上の m 次元ベクトル空間であることを示せば, 命題 5.25 から Derp(C

r(p)) も
Rm 上の m次元ベクトル空間になり, 定理 5.19 から, 上の主張が導かれる. さらに次の結果から mp/m

2
p が m次元

ベクトル空間であることが示されればよい.

命題 5.26 V , W がそれぞれ K 上の m次元, n次元のベクトル空間ならば, HomK(V,W ) は K 上の mn次元ベ
クトル空間である.

証明 v1,v2, . . . , vm を V の基底, w1,w2, . . . ,wn を W の基底とし, i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n に対して線形

写像 fij : V →W を fij(vk) =

{
wj k = i

0 k 6= i
で定める. rij ∈ K に対して ∑

1≦i≦m,1≦j≦n
rijfij = 0が成り立つならば

k = 1, 2, . . . ,mに対して ∑
1≦i≦m,1≦j≦n

rijfij(vk) = 0であり, fij の定義から
∑

1≦i≦m,1≦j≦n
rijfij(vk) =

∑
1≦j≦n

rkjwj

である. 故に w1,w2, . . . ,wn の 1次独立性から rkj = 0 だから故に f11, f12,. . . , fmn は 1次独立である.
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任意の f ∈ HomK(V,W ) に対して f(vk) =
∑

1≦j≦n
akjwj を満たす akj が 1通りに定まるため∑

1≦i≦m,1≦j≦n
aijfij(vk) =

∑
1≦j≦n

akjwi = f(vk)

が k = 1, 2, . . . ,m に対して成り立つ. 従って f =
∑

1≦i≦m,1≦j≦n
aijfij だから f11, f12, . . . , fmn は HomK(V,W ) を

生成する. 以上から f11, f12,. . . , fmn は HomK(V,W ) の基底だから HomK(V,W ) の次元はmn である. □

補題 5.27 I1, I2, . . . , Im を開区間として, f をRm の開集合 V = I1×I2×· · ·×Im で定義されたC∞級関数とする.

p = (p1, p2, . . . , pm) ∈ V に対し, V で定義された C∞ 級関数 f1, f2, . . . , fm で, 任意の x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ V

に対して, f(x) = f(p) +
m∑
i=1

(xi − pi)fi(x) を満たすものがある.

証明 i = 0, 1, . . . ,m に対し, xi = (x1, . . . , xi, pi+1, . . . , pm) とおくと, V の形状から xi ∈ V である. i =

1, 2, . . . ,m に対して関数 g)i : [0, 1] → R を gi(t) = f(xi−1 + t(xi − xi−1)) で定める. i = 1, 2, . . . ,m ならば
xi − xi−1 = (xi − pi)ei だから, 合成写像の微分法により g′i(t)=(xi − pi)

∂f

∂xi
(xi−1 + t(xi − pi)ei) である. 従って,

微分積分学の基本定理から次の等式が得られる.

f(xi)− f(xi−1) = gi(1)− gi(0) =

∫ 1

0

g′i(t) dt = (xi − pi)

∫ 1

0

∂f

∂xi
(xi−1 + t(xi − pi)ei) dt

そこで, V 上の関数 fi を fi(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(xi−1 + t(xi − pi)ei) dt で定めれば, f が C∞ 級関数であることから, fi

も C∞ 級関数であり f(x) = f(p) +
m∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1)) = f(p) +
m∑
i=1

(xi − pi)fi(x) が成り立つ. □

注意 5.28 補題 5.27で, f が V で定義された Cr 級関数ならば f1, f2, . . . , fm は Cr−1 級関数である.

補題 5.29 M を m 次元 C∞ 級多様体, p を M の点とし, (U,φ) を p ∈ U である M の座標近傍系とする. φ が
U から Rm の開集合 V への同相写像で V が補題 5.27の形であると仮定し, x ∈ U を φ(x) の第 i成分に対応させ
る U で定義された実数値関数を φi とする. このとき各 f ∈ C∞(U) に対して f1, f2, . . . , fm ∈ C∞(U) で, 任意の
x ∈ U に対して f(x) = f(p) +

m∑
i=1

(φi(x)− φi(p)) fi(x) を満たすものがある.

証明 V で定義された C∞ 級関数 f ◦ φ−1 と p = φ(p) に対して補題 5.28を用いると V で定義された C∞ 級関数
f̃1, f̃2, . . . , f̃m で, 任意の x = (x1, x2, . . . , xm) ∈ V に対して, 等式 (f ◦ φ−1)(x) = f(p) +

m∑
i=1

(xi − φi(p))f̃i(x) を
満たすものがある. fi = f̃i ◦ φ で fi を定め, x ∈ U に対して x = φ(x) とおいて上式に代入すれば xi = φi(x) だか
ら結果が得られる. □

定理 5.30 M をm次元 C∞ 級多様体とする. p ∈M に対し, mp/m
2
p はm次元ベクトル空間である.

証明 (U,φ) を p ∈ U である M の座標近傍系とし, x ∈ U を φ(x) の第 i成分に対応させる U で定義された実数値
関数を φi とする. また φ̄i ∈ C∞(U) を φ̄i(x) = φi(x) − φi(p) で定義して φ̂i を φ̂i で定めると ep : C∞(p) → R

の定義から ep(φ̂i) = ep(ρ
U
p (φ̄i)) = ēp(φ̄i) = φ̄i(p) = φi(p)− φi(p) = 0 より φ̂p ∈ mp である. 任意の α ∈ C∞(p)

に対して α = ρWp (f) を満たす p の開近傍 W と f ∈ C∞(W ) を選ぶ. φ(p) の開近傍 V を V ⊂ φ(U ∩ V ) かつ補
題 5.27の形になるようにとり Z = φ−1(V ) とおくと p ∈ Z ⊂ U ∩W であり, f |Z = ρWZ (f) ∈ C∞(Z) に補題 5.29

を適用できる. 命題 5.11の (2)から, α = ρZp (f |Z), φ̂i = ρZp (φ̄i|Z) だから, f |Z , φ|Z をそれぞれ f , φi とおき直せば
補題 5.29から f1, f2, . . . , fm ∈ C∞(Z) で, 任意の x ∈ Z に対して

f(x) = f(p) +

m∑
i=1

φ̄i(x) fi(x) · · · (i)

を満たすものがある. さらに各 fi に対して補題 5.29を用いると fi1, fi2, . . . , fim ∈ C∞(Z) で, 任意の x ∈ Z に対

25



して次の等式を満たすものがある.
fi(x) = fi(p) +

m∑
j=1

φ̄j(x) fij(x) · · · (ii)

そこで, i = 1, 2, . . . ,m に対して (ii)を (i) に代入すれば次の等式が得られる.

f(x) = f(p) +

m∑
i=1

fi(p)φ̄i(x) +
∑

1≦i,j≦m
φ̄i(x)φ̄j(x) fij(x) · · · (iii)

α ∈ mp ならば f(p) = eZ(f) = ep(ρ
Z
p (f)) = ep(α) = 0 が成り立つため (iii) から C∞(Z) における等式

f =
m∑
i=1

fi(p)φ̄i +
∑

1≦i,j≦m
φ̄iφ̄jfij を得る. この両辺を ρZp :C

∞(Z)→C∞(p) で写せば C∞(p) における等式

α =

m∑
i=1

fi(p)φ̂i +
∑

1≦i,j≦m
φ̂i φ̂j ρ

Z
p (fij) · · · (iv)

が得られる. φ̂i ∈ mp より φ̂iφ̂j ∈ m2
p に注意して (iv)の両辺を商写像 πp : mp → mp/m

2
p で写せば mp/m

2
p における

等式 πp(α) =
m∑
i=1

fi(p)πp(φ̂i) が得られる. 故に πp(φ̂1), πp(φ̂2), . . . , πp(φ̂m) は mp/m
2
p を生成するため, mp/m

2
p の

次元を d とすれば d ≦ m である. 一方, 命題 5.25, 命題 5.26より Derp(C
∞(p)) は d次元ベクトル空間であるが, 定

理 5.19より Derp(C
∞(p)) は m 次元の部分空間 TpM を含むため d ≧ m でもある. 従って d = m である. □

注意 5.31 πp(φ̂1), πp(φ̂2), . . . , πp(φ̂m) は mp/m
2
p の基底である.

M が m 次元 C∞ 級多様体ならば定理 5.30 より mp/m
2
p は m 次元ベクトル空間だから, 命題 5.25, 命題 5.26 よ

り Derp(C
∞(p)) は m次元ベクトル空間である. 一方定理 5.19によって, ∆p : Cr(M ; p) → Derp(C

∞(p)) の像は
derp(C

∞(p)) の m 次元の部分空間だから, 次の結果が得られる.

系 5.32 M が C∞ 級多様体ならば任意の p ∈ M に対して ∆p : C∞(M ; p) → Derp(C
∞(p)) は全射である. 従っ

て TpM = Derp(C
∞(p)) が成り立つ.

例 5.33 r を自然数とし R の座標近傍系 {(R, idR)} と両立する Cr 級局所座標系全体からなる微分構造を R に与
えて R を Cr 級多様体とみなす. α ∈ m2

0 に対し, 0 を含む開区間 I と ρI0(f) = α を満たす f ∈ Cr(I) を選べば, 以
下の主張が成り立つ.

(i) lim
x→0

f(x)

x2
が存在する. (ii) (f (r))′(0) = lim

x→0

f (r)(x)− f (r)(0)

x
が存在する.

α ∈ m2
0 ならば α =

n∑
i=1

βiγi を満たす βi, γi ∈ m0 が存在し, 0 を含み I に含まれる開区間 J と gi, hi ∈ Cr(J) で各

i に対して ρJ0 (gi) = βi, ρ
J
0 (hi) = γi を満たすものが存在する. f̃ =

n∑
i=1

gihi とおけば ρJ0 (f̃) =
n∑
i=1

βiγi = α = ρI0(f)

だから開区間 K で 0 ∈ K ⊂ J かつ ρIK(f) = ρJK(f̃) を満たすものがあるため, f̃ に対して (i)と (ii)を示せばよい.

ρJ0 (gi) = βi ∈ m0 だから gi(0) = ē0(gi) = e0(ρ
J
0 (gi)) = e0(βi) = 0 であり, 同様に ρJ0 (γi) = γi ∈ m0 だから

hi(0) = 0 である. 従って補題 5.17から ḡi, h̄i ∈ Cr−1(J) で gi(x) = xḡi(x), hi(x) = xh̄i(x) を満たすものがあるた
め, ḡi, h̄i の連続性から lim

x→0

f̃(x)

x2
= lim
x→0

1

x2

n∑
i=1

gi(x)hi(x) = lim
x→0

n∑
i=1

ḡi(x)h̄i(x) =
n∑
i=1

ḡi(0)h̄i(0) が得られる.

j = 1, 2, · · · , r − 1 ならば g
(j)
i h

(r−j)
i は C1 級関数だから

(g
(j)
i h

(r−j)
i )′(0) = lim

x→0

g
(j)
i (x)h

(r−j)
i (x)− g

(j)
i (0)h

(r−j)
i (0)

x
は存在する. また gi(x) = xḡi(x), hi(x) = xh̄i(x) より

(gih
(r)
i )′(0) = lim

x→0

gi(x)h
(r)
i (x)− gi(0)h

(r)
i (0)

x
= lim
x→0

ḡi(x)h
(r)
i (x) = ḡi(0)h

(r)
i (0)

(g
(r)
i hi)

′(0) = lim
x→0

g
(r)
i (x)hi(x)− g

(r)
i (0)hi(0)

x
= lim
x→0

g
(r)
i (x)h̄i(x) = g

(r)
i (0)h̄i(0)
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が成り立つため, f̃ (r)(x) =
n∑
i=1

n∑
j=0

(
n
j

)
g
(j)
i (x)h

(r−j)
i (x) より (f̃ (r))′(0) = lim

x→0

f̃ (r)(x)− f̃ (r)(0)

x
は存在する.

関数 f : R → R を f(x) = xr|x| で定めれば f は Cr 級関数で ρR0 : Cr(R) → Cr(0) による f の像を λ

とすれば f(0) = 0 だから λ ∈ m0 であるが (f (r))′(0) は存在しないため, (ii) によって λ 6∈ m2
0 である. また

ρR0 : Cr(R) → Cr(0) による R の恒等写像 idR の像を µ とおき, a, b ∈ R に対して aπ0(λ)+ bπ0(µ) = 0 が m0/m
2
0

において成り立つならば π0(aλ+ bµ) = 0 だから aλ+ bµ ∈ m2
0 であり, ρR0 (af + b idR) = aλ+ bµ だから (i)より

lim
x→0

af(x) + b idR(x)

x2
が存在する. このことから b = 0 が得られるため aλ ∈ m2

0 となるが, λ 6∈ m2
0 より a = 0 であ

る. 故に m0/m
2
0 において π0(λ), π0(µ) は 1次独立になり, m0/m

2
0 は R 上の 1次元ベクトル空間ではない. 従って

命題 5.25から Der0(C
r(0)) も 1次元ベクトル空間ではないため, T0R と Der0(C

r(0)) は一致しないことがわかる.

6 Cr 級写像の微分
Cr 級写像 f :M → N と p ∈M に対して写像 (df)p : TpM → Tf(p)N を定義するために準備をする.

命題 6.1 M をm次元 Cr 級多様体, p を M の点とする. p を通る M 上の Cr 級曲線 ω, λ に対し, 以下の条件は
同値である.

(i) Dω = Dλ

(ii) (U,φ) が p ∈ U を満たす M の局所座標系ならば (φ ◦ ω)′(0) = (φ ◦ λ)′(0) である.

(iii) p ∈ U を満たす M の局所座標系 (U,φ) で (φ ◦ ω)′(0) = (φ ◦ λ)′(0) を満たすものが存在する.

証明 M の局所座標系 (U,φ) に対し, x ∈ U を φ(x) の第 i成分に対応させる U で定義された 級関数を φi とし,

φ̂i = ρUp (φi) とおくと命題 5.12での Dω, Dλ の定義から以下の等式が成り立つ.

Dω(φ̂i) = Dω(ρ
U
p (φi)) = (φi ◦ ω)′(0), Dλ(φ̂i) = Dλ(ρ

U
p (φi)) = (φi ◦ λ)′(0) · · · (∗)

(i) ⇒ (ii) ; p ∈ U を満たすM の局所座標系 (U,φ) に対し, 仮定からDω(φ̂i) = Dλ(φ̂i) が i = 1, 2, . . . ,m に対して
成り立つ. 従って (∗) から (φi ◦ω)′(0) = (φi ◦λ)′(0) が i = 1, 2, . . . ,m に対して成り立ち, (φi ◦ω)′(0), (φi ◦λ)′(0)
はそれぞれ (φ ◦ ω)′(0), (φ ◦ λ)′(0) の第 i成分だから (φ ◦ ω)′(0) = (φ ◦ λ)′(0) である. (ii) ⇒ (iii) は明らかである.

(iii) ⇒ (ii) ; (φ◦ω)′(0) = (φ◦λ)′(0) の両辺の第 i成分どうしは等しいので, i = 1, 2, . . . ,m に対して (φi ◦ω)′(0) =
(φi ◦ λ)′(0) が成り立つため (∗) から Dω(φ̂i) = Dλ(φ̂i) である. 一方命題 5.18 より ci = Dω(φ̂i), di = Dλ(φ̂i)

とおけば Dω = c1Dωφ,1 + c2Dωφ,2 + · · · + cmDωφ,m , Dλ = d1Dωφ,1 + d2Dωφ,2 + · · · + dmDωφ,m が成り立つが,

i = 1, 2, . . . ,m に対して ci = di だから Dω = Dλ である. □

本節では以後, M をm次元 Cr 級多様体, N を n次元 Cr 級多様体とし, f :M → N を Cr 級写像とする.

補題 6.2 p を通る M 上の Cr 級曲線 ω, λ が Dω = Dλ を満たせば Df◦ω = Df◦λ が成り立つ.

証明 f(p) ∈ V を満たす N の局所座標系 (V, ψ) をとる. 必要ならば ω, λ の 0 を含む定義域を縮小して合成写像
(ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ω), (ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ λ) が定義されるようにする. このとき, 合成写像の微分法から

(ψ ◦ f ◦ ω)′(0) = ((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ω))′(0) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)′(φ(p))(φ ◦ ω)′(0)
(ψ ◦ f ◦ λ)′(0) = ((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ λ))′(0) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)′(φ(p))(φ ◦ λ)′(0)

が成り立つ. 仮定と命題 6.1から (φ ◦ ω)′(0) = (φ ◦ λ)′(0) だから, 上式から (ψ ◦ f ◦ ω)′(0) = (ψ ◦ f ◦ λ)′(0) が得ら
れる. 従って命題 6.1から Df◦ω = Df◦λ が成り立つ. □

v ∈ TpM に対して p を通る M 上の Cr 級曲線 ω で v = Dω を満たすものを選び, v に Df◦ω ∈ Tf(p)N を対
応させることによって写像 (df)p : TpM → Tf(p)N を定義する. 命題 6.2から Df◦ω は ω の選び方によらないこと
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に注意する. 次に (df)p : TpM → Tf(p)N が線形写像であることを示すために, まず p ∈ U かつ φ(p) = 0 満たす
M の局所座標系 (U,φ) を 1つ選ぶ. p を通る M 上の Cr 級曲線 ω, λ と a ∈ R に対し, ω, λ と φ の連続性から,

(−ε, ε) ⊂ ω−1(U)∩λ−1(U)かつ条件「t ∈ (−ε, ε)ならば (φ◦ω)(t)+(φ◦λ)(t), a(φ◦ω)(t) ∈ φ(U)」を満たす ε > 0

を選ぶことができる. そこで η, χ : (−ε, ε) → M を η(t) = φ−1((φ ◦ ω)(t) + (φ ◦ λ)(t)), χ(t) = φ−1(a(φ ◦ ω)(t))
によって定義する. このとき η, χ は p を通る M 上の Cr 級曲線である.

補題 6.3 上で定義した η, χ : (−ε, ε) →M は Dω +Dλ = Dη, aDω = Dχ を満たす.

証明 α ∈ Cr(p) に対して, α = ρVp (u) を満たす p の開近傍 V と u ∈ Cr(V ) を選ぶと, 合成写像の微分法から次の
等式が得られるため, 主張が成り立つ.

Dη(α) = Dη(ρ
V
p (u)) = (u ◦ η)′(0) = ((u ◦ φ−1) ◦ ((φ ◦ ω) + (φ ◦ λ)))′(0) = (u ◦ φ−1)′(0)((φ ◦ ω) + (φ ◦ λ))′(0)

= (u ◦ φ−1)′(0)(φ ◦ ω)′(0)+(u ◦ φ−1)′(0)(φ ◦ λ)′(0) = ((u ◦ φ−1)◦(φ ◦ ω))′(0)+((u ◦ φ−1)◦(φ ◦ λ))′(0)
= (u ◦ ω)′(0) + (u ◦ λ)′(0) = Dω(ρ

V
p (u)) +Dλ(ρ

V
p (u)) = Dω(α) +Dλ(α) = (Dω +Dλ)(α)(ρ

V
p (u))

Dχ(α) = Dχ(ρ
V
p (u)) = (u ◦ χ)′(0) = ((u ◦ φ−1) ◦ (a(φ ◦ ω)))′(0) = (u ◦ φ−1)′(0)(a(φ ◦ ω))′(0)

= a(u ◦ φ−1)′(0)(φ ◦ ω)′(0) = a((u ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ω))′(0) = a(u ◦ ω)′(0) = aDω(ρ
V
p (u)) = aDω(α)

= (aDω)(α) □

命題 6.4 (df)p : TpM → Tf(p)N は線形写像である.

証明 v, w ∈ TpM に対して p を通る M 上の Cr 級曲線 ω, λ で v = Dω, w = Dλ を満たすものを選び, さらに
a ∈ R に対し, 補題 6.3の p を通る M 上の Cr 級曲線 η, χ を考えれば v + w = Dω +Dλ = Dη, av = aDω = Dχ

だから (df)p の定義から次の等式が成り立つ.

(df)p(v + w) = Df◦η, (df)p(av) = Df◦χ · · · (i)

一方, f(p) ∈ V かつ ψ(f(p)) = 0 満たす N の局所座標系 (V, ψ) と δ > 0 を十分小さく選んで, η̄, χ̄ : (−δ, δ) → N

を η̄(t) = ψ−1((ψ ◦ f ◦ ω)(t) + (ψ ◦ f ◦ λ)(t)), χ̄(t) = ψ−1(a(ψ ◦ f ◦ ω)(t)) で定める. このとき (df)p の定義と補題
6.3から次の等式が成り立つ.

(df)p(v) + (df)p(w) = Df◦ω +Df◦λ = Dη̄, a(df)p(v) = aDf◦ω = Dχ̄ · · · (ii)

合成写像の微分法から次の等式が成り立つ.

(ψ ◦ f ◦ η)′(0) = ((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ ((φ ◦ ω) + (φ ◦ λ)))′(0) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)′(0)((φ ◦ ω) + (φ ◦ λ))′(0)
= (ψ ◦ f ◦ φ−1)′(0)(φ ◦ ω)′(0) + (ψ ◦ f ◦ φ−1)′(0)(φ ◦ λ)′(0)
= ((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ω))′(0) + ((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ λ))′(0)
= (ψ ◦ f ◦ ω)′(0) + (ψ ◦ f ◦ λ)′(0) = ((ψ ◦ f ◦ ω) + (ψ ◦ f ◦ λ))′(0) = (ψ ◦ η̄)′(0)

(ψ ◦ f ◦ χ)′(0) = ((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (a(φ ◦ ω)))′(0) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)′(0)(a(φ ◦ ω))′(0)
= a(ψ ◦ f ◦ φ−1)′(0)(φ ◦ ω)′(0) = a((ψ ◦ f ◦ φ−1) ◦ (φ ◦ ω))′(0)
= a(ψ ◦ f ◦ ω)′(0) = (a(ψ ◦ f ◦ ω))′(0) = (ψ ◦ χ̄)′(0)

従って命題 6.1から Df◦η = Dη̄, Df◦χ = Dχ̄ が得られる. 故に (i), (ii)から (df)p(v + w) = (df)p(v) + (df)p(w),

(df)p(av) = a(df)p(v) が成り立つ. □

定義 6.5 写像 (df)p : TpM → Tf(p)N を p における f :M → N の微分という.

p ∈ U である M の局所座標系 (U,φ) と f(p) ∈ V である N の局所座標系 (V, ψ) に対し, p を通る M 上の 級曲
線 ωφ,1, ωφ,2, . . . , ωφ,m と f(p) を通る N 上の 級曲線 ωψ,1, ωψ,2, . . . , ωψ,n を次のように定める (命題 5.16参照).

φ(p) = (p1, p2, . . . , pm), ψ(f(p)) = (q1, q2, . . . , qn) とおいて, ε > 0 を十分小さく選び,
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λj(t) = (p1, . . . , pj−1, pj + t, pj+1, . . . , pm), µi(t) = (q1, . . . , qi−1, qi + t, qi+1, . . . , qn)

により λj : (−ε, ε) → Rm, µi : (−ε, ε) → Rn を定め, ωφ,j = φ−1 ◦ λj , ωψ,i = ψ−1 ◦ µi とおく. 定理 5.19 から
Dωφ,1 , Dωφ,2 , . . . , Dωφ,m は TpM の基底であり, Dωψ,1 , Dωψ,2 , . . . , Dωψ,n は Tf(p)N の基底である. 習慣に従って
Dωφ,j =

(
∂

∂xj

)
p

, Dωψ,j =

(
∂

∂yj

)
f(p)

とおけば, これらの基底に関する (df)p の表現行列は次の命題で与えられる.

命題 6.6 写像 ψ ◦f ◦φ−1 : φ(U ∩ f−1(V ))→ψ(V )の第 i成分の関数を (ψ ◦ f◦φ−1)i とすれば次の等式が成り立つ.

(df)p

((
∂

∂xj

)
p

)
=

n∑
i=1

∂(ψ ◦ f ◦ φ−1)i
∂xj

(φ(p))

(
∂

∂yi

)
f(p)

故に TpM の基底
(

∂

∂x1

)
p

,

(
∂

∂x2

)
p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

と Tf(p)N の基底
(

∂

∂y1

)
f(p)

,

(
∂

∂y2

)
f(p)

, . . . ,

(
∂

∂yn

)
f(p)

に関する

(df)p の表現行列は写像 ψ ◦ f ◦ φ−1 の φ(p) における微分である.

証明 ψ の第 i成分の関数を ψi として ψ̂i = ρVf(p)(ψi), cij = Df◦ωφ,j (ψ̂i) とおけば (df)p の定義と命題 5.18から

(df)p

((
∂

∂xj

)
p

)
= Df◦ωφ,j = c1jDωψ,1 + c2,jDωψ,2 + · · ·+ cn,jDωψ,n · · · (∗)

が成り立つ. また (ψ ◦ f ◦ φ−1)i = ψi ◦ f ◦ φ−1 であることに注意すれば次の等式が得られる.

cij = Df ◦ωφ,j (ψ̂i) = Df ◦ωφ,j (ρ
V
f(p)(ψi))) = Df ◦ωφ,j ,V (ψi) = (ψi ◦ f ◦ ωφ,j)′(0) = ((ψi ◦ f ◦ φ−1) ◦ λj)′(0)

= lim
t→0

(ψi ◦ f ◦ φ−1)(p1, . . . , pj + t, . . . , pm)− (ψi ◦ f ◦ φ−1)(p1, . . . , pj , . . . , pm)

t

=
∂(ψi ◦ f ◦ φ−1)

∂xj
(φ(p)) =

∂(ψ ◦ f ◦ φ−1)i
∂xj

(φ(p))

故に (∗)から主張が得られる. □

命題 6.7 M , N , L を Cr 級多様体とし, f :M → N , g : N → L を Cr 級写像とする. p ∈M に対して
(d(g ◦ f))p = (dg)f(p) ◦ (df)p : TpM → T(g◦f)(p)L

が成り立つ.

証明 v ∈ TpM に対して p を通る M 上の Cr 級曲線 ω で v = Dω を満たすものを選べば, (df)p(v) = Df◦ω であ
り, f ◦ ω は f(p) を通る N 上の Cr 級曲線だから,

(dg)f(p)((df)p(v)) = (dg)f(p)(Df◦ω) = Dg◦(f◦ω) = D(g◦f)◦ω = (d(g ◦ f))p(v)

が成り立つため主張が示される. □

注意 6.8 idM : M → M を M の恒等写像とする. v ∈ TpM に対して p を通る M 上の Cr 級曲線 ω で v = Dω

を満たすものを選べば, (d(idM ))p(v) = DidM◦ω = Dω = v だから M の p における恒等写像の微分 (d(idM ))p は
TpM の恒等写像である.

命題 6.9 M , N をそれぞれm次元, n次元 級多様体とし, f : M → N を 級微分同相写像とすれば, 任意の p ∈ M

に対して (df)p : TpM → Tf(p)N はベクトル空間の同型写像である. 従って M と N の間に 級微分同相写像が存在
すれば m = n である.

証明 f の逆写像 f−1 : N →M も 級写像で, f−1(f(p)) = p だから命題 6.7と注意 6.8から

(df−1)f(p) ◦ (df)p = (d(f−1 ◦ f))p = (d(idM ))p = idTpM

(df)p ◦ (df−1)f(p) = (d(f ◦ f−1))f(p) = (d(idN ))f(p) = idTf(p)N

が成り立つため, (df−1)f(p) は (df)p の逆写像である. 故に (df)p はベクトル空間の同型写像である. □
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7 部分多様体
((x1, . . . , xn), (y1, . . . , yn)) ∈ Rn×Rm と (x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ Rn+m を対応させることによって, Rn×Rm

と Rn+m を以下では同一視する. Rn ×Rm の開集合 U から Rm への写像 F が p ∈ U で微分可能であるとき, F

の p における微分であるm× (n+m)行列 F ′(p) の第 1列目から第 n列目からなるm× n行列をD1F (p) で表し,

F ′(p) の第 n+1 列目から第 n+m列目からなるm×m行列を D2F (p) で表す. 従って F ′(p) = (D1F (p) D2F (p))

である. このとき, 陰関数定理と逆関数定理は次のように述べられる.

定理 7.1 (陰関数定理) F は Rn × Rm の開集合 U から Rm への Cr 級写像で, U の点 (x0, y0) に対し,

F (x0, y0) = 0 かつ D2F (x0, y0) は正則行列であるとする. このとき Rn における x0 の開近傍 U0 が存在し
て, U0 に含まれる x0 の任意の連結な開近傍 U1 に対し, Cr 級写像 f : U1 → Rm で f(x0) = y0 かつ, すべ
ての x ∈ U1 に対して (x, f(x)) ∈ U , F (x, f(x)) = 0 を満たすものがただ一つ存在する. さらに f の微分は
f ′(x) = −D2F (x, f(x))

−1D1F (x, f(x)) により与えられる.

定理 7.2 (逆写像定理) f を x0 ∈ Rn の開近傍 U から Rn への Cr 級写像とする. f ′(x0) が正則行列ならば U に
含まれる x0 の開近傍 U0 で f の U0 への制限がRn における y0 = f(x0) のある開近傍の上への Cr 級微分同相写
像になるようなものが存在する.

逆写像定理の応用として以下の結果が示される.

命題 7.3 m ≧ n とし, U を Rm における 0 の開近傍, V を Rn における 0 の開近傍とする. f : U → V が Cr 級
写像で, f(0) = 0 かつ f の 0 における微分 f ′(0) の階数が nであるとき, Rm における 0 の開近傍 U ′, U ′′ と Cr

級微分同相写像 g : U ′ → U ′′ で, U ′′ ⊂ U かつ (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) ∈ U ′ ならば等式
f(g(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)) = (x1, x2, . . . , xn)

を満たすものが存在する.

証明 f ′(0) の第 1列目から第 n列目までの列ベクトルからなる正方行列を D1f(0) とする. f ′(0) の階数は nだか
ら, Rm の成分を入れ替える同型写像を f の手前に合成することによって D1f(0) は正則行列であると仮定してよ
い. f の第 i成分の関数を fi として, 写像 F : U → Rm を以下のように定める.

F (x1, x2, . . . , xm) = (f1(x1, x2, . . . , xm), . . . , fn(x1, x2, . . . , xm), xn+1, xn+2, . . . , xm)

このとき D1f(0) が正則行列であることから, Em−n をm− n次単位行列とすれば

F ′(0) =

(
D1f(0) ∗
O Em−n

)
は正則行列である. 故に逆写像定理から Rm における 0 の開近傍 U ′′ で, F の定義域を U ′′ に制限して得られる写
像 F |U ′′ : U ′′ → F (U ′′) が Cr 級微分同相写像になるものが存在する. pr(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)

で写像 pr : Rm → Rn を定めて U ′ = F (U ′′), g = (F |U ′′)−1 : U ′ → U ′′ とおけば f = pr ◦ F だから

f(g(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)) = (pr ◦ F )(g(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm))

= pr(F ((F |U ′′)−1(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)))

= pr(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)

が (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) ∈ U ′ に対して成り立つ. □

命題 7.4 m ≦ n とし, U を Rm における 0 の開近傍, V を Rn における 0 の開近傍とする. f : U → V が Cr 級
写像で, f(0) = 0 かつ f の 0 における微分 f ′(0) の階数がmであるとき, Rn における 0 の開近傍 V ′, V ′′ と Cr
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級微分同相写像 g : V ′ → V ′′ で, 次の条件を満たすものが存在する.

(i) V ′⊂V であり (x1, x2, . . . , xm)∈f−1(V ′)ならば g(f(x1, x2, . . . , xm))=(x1, x2, . . . , xm,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0)が成り立つ.

(ii) (x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ V ′′ ∩ (Rm × {(
n−m︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0)}) ならば (x1, x2, . . . , xm) ∈ f−1(V ′) である.

証明 f ′(0) の第 1列目から第m行目までの行ベクトルからなる正方行列を D∗
1f(0) とする. f ′(0) の階数はmだか

ら, Rn の成分を入れ替える同型写像を f の後に合成することによって D∗
1f(0) は正則行列であると仮定してよい.

写像 F : U ×Rn−m → Rn を以下のように定める.

F (x1, x2, . . . , xm, xm+1 . . . , xn) = f(x1, x2, . . . , xm) + (

m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0, xm+1, . . . , xn)

このとき D∗
1f(0) が正則行列であることから, En−m を n−m次単位行列とすれば F ′(0) =

(
D∗

1f(0) O

∗ En−m

)
は

正則行列である. 従って逆写像定理から Rn における 0 の開近傍 V ′′ で, F の定義域を V ′′ に制限して得られる写像

F |V ′′ : V ′′ → F (V ′′) が Cr 級微分同相写像になるものが存在する. i(x1, x2, . . . , xm) = (x1, x2, . . . , xm,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0) で

写像 i : Rm → Rn を定めて V ′ = F (V ′′), g = (F |V ′′)−1 : V ′ → V ′′ とおけば f = F ◦ i だから

g(f(x1, x2, . . . , xm)) = g((F ◦ i)(x1, x2, . . . , xm)) = (F |V ′′)−1(F (x1, . . . , xm,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0)) = (x1, . . . , xm,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0)

が (x1, x2, . . . , xm) ∈ f−1(V ′) に対して成り立つため (i)が成り立つ.

(x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ V ′′ ∩ (Rm × {(
n−m︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0)}) ならば F の定義から次の等式が成り立ち,

g−1(x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0) = (F |V ′′)(x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0) = f(x1, x2, . . . , xm)

f(x1, x2, . . . , xm) = g−1(x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ V ′ だから (x1, x2, . . . , xm) ∈ f−1(V ′) が得られるため (ii) が
成り立つ. □

命題 7.5 M , N をそれぞれm次元, n次元Cr 級多様体とし, f :M → N をCr 級写像とする. m ≧ n, p ∈M とし,

(V, ψ)は f(p) ∈ V かつ ψ(f(p)) = 0を満たす N の局所座標系で, (df)p : TpM → Tf(p)N が全射であるとき, p ∈ U

であるM の局所座標系 (U,φ)で, (U,φ)と (V, ψ)に関する f の局所座標表示ψ◦f◦φ−1 : φ(U∩f−1(V )) → ψ(V )が
任意の (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) ∈ φ(U∩f−1(V ))に対して (ψ◦f◦φ−1)(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)

となるものが存在する.

証明 (W,η) を p ∈ W である M の局所座標系とする. η の後ろに Rm の平行移動 x 7→ x − η(p) を合成する
ことにより, η(p) = 0 としてよい. (df)p は全射だから, その階数は n である. 故に命題 6.6 から (U,φ) と (V, ψ)

に関する f の局所座標表示 ψ ◦ f ◦ η−1 : η(W ∩ f−1(V )) → ψ(V ) は命題 7.3 の仮定を満たす. 故に Rm に
おける Rm における 0 の開近傍 U ′, U ′′ と Cr 級微分同相写像 g : U ′ → U ′′ で, U ′′ ⊂ η(W ∩ f−1(V )) かつ
(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) ∈ U ′ ならば等式

(ψ ◦ f ◦ η−1)(g(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm)) = (x1, . . . , xn) · · · (∗)

を満たすものが存在する. そこで U = η−1(U ′′), φ = g−1 ◦ η : U → U ′ とおけば η(U ∩ f−1(V )) ⊂ η(U) = U ′′

より包含関係 φ(U ∩ f−1(V )) = g−1(η(U ∩ f−1(V ))) ⊂ g−1(U ′′) = U ′ が成り立つ. さらに φ−1= η−1◦g だから,

(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) ∈ φ(U∩f−1(V ))ならば (∗)より (ψ◦f ◦φ−1)(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)

が成り立つ. □

命題 7.6 M , N をそれぞれm次元, n次元Cr 級多様体とし, f :M → N をCr 級写像とする. m ≦ n, p ∈M とし,

(U,φ) は p ∈ U かつ φ(p) = 0 を満たす M の局所座標系で, (df)p : TpM → Tf(p)N が単射であるとき, f(p) ∈ V

である N の局所座標系 (V, ψ) で, (U,φ) と (V, ψ) に関する f の局所座標表示 ψ ◦f ◦φ−1 : φ(U ∩f−1(V )) → ψ(V )

が次の条件を満たすものが存在する.
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(i) (x1, x2, . . . , xm) ∈ φ(U ∩ f−1(V )) ならば (ψ ◦ f ◦ φ−1)(x1, x2, . . . , xm) = (x1, . . . , xm,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0) である.

(ii) (x1, x2, . . . , xm, 0, . . . , 0) ∈ ψ(V ) ∩ (Rm × {(
n−m︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0)}) ならば (x1, x2, . . . , xm) ∈ φ(U ∩ f−1(V )) である.

証明 (Z, λ) を f(p) ∈ Z である N の局所座標系とする. λ の後ろに Rn の平行移動 x 7→ x− λ(f(p)) を合成する
ことにより, λ(f(p)) = 0 としてよい. (df)p は単射だから, その階数はmである. 故に命題 6.6から (U,φ) と (Z, λ)

に関する f の局所座標表示 λ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(Z)) → λ(Z) は命題 7.4の仮定を満たす. 故に i : Rm → Rn

を命題 7.4の証明で定めたものとすれば, Rn における 0 の開近傍 V ′, V ′′ と Cr 級微分同相写像 g : V ′ → V ′′ で,

次の条件を満たすものが存在する.

(i′) V ′ ⊂ λ(Z) であり x ∈ (λ ◦ f ◦ φ−1)−1(V ′) ならば g((λ ◦ f ◦ φ−1)(x)) = i(x) である.

(ii′) i(x) ∈ V ′′ ∩ (Rm × {(
n−m︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0)}) ならば x ∈ (λ ◦ f ◦ φ−1)−1(V ′) である.

ここで x ∈ (λ ◦ f ◦φ−1)−1(V ′) は (λ ◦ f ◦φ−1)(x) ∈ V ′ と同値で, V = λ−1(V ′) とおくと (λ ◦ f ◦φ−1)(x) ∈ V ′ は
f(φ−1(x)) ∈ λ−1(V ′) = V と同値である. さらに φ の定義域は U だから f(φ−1(x)) ∈ V は φ−1(x) ∈ U ∩ f−1(V )

と同値である. 故に x ∈ (λ◦f◦φ−1)−1(V ′)は x ∈ φ(U∩f−1(V ))と同値になり, φ(U∩f−1(V )) = (λ◦f◦φ−1)−1(V ′)

が成り立つ. ψ = g ◦ λ : V → V ′′ とおけば ψ(V ) = g(λ(V )) = g(V ′) = V ′′ だから (i′), (ii′)から (i), (ii)がそれぞ
れ成り立つことがわかる. □

定義 7.7 M , N をそれぞれ m次元, n次元 Cr 級多様体とし, f : M → N を Cr 級写像とする. すべての p ∈ M

に対して (df)p : TpM → Tf(p)N が単射であるとき, f をはめ込みという.

例 7.8 nを 0でない実数とし f :R→R2 を f(t)=(sin(nt) cos t, sin(nt) sin t) で定義すれば, 次の等式が成り立つ.

f ′(t) =

(
n cos(nt) cos t− sin(nt) sin t

n cos(nt) sin t+ sin(nt) cos t

)
=

(
cos t − sin t

sin t cos t

)(
n cos(nt)

sin(nt)

)
(
cos t − sin t

sin t cos t

)
は正則行列で, すべての実数 tに対して

(
n cos(nt)

sin(nt)

)
は零ベクトルでないため, f ははめ込みである.

例 7.9 R > r > 0 とし, f : R2 → R3 を f(x, y) = (cosx(R+ r cos y), sinx(R+ r cos y), r sin y) で定義すれば

f ′(x, y) =

−(R+ r cos y) sinx −r sin y cosx
(R+ r cos y) cosx −r sin y sinx

0 r cos y


だから f ′(x, y) の第 3行を除いて得られる 2次正方行列の行列式の値は r sin y(R + r cos y) である. sin y 6= 0 の場
合, この値は 0でないため rank f ′(x, y) = 2 である. sin y = 0 の場合は cos y 6= 0 だから, この場合も f ′(x, y) の第
1列と第 2列は 1次独立であるため rank f ′(x, y) = 2 である. 従って f ははめ込みである.

定義 7.10 M , N をそれぞれm次元, n次元 Cr 級多様体とし, f :M → N を Cr 級写像とする. f がはめ込みであ
り, x ∈M を f(x) に対応させる M から N の部分空間 f(M) への写像が同相写像であるとき, f を埋め込みという.

命題 7.11 f :M → N が Cr 級写像で, はめ込みであるとき, 任意の p ∈M に対して p の開近傍 W で, f のW へ
の制限 f |W :W → N が埋め込みになるようなものが存在する.

証明 任意の p ∈ M に対して (df)p : TpM → Tf(p)N は単射だから命題 7.6 により p ∈ U である M の局
所座標系 (U,φ) と f(p) ∈ V である N の局所座標系 (V, ψ) で, (U,φ) と (V, ψ) に関する f の局所座標表示
ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) が任意の (x1, x2, . . . , xm) ∈ φ(U ∩ f−1(V )) に対して

(ψ ◦ f ◦ φ−1)(x1, x2, . . . , xm) = (x1, . . . , xm,

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0) · · · (∗)

を満たすものが存在する. W = U ∩ f−1(V ) とおき, i : Rm → Rn を命題 7.4 の証明で定めたものとすれば, (∗)
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から x ∈ φ(W ) に対して (ψ ◦ f ◦ φ−1)(x) = i(x) だから x ∈ W に対して f(x) = ψ−1(i(φ(x))) が成り立つ. 故
に ψ−1(i(φ(W ))) = f(W ) であり, ψ−1 は Rn の開集合 ψ(V ) から V への同相写像だから, ψ−1 は i(φ(W )) から
f(W ) への同相写像を与える. また, φ は W から Rm の開集合 φ(W ) への同相写像を与え, i は φ(W ) から Rm へ
の同相写像である. 従って f |W :W → N は f(W ) への同相写像である.

W f(W ) V

φ(W ) i(φ(W )) ψ(V )

f

φ

包含写像

i

ψ−1|i(φ(W ))

包含写像
ψ−1

□

定義 7.12 N を n次元 Cr 級多様体とする. N の部分空間 M が次の条件を満たすとき, M を N のm次元 Cr 級
部分多様体という.

(i) m = n の場合 : M は N の開集合である.

(ii) 0 ≦ m < n の場合 : 各 p ∈M に対して p ∈ V を満たす N の局所座標系 (V, ψ) で, ψ の第 i成分の関数を ψ

とするとき M ∩ V = {x ∈ V |ψm+1(x) = ψm+2(x) = · · · = ψn(x) = 0} を満たすものが存在する.

命題 7.13 n次元 Cr 級多様体 N のm次元 Cr 級部分多様体 M はm次元 Cr 級多様体である.

証明 m = n の場合, M は N の開集合だから M は N の開部分多様体 (定義 2.9)である. 0 ≦ m < n の場合, M に
N の部分空間としての位相を与えてM のCr級座標近傍系を以下のように定義する. 各 p ∈M に対して N の局所座
標系 (Vp, ψp) で, 定義 7.12の (ii)の条件を満たすものを選び, Up =M ∩Vp とおくと Up は p を含むM の開集合で,

M =
⋃
p∈M

Up が成り立つ. pr : Rn → Rm を pr(x1, . . . , xm, . . . , xn) = (x1, . . . , xm) で定めて, φp(x) = pr(ψp(x))

で φp : Up → Rm を定める. また i : Rm → Rn を命題 7.4の証明で定めたものとし, jp : Up → Vp を包含写像とす
れば, (Vp, ψp) が定義 7.12の (ii)の条件を満たすことから, i ◦ φp = ψp ◦ jp が成り立つため φp(Up) ⊂ i−1(ψp(Up))

である. x ∈ i−1(ψp(Up)) ならば i(x) = ψp(x) を満たす x ∈ Up が存在する. i(φp(x)) = ψp(jp(x)) = ψp(x) = i(x)

で i は単射だから x = φp(x) ∈ φp(Up) が得られて φp(Up) = i−1(ψp(Up)) がわかる. φ−1
p : φp(Up) → Up を

φ−1
p (x)=ψ−1

p (i(x)) で定めれば x ∈ φp(Up) に対して φp(φ
−1
p (x)) = pr(ψp(ψ

−1
p (i(x)))) = pr(i(x)) = x であり,

x ∈ Up に対して i(x) = ψp(x) を満たす x ∈ i−1(ψp(Up)) が存在するため, 次の等式が成り立つ.

φ−1
p (φp(x)) = ψ−1

p (i(pr(ψp(x)))) = ψ−1
p (i(pr(i(x)))) = ψ−1

p (i(x)) = ψ−1
p (ψp(x)) = x

故に φ−1
p は φp の逆写像だから φp : Up → φp(Up) = i−1(ψp(Up)) は同相写像である. p, q ∈ M に対し,

x ∈ φp(Up ∩ Uq) ならば, φq と φ−1
p の定義から次の等式が成り立つ.

φq(φ
−1
p (x)) = pr(ψq(ψ

−1
p (i(x)))) = pr((ψq ◦ ψ−1

p )(i(x)))

ψq ◦ ψ−1
p は Cr 級写像だから, 上式から φq ◦ φ−1

p も Cr 級写像である. 従って {(Up, φp)}p∈M は M の Cr 級座標
近傍系である. また M は Hausdorff 空間 N の部分空間だから M も Hausdorff 空間である. 以上により M は m

次元 Cr 級多様体である. □

命題 7.14 N を n次元 Cr 級多様体とする. M が N のm次元 Cr 級部分多様体ならば包含写像 iM : M → N は
埋め込みである.

証明 部分空間の位相の定義から iM は M から N の部分空間 M への同相写像である. m = n の場合, M は
N の開部分多様体で, 任意の p ∈ M に対して (diM )p : TpM → TpN は同型写像だから iM ははめ込みである.

0 ≦ m < n の場合, 各 p ∈ M に対して N の局所座標系 (Vp, ψp) で, 定義 7.12の (ii)の条件を満たすものを選び,

命題 7.13 の証明で与えた M の座標近傍系 (Up, φp) を考える. (Up, φp) と (Vp, ψp) に関する iM の局所座標表示
ψp ◦ iM ◦ φ−1

p : φp(Up) → ψp(Vp) は (ψp ◦ iM ◦ φ−1
p )(x) = ψp(ψ

−1
p (i(x))) = i(x) で与えられ, この写像の階数は

m だから, iM ははめ込みである. 以上から iM は埋め込みである. □
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命題 7.15 M , N をm次元 Cr 級多様体とし, f : M → N を Cr 級のはめ込みとする. 各 p ∈ M に対して p の開
近傍 W と f(p) の開近傍 Z で, f の定義域を W に制限したものがW から Z への Cr 級微分同相写像になるもの
が存在し, f(M) は N の開集合である.

証明 p ∈ U である M の局所座標系 (U,φ) と f(p) ∈ V である N の局所座標系 (V, ψ) に関する f の局所座標表
示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) の φ(p) における階数は mだから, 逆写像定理から φ(p) の開近傍 U ′ と
ψ(f(p)) の開近傍 V ′ で ψ ◦ f ◦ φ−1 の定義域を U ′ に制限したものが U ′ から V ′ への Cr 級微分同相写像になるも
のが存在する. 従って W = φ−1(U ′), Z = ψ−1(V ′) とおけば, f の定義域を W に制限したものが W から Z への
Cr 級微分同相写像になる.

各 q ∈ f(M) に対して f(p) = q を満たす p ∈M をとれば, 上の結果から p の開近傍 W と q = f(p) の開近傍 Z

で Z = f(W ) ⊂ f(M) を満たすものがあるので q は f(M) の内点である. 従って f(M) は N の開集合である. □

命題 7.16 M , N をそれぞれm次元, n次元 Cr 級多様体とし, f :M → N を Cr 級の埋め込みとする. このとき f

の像 f(M) は N のm次元 Cr 級部分多様体であり, f は M から f(M) への Cr 級微分同相写像を定める.

証明 m = n の場合, 命題 7.15から f(M) は N の開集合である. f から定まる Cr 級写像 M → f(M) は全単射で,

命題 7.15から各 p ∈M に対して p の開近傍 W と f(p) の開近傍 Z で, f の定義域を W に制限したものが W か
ら Z への Cr 級微分同相写像になるものが存在するため, f は M から f(M) への Cr 級微分同相写像を定める.

m < n の場合, 各 q ∈ f(M) に対して f(p) = q を満たす p ∈M が存在する. i : Rm → Rn を命題 7.4の証明で
定めたものとすれば, 命題 7.6から p ∈ U である M の局所座標系 (U,φ) と q = f(p) ∈ V である N の局所座標系
(V, ψ) で, (U,φ) と (V, ψ) に関する f の局所座標表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) が次の条件を満たす
ものが存在する.

(i) x ∈ φ(U ∩ f−1(V )) ならば (ψ ◦ f ◦ φ−1)(x) = i(x) が成り立つ.

(ii) i(x) ∈ ψ(V ) ∩ (Rm × {(
n−m︷ ︸︸ ︷

0, . . . , 0)}) ならば x ∈ φ(U ∩ f−1(V )) である.

f̄ :M → f(M) を f̄(x) = f(x) で定義すれば f̄ は同相写像だから, f(U ∩ f−1(V )) = f̄(U ∩ f−1(V )) = f(M) ∩O
を満たす N の開集合 O がある. ここで f(M) ∩ O = f(U ∩ f−1(V )) ⊂ f(f−1(V )) ⊂ V が成り立つため,

f(U ∩ f−1(V )) = f(M) ∩ (O ∩ V ) だから, O ∩ V を O と置き直すことによって, O ⊂ V と仮定してよい. ま
た f は単射だから f(U ∩ f−1(V )) = f(U) ∩ f(f−1(V )) = f(U) ∩ V ∩ f(M) = f(U) ∩ V が成り立つ. 従って
f(U) ∩ V =f(M) ∩O であり, この両辺と O との共通部分をとれば O⊂V より, f(U) ∩O=f(M) ∩O が得られる.

ψ の定義域を O に制限して得られる写像も ψ で表し, ψ の第 i成分の関数を ψi として次が成り立つことを示す.

f(M) ∩O = {x ∈ O |ψm+1(x) = ψm+2(x) = · · · = ψn(x) = 0}
f(U) ∩ V = f(M) ∩ O だから x ∈ f(U) ∩ O ならば u ∈ U で f(u) = x を満たすものがある. このとき

f(u) = x ∈ O ⊂ V より u ∈ U ∩ f−1(V ) だから, (i)より ψ(x) = ψ(f(u)) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)(φ(u)) = i(φ(u)) とな
るため, ψm+1(x) = ψm+2(x) = · · · = ψn(x) = 0 である. 逆に x ∈ O が ψm+1(x) = ψm+2(x) = · · · = ψn(x) = 0

を満たすとき, x = (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψm(x)) とおけば
i(x) = (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψm(x), 0, . . . , 0) = ψ(x) ∈ ψ(V ) ∩ (Rm × {(

n−m︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0)})

だから (ii) より φ(u) = x を満たす u ∈ U ∩ f−1(V ) がある. このとき f(u) ∈ f(U) ∩ V = f(M) ∩ O であり,

ψ(f(u)) = (ψ ◦ f ◦ φ−1)(x) = i(x) = ψ(x) だから x = f(u) ∈ f(M) ∩ O が得られる. 故に f(M) は N の m次
元 Cr 級部分多様体であり, ψ̄ : f(M) ∩O → Rm を ψ̄(x) = (ψ1(x), ψ2(x), . . . , ψm(x)) で定めれば (f(M) ∩O, ψ̄)
は f(M) の局所座標系である. (U,φ) と (f(M) ∩ O, ψ̄) に関する f̄ の局所座標表示 ψ̄ ◦ f̄ ◦ φ−1 は (i) により
x ∈ φ(U ∩ f̄−1(f(M) ∩ O)) = φ(U ∩ f−1(O)) を x ∈ ψ̄(f(M) ∩ O) に写す写像である. (ii) により, この写像は
φ(U ∩ f−1(O)) の恒等写像だから, 微分同相写像である. 従って f̄ : M → f(M) の逆写像も Cr 級写像になるため,

f̄ は 微分同相写像である. □
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例 7.17 R > r > 0 とし, 2次元トーラス T 2 (例 2.15)から R3 への写像 j : T 2 → R3 を次で定める.

j((x, y), (z, w)) = (x(R+ rz), y(R+ rz), rw) (x2 + y2 = z2 + w2 = 1)

α, β ∈ R に対し, Uα,β = (α − π, α + π) × (β − π, β + π) とおき, ρα,β(u, v) = ((cosu, sinu), (cos v, sin v)) で
ρα,β : Uα,β → T 2 を定めれば, ρα,β の像は T 2 の開集合で, ρα,β は像の上への同相写像だから, (ρα,β(Uα,β), ρ

−1
α,β) は

T 2 の局所座標系である. このとき j ◦ ρα,β : Uα,β → R3 は例 7.9の写像の定義域を制限したものだから, j ◦ ρα,β は
はめ込みである. このことから j もはめ込みであり, さらに j は単射で埋め込みであることが示される. 従って命題
7.16から j の像は 2次元トーラス T 2 と微分同相である.

8 正則点と臨界点
定義 8.1 M , N をそれぞれm次元, n次元 Cr 級多様体とし, f :M → N を Cr 級写像とする.

(1) p ∈ M において (df)p : TpM → Tf(p)N が全射であるとき, p を f の正則点という. f の正則点でない M の
点を f の臨界点という.

(2) f の臨界点全体からなる集合を Cf で表すとき, Cf の f による像 f(Cf ) に属する N の点を f の臨界値とい
い, f(Cf ) に属さない N の点を f の正則値という.

(3) p ∈M に対し, 線形写像 (df)p : TpM → Tf(p)N の階数を f の p における階数という.

(4) M の点がすべて f の正則点であるとき, f を沈め込みという.

注意 8.2 p ∈ U である M の局所座標系 (U,φ) と f(p) ∈ V である N の局所座標系 (V, ψ) に関する f の局所座
標表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) を考えると, 命題 6.6により, f の p における階数は写像 ψ ◦ f ◦ φ−1

の φ(p) における微分の階数に等しい.

定理 8.3 M , N をそれぞれm次元, n次元 Cr 級多様体とし, f :M → N を Cr 級写像とする. q ∈ f(M) が f の
正則値ならば f−1(q) = {x ∈M | f(x) = q} は M の n−m次元部分多様体である.

証明 任意の p ∈ f−1(q) に対して (df)p : TpM → Tf(p)N は全射だから, 命題 7.5 により p ∈ U である M の
局所座標系 (U,φ) と q = f(p) ∈ V , ψ(q) = 0 を満たす N の局所座標系 (V, ψ) で, これらに関する f の局所座
標表示 ψ ◦ f ◦ φ−1 : φ(U ∩ f−1(V )) → ψ(V ) が任意の (x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) ∈ φ(U ∩ f−1(V )) に対して
(ψ◦f◦φ−1)(x1, . . . , xn, xn+1, . . . , xm) = (x1, . . . , xn)となるものが存在する. φの第 i成分の関数を φi とすれば,上
の主張は「任意の x ∈ U∩f−1(V )に対して ψ(f(x))=(φ1(x), . . . , φn(x))となるものが存在する.」と言い換えられる.

x ∈ U ∩ f−1(V ) が x ∈ f−1(q) を満たせば f(x) = q と ψ(q) = 0 から (φ1(x), . . . , φn(x)) = ψ(f(x)) = ψ(q) = 0

が成り立つため, φ1(x) = · · · = φn(x) = 0 である. 逆に x ∈ U ∩ f−1(V ) が φ1(x) = · · · = φn(x) = 0 を満
たせば ψ(f(x)) = (φ1(x), . . . , φn(x)) = 0 = ψ(q) だから f(x) = q が得られるため, x ∈ f−1(q) である. 以上
から φ の定義域を U ∩ f−1(V ) に制限した写像も φ で表して, M の局所座標系 (U ∩ f−1(V ), φ) を考えれば
f−1(q) ∩ U ∩ f−1(V ) = {x ∈ U ∩ f−1(V ) |φ1(x) = φ2(x) = · · · = φn(x) = 0} が成り立つため, f−1(q) は M の
n−m次元部分多様体である. □

例 8.4 f : Sn → R を f(x1, x2, . . . , xn+1) = xn+1 で定める. 例 2.12の局所座標系 (Un, φn), (Us, φs) と (R, idR)

に関する f の局所座標表示 f ◦ φ−1
n , f ◦ φ−1

s : Rn → R はそれぞれ

(f ◦ φ−1
n )(y1, y2, . . . , yn) =

y21 + y22 + · · ·+ y2n − 1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
= 1− 2

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1

(f ◦ φ−1
s )(y1, y2, . . . , yn) = −y

2
1 + y22 + · · ·+ y2n − 1

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
= −1 +

2

y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1
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で与えられる. 故に ∂(f ◦ φ−1
n )

∂yi
=

4yi
(y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1)2

,
∂(f ◦ φ−1

s )

∂yi
= − 4yi

(y21 + y22 + · · ·+ y2n + 1)2
だから,

f の臨界点は s = φ−1
n (0) と n = φ−1

s (0) であり, f の臨界値は 1 と −1 である.

例 8.5 f : R4 → R3 を f(x, y, z, w) = (x2 − y2 + z2 − w2, 2(xy + zw), x2 + y2 + z2 + w2) で定める. f の
(x, y, z, w) における微分は次のようになる.

f ′(x, y, z, w) =


2x −2y 2z −2w

2y 2x 2w 2z

2x 2y 2z 2w


f ′(x, y, z, w) を行に関して基本変形すれば


x 0 z 0

0 y 0 w

y x w z

 となり, この行列を A とおく. f(x, y, z, w) = (0, 0, 1)

のとき, x2 + z2 = y2 + w2 かつ x2 + y2 + z2 + w2 = 1 だから, (x, z) 6= (0, 0) かつ (y, w) 6= (0, 0) が成り立つ
ので, A の 1 行目と 2 行目は 1 次独立である. a(x, 0, z, 0) + b(0, y, 0, w) = (y, x, w, z) とおけば ax = y, az = w

であり, これらを xy + zw = 0 に代入すれば x2 + z2 6= 0 より a = 0 が得られるため, y = w = 0 となって矛
盾が生じる. 故に f(x, y, z, w) = (0, 0, 1) のとき A の行はすべて 1 次独立だから A の階数は 3 である. 従って
f(x, y, z, w) = (0, 0, 1) ならば f ′(x, y, z, w) の階数は 3だから, (0, 0, 1) は A の正則値である. また, θ ∈ R に対し
て f

(
cos θ√

2
,− sin θ√

2
,
sin θ√

2
,
cos θ√

2

)
= (0, 0, 1) だから f−1(0, 0, 1) は空集合ではないので, 定理 8.4により f−1(0, 0, 1)

は R4 の 1次元部分多様体である.

次に Cr 級写像の臨界値全体の集合は「体積が 0」であることを主張する Sardの定理を示すために, 「多様体の部
分集合の体積が 0」であるという概念を以下で数学的きちんと定義する.

記号 8.6 m × n 行列 A = (aij) に対して ‖A‖∞ = max{|aij | | i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n} とおく. また
x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn に対して ‖x‖∞ = max{|x1|, |x2|, . . . , |xn|} とおいて関数 d∞ : Rn × Rn → Rn を
d∞(x,y) = ‖x− y‖∞ で定めれば d∞ も Rn の距離関数である. 距離空間 (Rn, d∞) における中心が p ∈ Rn, 半径
r の開球 {x ∈ Rn | d∞(x,p) < r} を Cn(p ; r) で表し, その閉包 {x ∈ Rn | d∞(x,p) ≦ r} を C

n
(p ; r) で表す. ま

た p = 0 の場合, Cn(0 ; r), C
n
(0 ; r) をそれぞれ Cn(r), Cn(r) と略記する.

注意 8.7 幾何学 I例 5.13より d∞(x,y) ≦ d2(x,y) ≦
√
nd∞(x,y) だから, d2 から定まる Rn の位相と d∞ から

定まる Rn の位相は一致して, 幾何学演習 II 例題 1.12, 例題 1.13から {
Cn
(
p ; 1

m

) ∣∣p ∈ Qn, m ∈ N} は d∞ から定
まる Rn の位相の可算基である.

Cn(p ; r), C
n
(p ; r) は一辺の長さが 2r の「n次元立方体」だから, これらの体積は 2nrn であると定め, まずユー

クリッド空間の部分集合の測度が 0 であることを定義する.

定義 8.8 A を Rn の部分集合とする. 任意の ε > 0 に対して, pi ∈ Rn, ri > 0 (i ∈ N) で, 条件
A ⊂

∞⋃
i=1

Cn(pi; ri) かつ
∞∑
i=1

(Cn(pi ; ri) の体積) =
∞∑
i=1

2nrni < ε

を満たすものが存在するとき, A の測度は 0であるという.

注意 8.9 p が A の内点ならば Cn(p ; r) ⊂ A となる r > 0 があるので, A の測度は 0ではない. 故に A の測度は
0ならば Ai = ∅ だから命題 1.6の (5)から Rn −A = Rn である.

n次実直交行列 P と c ∈ Rn に対し, TP,c(x) = Px+ c で定義される写像 TP,c : Rn → Rn を Rn の合同変換と
いう. P は直交行列だから P から定まる 1次変換はベクトルの長さを保つため 2点間の距離を保ち, 平行移動も 2点
間の距離を保つため, これらの合成写像である合同変換も 2点間の距離を保つ.
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a, b ∈ Rn とし, a, b の第 i成分をそれぞれ ai, bi とする. ai > bi となる i があれば Ia,b = ∅ とし, すべての i に
対して ai ≦ bi のときは　 Ia,b = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [an, bn] とおいて Ia,b を n次元直方体という. また, すべ
ての i に対して ai ≦ bi のとき (b1 − a1)(b2 − a2) · · · (bn − an) を Ia,b の体積といい, v(Ia,b) で表す.

補題 8.10 a, b ∈ Rn と任意の ε > 0 に対し, p1,p2, . . . ,pN ∈ Rn と r1, r2, . . . , rN > 0 で Ia,b ⊂
N⋃
i=1

Cn(pi; ri)

かつ
N∑
i=1

2nrni − v(Ia,b) < ε を満たすものが存在する.

証明 a, b の第 i成分をそれぞれ ai, bi として, すべての i = 1, 2, . . . , n に対して k >
1√

bi − ai
を満たす自然数 k を

任意にとる. i = 1, 2, . . . , nに対し j > k(bi−ai)−
1

k
を満たす最小の整数 jを ki とすれば ki−1 ≦ k(bi−ai)−

1

k
< ki

だから ai +
ki − 1

k
− 1

k2
≦ bi < ai +

ki
k

+
1

k2
である. 従って [ai, bi] ⊂

ki⋃
j=1

(
ai +

j−1
k − 1

k2 , ai +
j
k + 1

k2

) が成り立
つため, 各 i = 1, 2, . . . , n に対して 1 ≦ ji ≦ ki を満たす自然数の列 j1, j2, . . . , jn に対し ai +

2ji − 1

2k
を第 i成分と

する Rn のベクトルを pj1,j2,...,jn とすれば Ia,b ⊂
⋃

1≦ji≦ki
Cn
(
pj1,j2,...,jn ;

1
2k + 1

k2

) が成り立つ. この右辺は体積が(
1

k
+

2

k2

)n
である立方体の

n∏
i=1

ki 個の合併集合である. ki ≦ k(bi − ai)−
1

k
+ 1 だから次の不等式が成り立つ.(

1

k
+

2

k2

)n n∏
i=1

ki ≦
(
1

k
+

2

k2

)n n∏
i=1

(
k(bi − ai)−

1

k
+ 1

)
=

(
1 +

2

k

)n n∏
i=1

(
bi − ai −

1

k2
+

1

k

)
lim
k→∞

(
1 +

2

k

)n n∏
i=1

(
bi − ai −

1

k2
+

1

k

)
=

n∏
i=1

(bi − ai) = v(Ia,b) だから, 任意の ε > 0 に対して自然数 K で k ≧ K

ならば
(
1 +

2

k

)n n∏
i=1

(
bi − ai −

1

k2
+

1

k

)
− v(Ia,b) < ε となるものが存在するため, 主張が成り立つ. □

合同変換による n次元直方体の像も n次元直方体といい, その体積はもとの n次元直方体に等しいとする. すなわ
ち, n次直交行列 P , a, b, c ∈ Rn に対して v(TP,c(Ia,b)) = v(Ia,b) とする.

命題 8.11 A を Rn の部分集合とする. 任意の ε > 0 に対して A ⊂
∞⋃
i=1

Ii かつ
∞∑
i=1

v(Ii) < ε を満たす n次元直方
体の族 (Ii)i∈N が存在すれば A の測度は 0である.

証明 仮定から任意の ε > 0 に対して A ⊂
∞⋃
i=1

Ii かつ
∞∑
i=1

v(Ii) <
ε

2
√
nn
を満たす n次元直方体の族 (Ii)i∈N が存在

する. 各 i ∈ N に対して n次直交行列 Pi と ai, bi, ci ∈ Rn で Ii = TPi,ci(Iai,bi) を満たすものが存在し, さらに補
題 8.10から pij ∈ Rn, rij > 0 (j = 1, 2, . . . , Ni) で Iai,bi ⊂

Ni⋃
j=1

Cn(pij ; rij) かつ
Ni∑
j=1

2nrnij < v(Iai,bi)+
ε

2i+1
√
nn

を満たすものがある. 故に v(Iai,bi) = v(Ii) と
∞∑
i=1

v(Ii) <
ε

2
√
nn
を上の不等式に用いれば次の不等式が得られる.

∞∑
i=1

Ni∑
j=1

2nrnij <

∞∑
i=1

v(Iai,bi) +

∞∑
i=1

ε

2i+1
√
nn

=

∞∑
i=1

v(Ii) +
ε

2
√
nn

<
ε√
nn

· · · (i)

ここで Cn(pij ; rij) は pij を中心とし, 半径が √
nrij の開球 Bn

(
pij ;

√
nrij

) に含まれ, TPi,ci が距離を保つことか
ら TPi,ci による Bn

(
pij ;

√
nrij

) の像は Bn
(
TPi,ci(pij) ;

√
nrij

) に一致するため次の包含関係が成り立つ.

Ii = TPi,ci(Iai,bi) ⊂
Ni⋃
j=1

TPi,ci(C
n(pij ; rij)) ⊂

Ni⋃
j=1

TPi,ci
(
Bn
(
pij ;

√
nrij

))
=

Ni⋃
j=1

Bn
(
TPi,ci(pij) ;

√
nrij

)
· · · (ii)

Bn
(
TPi,ci(pij) ;

√
nrij

)
⊂ Cn

(
TPi,ci(pij) ;

√
nrij

) だから (ii)より A ⊂
∞⋃
i=1

Ii ⊂
∞⋃
i=1

Ni⋃
j=1

Cn
(
TPi,ci(pij) ;

√
nrij

) が
成り立ち, Cn

(
TPi,ci(pij) ;

√
nrij

) は体積が (2
√
nrij)

n = 2n
√
nnrnij の立方体で, (i)より

∞∑
i=1

Ni∑
j=1

2n
√
nnrnij < ε だ
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から A の測度は 0である. □

Cr 級多様体 M の部分集合 A の測度が 0であることの定義には局所座標系を用いる.

定義 8.12 Cr 級多様体 M の部分集合 A が次の条件を満たすとき, A の測度は 0であるという.

M の任意の局所座標系 (U,φ) に対して φ(A ∩ U) の測度が 0 である.

命題 8.13 M を Cr 級多様体とする. すべての i ∈ N に対して M の部分集合 Ai の測度が 0ならば
∞⋃
i=1

Ai の測度
も 0である.

証明 M = Rn の場合, 仮定から任意の ε > 0 に対して, pij ∈ Rn, rij > 0 (i, j ∈ N) で Ai ⊂
∞⋃
j=1

Cn(pij ; rij) かつ
∞∑
j=1

2nrnij <
ε

2i
を満たすものが存在する. このとき

∞⋃
i=1

Ai ⊂
∞⋃
i=1

∞⋃
j=1

Cn(pij ; rij) であり,
∞∑
i=1

∞∑
j=1

2nrnij <
∞∑
i=1

ε

2i
= ε

が成り立つため,
∞⋃
i=1

Ai は測度が 0 である.

M を Cr 級多様体とし, (U,φ) を M の任意の局所座標系とする. 仮定から各 i ∈ N に対して φ(Ai ∩ U) は測度
が 0である Rn の部分集合だから上の結果より φ

(( ∞⋃
i=1

Ai

)
∩ U

)
=

∞⋃
i=1

φ(Ai ∩ U) も測度が 0である Rn の部分

集合である. 従って
∞⋃
i=1

Ai は測度が 0である. □

補題 8.14 m× n行列 A, x ∈ Rn に対して ‖Ax‖∞ ≦ n‖A‖∞‖x‖∞ が成り立つ.

証明 A = (aij) とおき, x の第 j 成分を xj とすれば i = 1, 2, . . . ,m に対して

|(Axの第 i成分)| =
∣∣∣∣ n∑
j=1

aijxj

∣∣∣∣ ≦ n∑
j=1

|aij ||xj | ≦
n∑
j=1

‖A‖∞‖x‖∞ = n‖A‖∞‖x‖∞

だから ‖Ax‖∞ ≦ n‖A‖∞‖x‖∞ である. □

次の補題は幾何学 II系 3.10の類似である.

補題 8.15 b を定数とし, C1 級写像 f : Cn(p ; r) → Rm が任意の x ∈ Cn(p ; r) と i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, 2, . . . , n

に対して
∣∣∣∣ ∂fi∂xj

(x)

∣∣∣∣ ≦ b を満たすとき, x,y ∈ Cn(p ; r) に対して ‖f(x)− f(y)‖∞ ≦ bn‖x− y‖∞ が成り立つ.

証明 i = 1, 2, . . . ,m に対して gi : [0, 1] → R を gi(t) = fi(y+ t(x−y)) で定めると, gi は (0, 1) の各点で微分可能
であり, 合成写像の微分法から g′i(t) = f ′i(y+ t(x−y))(x−y) が成り立つ. 平均値の定理から gi(1)− gi(0) = g′i(θi)

を満たす 0 < θi < 1 があるため, fi(x)− fi(y) = gi(1)− gi(0) = g′i(θi) = f ′i(y + θi(x− y))(x− y) である. 従っ
て (∗)と補題 8.14から次の不等式が得られる.

|fi(x)− fi(y)| = |f ′i(y + θi(x− y))(x− y)| ≦ n‖f ′i(y + θi(x− y))‖∞‖x− y‖∞

仮定から任意の x ∈ Cn(p ; r) に対して ‖f ′i(x)‖∞ ≦ b だから, 上式から |fi(x) − fi(y)| ≦ bn‖x − y‖∞ が
i = 1, 2, . . . ,m に対して成り立つ. 従って ‖f(x)− f(y)‖∞ ≦ bn‖x− y‖∞ である. □

命題 8.16 U を Rn の開集合, f : U → Rn を C1 級写像とする. U の部分集合 A の測度が 0ならば f(A) の測度
も 0である.

証明 C
n
(p ; r) ⊂ U を満たす p ∈ Rn, r > 0 に対し,

∣∣∣∣ ∂fi∂xj
(x)

∣∣∣∣ ≦ b がすべての x ∈ C
n
(p ; r) と i, j = 1, 2, . . . , n

に対して成り立つように b を定める. A ∩ Cn(p ; r) の測度は 0 だから, 任意の ε > 0 に対して, xi ∈ Rn, si > 0

(i ∈ N) で A ∩ Cn(p ; r) ⊂
∞⋃
i=1

Cn(xi ; si) ⊂ Cn(p ; r) かつ
∞∑
i=1

2nsni <
ε

bnnn
を満たすものがある. 補題 8.15から

x,y ∈ Cn(p ; r) に対して ‖f(x)− f(y)‖∞ ≦ bn‖x− y‖∞ が成り立つため x ∈ Cn(xi ; si) ならば
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‖f(x)− f(xi)‖∞ ≦ bn‖x− xi‖∞ < bnsi

だから f(x) ∈ Cn(f(xi) ; bnsi) である. 故に f(Cn(xi ; si)) ⊂ Cn(f(xi) ; bnsi) より

f(A ∩ Cn(p ; r)) ⊂
∞⋃
i=1

f(Cn(xi ; si)) ⊂
∞⋃
i=1

Cn(f(xi); bnsi)

かつ
∞∑
i=1

2nbnnnsni < ε が成り立つため, f(A ∩Cn(p ; r)) の測度は 0 である. 注意 8.7から A ⊂
∞⋃
i=1

Cn
(
pi ;

1
mi

) か
つ C

n(
pi ;

1
mi

)
⊂ U を満たす pi ∈ Qn, mi ∈ N (i ∈ N) が存在して

f(A) = f

( ∞⋃
i=1

(
A ∩ Cn

(
pi;

1
mi

))
=

∞⋃
i=1

f
(
A ∩ Cn

(
pi;

1
mi

))
だから, 上の結果と命題 8.13から f(A) の測度は 0である. □

補題 8.17 Cr 級多様体 M の部分集合 A に対し, M の局所座標系 (U,φ) で A ⊂ U を満たすものが存在して φ(A)

が測度 0ならば A は測度 0 である.

証明 M の任意の局所座標系 (V, ψ) に対し, (U,φ) から (V, ψ) への座標変換 ψ ◦ φ−1 : φ(U ∩ V ) → ψ(U ∩ V ) に
よる φ(A) の部分集合 φ(A ∩ V ) の像 ψ(A ∩ V ) は命題 8.16によって測度は 0である. 従って A は測度 0である.□

命題 8.18 M を Cr 級多様体とする. M の部分集合 A に対し, M の座標近傍系 {(Ui, φi)}i∈I で I が可算集合か
つすべての i ∈ I に対して φi(A ∩ Ui) の測度が 0になるものが存在すれば, A の測度は 0である.

証明 (U,φ) を M の任意の局所座標系とする. 仮定から, すべての i ∈ I に対して φi(A ∩ U ∩ Ui) の測度は 0で,

(Ui, φi) から (U,φ) への座標変換 φ ◦ φ−1
i : φi(U ∩ Ui) → φ(U ∩ Ui) による φi(A ∩ U ∩ Ui) の像 φ(A ∩ U ∩ Ui)

は命題 8.16によって測度が 0 である. M =
⋃
i∈I

Ui より φ(A ∩ U) = φ
(
A ∩ U ∩

⋃
i∈I

Ui

)
=
⋃
i∈I

φ(A ∩ U ∩ Ui) だか
ら命題 8.13から φ(A ∩ U) の測度は 0である. □

補題 8.19 n < m ならば Cn(p; r) × {(
m−n 個︷ ︸︸ ︷
0, · · · , 0)} = {(x,

m−n 個︷ ︸︸ ︷
0, · · · , 0) ∈ Rm |x ∈ Cn(p; r)} の形の Rm の部分集合

の測度は 0である.

証明 p = (p1, p2, . . . , pn) とおく. 自然数 k と i = 1, 2, . . . , n, j = 1, 2, . . . , 2k − 1 に対して, pi,j = pi − r +
jr

k
と

おき, Ii,j =
(
pi,j − r

k , pi,j +
r
k

) によって開区間 Ii,j を定めれば (pi − r, pi + r) = Ii,1 ∪ Ii,2 ∪ · · · ∪ Ii,2k−1 が成り立
つ. Cn(p; r) = (p1 − r, p1 + r)× (p2 − r, p2 + r)× · · · × (pn − r, pn + r) だから次の等式が成り立つ.

Cn(p; r) =
⋃

1≦j1,j2,...,jn≦2k−1

(I1,j1 × I2,j2 × · · · × In,jn)

1 ≦ j1, j2, . . . , jn ≦ 2k − 1 に対し pj1,j2,...,jn = (p1,j1 , p2,j2 , . . . , pn,jn ,

m−n 個︷ ︸︸ ︷
0, . . . , 0) ∈ Rm とおけば, 上式から

Cn(p; r)× {(
m−n 個︷ ︸︸ ︷
0, · · · , 0)} ⊂

⋃
1≦j1,j2,...,jn≦2k−1

Cm
(
pj1,j2,...,jn ;

r
k

)
が得られるため Cn(p; r) × {(

m−n 個︷ ︸︸ ︷
0, · · · , 0)} は体積が 2mrm

km
である m 次元立方体 (2k − 1)n 個の合併集合に含まれ

る. これらの立方体の体積の合計は 2mrm(2k − 1)n

km
で,

2mrm(2k − 1)n

km
<

2mrm(2k)n

km
=

2m+nrm

km−n だから, 任意

の ε > 0 に対して k >

(
2m+nrm

ε

) 1
m−n

を満たす自然数 k を選べば, 上記の立方体の体積の合計 2mrm(2k − 1)n

km

は ε より小さくなる. 故に Cn(p; r)× {(
m−n 個︷ ︸︸ ︷
0, · · · , 0)} の測度は 0である. □

命題 8.20 U を Rn の開集合, f : U → Rm を C1 級写像とする. n < m ならば f(U) の測度は 0である.
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証明 注意 8.7から U =
∞⋃
i=1

Cn(pi; ri) を満たす pi ∈ Qn, ri > 0 (i ∈ N) が存在するため, Rm の部分集合として

U ×{0} =
∞⋃
i=1

(Cn(pi; ri)×{0}) である. 補題 8.19から Cn(pi; ri)×{0} の測度は 0だから命題 8.13から U ×{0}

の測度も 0である. 一方 prU : U ×Rm−n → U を prU (x,y) = x で定めて合成写像 f ◦ prU : U ×Rm−n → Rm

を考える. U ×Rm−n は Rm の開集合で, f(U) = (f ◦ prU )(U × {0}) だから命題 8.16 により f(U) の測度は 0で
ある. □

補題 8.21 Cr 級多様体 M が可算基をもつ (幾何学演習 II 定義 1.9) ならば, 可算集合である M の基底 C と
{(U,φU )}U∈C という形の M の座標近傍系が存在する.

証明 B を可算集合であるM の基底とし, {(Ui, φi)}i∈I をM の座標近傍系として, B の部分集合 C を次で定義する.

C = {U ∈ B |U ⊂ Uiを満たす i ∈ Iが存在する.}

M の開集合 O と i ∈ I に対し, Γi ⊂ B で O ∩Ui =
⋃

U∈Γi

U を満たすものがある. 各 U ∈ Γi に対して U ⊂ Ui だか
ら Γi ⊂ C である. 故に Γ =

⋃
i∈I

Γi とおくと Γ ⊂ C であり, M =
⋃
i∈I

Ui から

O = O ∩M = O ∩
(⋃
i∈I

Ui

)
=
⋃
i∈I

(O ∩ Ui) =
⋃
i∈I

( ⋃
U∈Γi

U
)
=
⋃
U∈Γ

U

が得られるため, C は M の基底である. 各 U ∈ C に対して U ⊂ UiU を満たす iU ∈ I を選び, φiU の定義域を U に
制限して得られる写像を φU : U → φiU (U) とすれば, (U,φU ) は M の局所座標系である. このとき {(U,φU )}U∈C

は M の座標近傍系で, C は可算集合である M の基底である. □

命題 8.22 M , N をそれぞれm次元, n次元 Cr 級多様体とし, f : M → N を Cr 級写像とする. M が可算基をも
ち, m < n ならば f(M) の測度は 0である.

証明 (V, ψ) を N の局所座標系とし, 補題 8.21のような M の座標近傍系 {(U,φU )}U∈C をとる. f−1(V ) は M の
開集合だから, Γ ⊂ C で f−1(V ) =

⋃
U∈Γ

U を満たすものがあって

ψ(f(M) ∩ V ) = ψ(f(f−1(V ))) = ψ

(
f

(⋃
U∈Γ

U

))
=
⋃
U∈Γ

ψ(f(U)) =
⋃
U∈Γ

(ψ ◦ f ◦ φ−1
U )(φU (U))

が成り立つ. (ψ ◦ f ◦ φ−1
U )(φU (U)) は命題 8.20により測度が 0で, Γ はたかだか可算な集合だから, 上式と命題 8.13

によって f(M) の測度は 0である. □

補題 8.23 M を可算基をもつm次元 Cr 級多様体とする. M =
⋃
i∈I

Oi を満たす M の開集合族 (Oi)i∈I に対し, M

の座標近傍系 {(Ũk, φk)}k∈N で次の条件を満たすものが存在する.

(i) 各 k ∈ N に対して φk(Ũk) = Cm(2) かつ Ũk⊂ Oi(k) となる i(k) ∈ I が存在する.

(ii) Uk = φ−1
k (Cm(1)) とおけば M =

∞⋃
k=1

Uk である.

証明 {(Vj , ψj)}j∈J を M の座標近傍系とし, 各 p ∈ M に対し, p ∈ Oip ∩ Vjp を満たす ip ∈ I, jp ∈ J を選
ぶ. ψjp を ψ′

jp
(x) = ψjp(x) − ψjp(p) で定義される写像 ψ′

jp
で置き換えることにより ψjp(p) = 0 であるとす

れば ψjp(Oip ∩ Vjp) は 0 の開近傍だから rp > 0 で Cm(rp) ⊂ ψjp(Oip ∩ Vjp) を満たすものがある. このとき
ψ−1
jp

(
Cm
( rp

2

)) は Oip ∩ Vjp に含まれる p の開近傍であり M =
⋃
p∈M

ψ−1
jp

(
Cm
( rp

2

)) だから, 幾何学演習 II 例題

3.1から p1, p2, . . . , pk, . . . ∈ M でM =
∞⋃
k=1

ψ−1
jpk

(
Cm
( rpk

2

)) を満たすものがある. Ũk = ψ−1
jpk

(Cm(rpk)) とおけば
Ũk ⊂ Oipk ∩ Vjpk かつ ψjpk (Ũk) = Cm(rpk) が成り立つ. 従って φk : Ũk → Cm(2) を φk(x) = 2r−1

pk
ψjpk (x) で定

めれば φk(Ũk) = Cm(2), φ−1
k (Cm(1)) = ψ−1

jpk

(
Cm
( rpk

2

)) が成り立つため, {(Ũk, φk)}k∈N は与えられた条件を満
たす M の座標近傍系である. □
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(X, d), (Y, d′) を距離空間とし, d から定まる X の位相 を Od とすれば, 位相空間 (X,Od) はコンパクトであると
する. 幾何学 I命題 12.2より距離関数 d : X ×X → R は連続だから r > 0 に対して d−1((−∞, r]) は X ×X の閉
集合である. 命題 1.27から X ×X はコンパクトだから命題 1.22により d−1((−∞, r]) もコンパクトである. 従って
連続写像 g : X → Y が与えられたとき, (x, y) ∈ d−1((−∞, r]) を d′(g(x), g(y)) に対応させる d−1((−∞, r]) 上の実
数値関数は最大値をもつ. この最大値を µ(r) で表して, r > 0 を µ(r) に対応させる関数を µ : (0,∞) → R とする.

補題 8.24 r < s ならば µ(r) ≦ µ(s) であり, lim
r→+0

µ(r) = 0 である.

証明 r < s ならば (−∞, r] ⊂ (−∞, s] だから d−1((−∞, r]) ⊂ d−1((−∞, s]) である. 従って µ の定義から r < s

ならば µ(r) ≦ µ(s) である. 幾何学 I 定理 12.10 より g は一様連続だから, 任意の ε > 0 に対し δ > 0 で条件
「d(x, y) < δ ならば d′(g(x), g(y)) < ε」を満たすものが存在する. 故に 0 < r < δ かつ (x, y) ∈ d−1((−∞, r])) なら
ば d(x, y) ≦ r < δ だから d′(g(x), g(y)) < ε となるため, 0 ≦ µ(r) < ε である. □

A を正則行列でないm次正方行列とするとき, A から定まる 1次変換 TA : Rm → Rm の像は TA の臨界値全体の
集合であり, m− 1次元以下の Rm の部分空間だから測度が 0である. 従って c ∈ Rm に対して TA,c(v) = Av + c

で定義される写像 TA,c : Rm → Rm の臨界値全体の集合の測度は 0 である. f が Rm の開集合から Rm の
開集合への写像で, x が f の臨界点ならば f の x における微分 f ′(x) は正則行列ではなく, f は x の近くで
Tx(y) = f(x) + f ′(x)(y − x) で定義される写像 Tx : Rm → Rm によって近似される. 従って f は x の近くの領
域 D を Tx の像の近くに写し, Tx の像は測度が 0の集合だから f による D の像の「体積」はもとの D の体積に比
べて「非常に小さく」なっていると考えられる. この点に着目し, f を x の近くで Tx で近似したときの誤差を評価
することによって, f の臨界値全体の集合の測度は 0であることを主張する次の定理を示す.

定理 8.25 M , N をm次元 C1 級多様体とし, f : M → N を C1 級写像とする. M が可算基をもつとき, f の臨界
値全体の集合の測度は 0である.

証明 {(Vi, ψi)}i∈I を N の座標近傍系とすれば, (f−1(Vi))i∈I は M =
⋃
i∈I

f−1(Vi) を満たす M の開集合族

だから, Oi = f−1(Vi) とおけば M の座標近傍系 {(Ũk, φk)}k∈N で補題 8.23 の条件を満たすものが存在する.

Uk = φ−1
k (Cm(1)) とおき, f の臨界点全体の集合を Cf とすれば M =

∞⋃
i=1

Uk より Cf =
∞⋃
k=1

(Uk ∩ Cf ) だから

f(Cf ) =
∞⋃
k=1

f(Uk ∩ Cf ) が成り立つため, 各 k ∈ N に対して f(Uk ∩ Cf ) の測度が 0 であることを示せば, 命題
8.13 より f の臨界値全体の集合 f(Cf ) の測度が 0 であることが示される. f(Ũk) ⊂ Vi(k) を満たす i(k) ∈ I を
選び, f̃ : Cm(2) → Rm を f̃(x) = ψi(k)(f(φ

−1
k (x))) で定義する. また, f̃ の定義域を Cm(1) に制限した写像を

f̂ : Cm(1) → Rm とすれば命題 6.6 より, f̂ の臨界点全体の集合は φk(Uk ∩ Cf ) だから, f̂ の臨界値全体の集合は
f̂(φk(Uk ∩Cf )) = ψi(k)(f(Uk ∩Cf )) である. 従って f̂ の臨界点全体の集合が測度 0であることを示せば, 補題 8.17

により f(Uk ∩ Cf ) の測度が 0であることが導かれる.

f̃ の第 i成分の関数を f̃i : C
m(2) → R とすれば x,y ∈ Cm(1) に対して補題 8.15の証明における等式 (∗)

f̃i(y)− f̃i(x) = f̃ ′i(x+ θi(y − x))(y − x) · · · (i)

を満たす 0 < θi < 1 がある. x ∈ Cm(2) を max

{∣∣∣∣ ∂f̃i∂xj
(x)

∣∣∣∣ ∣∣∣∣ i, j = 1, 2, . . . ,m

}
に対応させる関数を g とすれば, g

は連続だから C
m
(1) における最大値が存在する. この最大値を b とすれば, 任意の x ∈ Cm(1) と i, j = 1, 2, . . . ,m

に対して
∣∣∣∣ ∂f̃i∂xj

(x)

∣∣∣∣ ≦ b だから補題 8.15から x,y ∈ Cm(1) に対して ‖f̃(x)− f̃(y)‖∞ ≦ bm‖x− y‖∞ が成り立つ.

従って ε > 0 に対して x,y ∈ Cm(1) かつ ‖x− y‖∞ ≦ ε ならば ‖f̃(x)− f̃(y)‖∞ ≦ bm‖x− y‖∞ ≦ εbm だから
f̃(y) ∈ C

m
(f̃(x) ; εbm) · · · (ii)

が成り立つ.
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x ∈ Cm(1) を固定して写像 Tx : Cm(2) → Rn を Tx(y) = f̃(x) + f̃ ′(x)(y − x) で定義する. Tx の第 i成分の関
数を Tx,i : C

m(2) → R とすれば x,y ∈ Cm(1) に対して Tx,i(y) = f̃i(x) + f̃ ′i(x)(y − x) だから (i)より
f̃i(y)− Tx,i(y) = (f̃ ′i(x+ θi(y − x))− f̃ ′i(x))(y − x) · · · (iii)

が得られる. r > 0 に対し, D(r) = {(x,y) ∈ C
m
(1)×C

m
(1) | ‖x− y‖∞ ≦ r} とおく. C

m
(1) はコンパクトだから

(x,y) ∈ D(r) を ‖f̃ ′(x)− f̃ ′(y)‖∞ に対応させる関数は最大値をもつため, その値を µ(r) とする. 0 < θi < 1 だか
ら (x,y) ∈ D(r) ならば (x+ θi(y − x),x) ∈ D(r) であることに注意すれば µ(r) の定義から

‖f̃ ′i(x+ θi(y − x))− f̃ ′i(x)‖∞ ≦ ‖f̃ ′(x+ θi(y − x))− f̃ ′(x)‖∞ ≦ µ(r)

である. 従って (iii)と補題 8.14より, x,y ∈ Cm(1) かつ ‖x− y‖∞ ≦ r ならば i = 1, 2, . . . ,m に対して

|f̃i(y)− Tx,i(y)| = |(f̃ ′i(x+ θi(y − x))− f̃ ′i(x))(y − x)| ≦ ‖(f̃ ′i(x+ θi(y − x))− f̃ ′i(x)‖∞‖y − x‖∞
≦ µ(r)‖y − x‖∞

が成り立つため, x,y ∈ Cm(1) かつ ‖x− y‖∞ ≦ r ならば次の不等式が成り立つ.

‖f̃(y)− Tx(y)‖∞ ≦ µ(r)‖y − x‖∞ · · · (iv)

x ∈ Cm(1) が f̂ の臨界点ならばm次正方行列 f̃ ′(x) の階数はmより小さいため f̃ ′(x) の全ての列ベクトルと直交
する単位ベクトル nx ∈ Rm が存在し, Hx = {v ∈ Rm | (v − f̃(x),nx) = 0} とおけば Tx の像は Hx に含まれる.

以後 x ∈ Cm(1) は f̂ の臨界点とする. y ∈ Cm(1) かつ ‖x− y‖∞ ≦ ε ならば (iv) より次の不等式が成り立つ.

‖f̃(y)− Tx(y)‖ ≦ √
m‖f̃(y)− Tx(y)‖∞ ≦ √

mµ(ε)‖y − x‖∞ ≦ √
mεµ(ε) · · · (v)

Sx = {v ∈ Rn | |(v − f̃(x),nx)| ≦
√
mεµ(ε)} とおく. v ∈ Rm, u ∈ Hx ならば (u − f̃(x),nx) = 0 であり,

v̄ = v − (v − f̃(x),nx)nx とおけば (v̄ − f̃(x),nx) = 0 だから (v̄ − u,nx) = ((v̄ − f̃(x))− (u− f̃(x)),nx) = 0

が成り立つため, ‖v−u‖2 = ‖v̄+ (v− f̃(x),nx)nx −u‖2 = ‖v̄−u‖2 + (v− f̃(x),nx)
2 ≧ (v− f̃(x),nx)

2 が得
られる. 従って v ∈ Rm に対し, u ∈ Hx で ‖v − u‖ ≦ √

mεµ(ε) を満たすものが存在すれば v ∈ Sx だから (v)か
ら y ∈ Cm(1) かつ ‖y − x‖∞ ≦ ε ならば f̃(y) ∈ Sx である.

上の結果と (ii)により y ∈ Cm(1) かつ ‖y − x‖∞ ≦ ε ならば f̃(y) ∈ C
m
(f̃(x) ; εbm) ∩ Sx である.

p ∈ Rm と r > 0 に対し, Bm(p ; r) = {v ∈ Rm | ‖v − p‖ ≦ r} とおくと C
m
(p ; r) ⊂ Bm

(
p ;

√
mr
) だから

C
m
(f̃(x) ; εbm) ∩ Sx ⊂ Bm

(
f̃(x) ; εbm

√
m
)
∩ Sx である. f̃(x) を中心として m次元立方体 C

m(
f̃(x) ; εbm

√
m
)

を回転して xm = 0 の面が Hx に平行になるようにしたものを Ĉm
(
f̃(x) ; εbm

√
m
) とすれば Bm

(
f̃(x) ; εbm

√
m
)

が C
m(
f̃(x) ; εbm

√
m
) に含まれるので Bm

(
f̃(x) ; εbm

√
m
) は Ĉm

(
f̃(x) ; εbm

√
m
) にも含まれる. 故に

C
m
(f̃(x) ; εbm) ∩ Sx は Ĉm

(
f̃(x) ; εbm

√
m
)
∩ Sx に含まれ, Ĉm

(
f̃(x) ; εbm

√
m
)
∩ Sx は一辺の長さが

2εbm
√
m である m − 1 次元立方体を底面とし, 高さが 2

√
mεµ(ε) である m 次元直方体だから, その体積は(

2εbm
√
m
)m−1 · 2

√
mεµ(ε) = (2ε)mbm−1m

3
2m−1µ(ε) に等しい. 従って, y ∈ Cm(1) かつ ‖y − x‖∞ ≦ ε ならば

f̃(y) は体積が (2ε)mbm−1m
3
2m−1µ(ε) であるm次元直方体に含まれる.

k を自然数とし, 1− k 以上 k 以下の整数の列 i1, i2, . . . , im に対し, pi1,i2,...,im を第 l成分が 2il − 1

2k
である Rm

のベクトルとすれば, C
m
(1) は (2k)m 個の立方体 C

m(
pi1,i2,...,im

1
k

) の合併集合である. x,y ∈ C
m(

pi1,i2,...,im ;
1
k

)
ならば ‖y − x‖∞ = ‖(y − pi1,i2,...,im)+ (pi1,i2,...,im − x)‖∞ ≦ ‖y − pi1,i2,...,im‖∞+ ‖pi1,i2,...,im − x‖∞ ≦ 2

k
だから C

m(
pi1,i2,...,im ; 1

k

) の中に f̂ の臨界点 x が含まれていれば, f̃ による C
m(

pi1,i2,...,im ; 1
k

) の像は体積が
k−mbm−1m

3
2m−1µ

(
2
k

) であるm次元直方体に含まれる. f̂ の臨界点を含む立方体 C
m(

pi1,i2,...,im
1
k

)の個数は最大
でも (2k)m 個だから, f̂ の臨界値全体の集合は体積の合計が (2k)m · k−mbm−1m

3
2m−1µ

(
2
k

)
= 2mbm−1m

3
2m−1µ

(
2
k

)
以下である m次元直方体の合併集合に含まれる. 補題 8.24により k → ∞ のとき, 2mbm−1m

3
2m−1µ

(
2
k

) は 0に近
づくため, 命題 8.11により f̂ の臨界値全体の集合の測度は 0 である. □

より精密な次の形の Sardの定理が知られている.
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定理 8.26 M , N をそれぞれm次元, n次元 Cr 級多様体とし, f : M → N を Cr 級写像とする. M が可算基をも
ち, r − 1 ≧ max{m− n, 0} ならば f の臨界値全体からなる集合の測度は 0である.

9 パラコンパクト性
定義 9.1 位相空間 (X,O) の各点がコンパクトな近傍をもつとき (X,O) は局所コンパクトであるという.

注意 9.2 p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Rn に対し, 記号 8.5で定義した Cn(p ; r) は有限閉区間の直積空間
[p1 − r, p1 + r]× [p2 − r, p2 + r]× · · · × [pn − r, pn + r]

だから幾何学 I系 11.7よりコンパクトである. また Cn(p ; r) は p の近傍だから Rn は局所コンパクトである. 位相
多様体の各点は Rn の開集合と同相な開近傍をもつため, 位相多様体も局所コンパクトである.

命題 9.3 (X,O) を局所コンパクトな Hausdorff 空間とする. 任意の p ∈ X と p の開近傍 U に対して p の開近傍
V で V ⊂ U かつ V がコンパクトであるものが存在する.

証明 D を p のコンパクトな近傍とすると, D − U はコンパクトな部分空間 D の閉部分集合だから命題 1.22より
コンパクトである. 従って命題 1.25から X の開集合 V , W で V ∩W = ∅, p ∈ V , D − U ⊂ W を満たすものがあ
る. ここで, p は D の内点だから, V と D の内部 Di と U の共通部分 Di ∩ U ∩ V を改めて V とおき直すことで
V ⊂ Di ∩ U としてよい. D は Hausdorff 空間のコンパクトな部分空間だから閉集合であり V ⊂ Di ⊂ D だから
V ⊂ D である. 従って V はコンパクトな部分空間 D の閉部分集合だからコンパクトである. また V ∩W = ∅ より
V ⊂ X −W で, X −W は閉集合だから V ⊂ X −W である. 故に V ⊂ D と D − U ⊂W から

V ∩ (X − U) = V ∩D ∩ (X − U) = V ∩ (D − U) ⊂ (X −W ) ∩W = ∅

が成り立つため, V ⊂ U が得られる. □

系 9.4 (X,O)が局所コンパクトなHausdorff空間で, 可算基をもつならばたかだか可算な O の基底 B で, 各 U ∈ B
に対して U がコンパクトであるものが存在する.

証明 B′ = {U1, U2, . . . , Un, . . . } をたかだか可算な O の基底とする. 命題 9.3から各 Un と p ∈ Un に対して p の開
近傍 Up,n で Up,n ⊂ Un かつ Up,n がコンパクトであるものが存在する. B′ は O の基底だから p ∈ Uk(p,n) ⊂ Up,n

を満たす自然数 k(p, n) がある. Uk(p,n) ⊂ Up,n だから Uk(p,n) は Up,n の閉部分集合で, Up,n はコンパクトだから
命題 1.22 より Uk(p,n) もコンパクトである. {k(p, n) |n ∈ N , p ∈ Un} は自然数を要素とする集合だから, この集
合を {k1, k2, . . . , kn, . . . } とおき, B = {Uk1 , Uk2 , . . . , Ukn , . . . } とおけば, B はたかだか可算な集合である. B′ は O
の基底だから X の任意の開集合 O と p ∈ O に対して p ∈ Un かつ Un ⊂ O を満たす Un ⊂ B′ がある. このとき
p∈Uk(p,n)⊂Up,n⊂Up,n⊂ Un⊂O であり Uk(p,n)∈B が成り立つため幾何学 I命題 8.5から B は O の基底である. □

定義 9.5 (X,O) を位相空間, (Ai)i∈I を X の部分集合からなる集合族とする.

(1) (Ai)i∈I が X =
⋃
i∈I

Ai を 満たすとき, (Ai)i∈I を X の被覆という. さらにすべての i ∈ I に対して Ai が X

の開集合であるとき, (Ai)i∈I を X の開被覆という.

(2) (Ai)i∈I が次の条件を満たすとき (Ai)i∈I は局所有限であるという.

「任意の p ∈ X に対して, p の開近傍 U で U ∩Ai 6= ∅ を満たす i ∈ I が有限個しか存在しないようなものがある.」
(3) X の部分集合からなる集合族 (Bj)j∈J が条件「任意の j ∈ J に対して, Bj ⊂ Ai を満たす i ∈ I が存在する.」

を満たすとき (Bj)j∈J を (Ai)i∈I の細分という.

(4) (X,O) が Hausdorff 空間で, X の任意の開被覆に対して, その局所有限な細分である開被覆が存在するとき
(X,O) はパラコンパクトであるという.
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定理 9.6 (X,O) が可算基をもつ局所コンパクトな Hausdorff空間ならばパラコンパクトである.

証明 系 9.4からたかだか可算な O の基底 B = {U1, U2, . . . , Un, . . . } で各 Un がコンパクトであるものが存在する.

X の部分空間の列 A1, A2, . . . , An, . . . を以下で帰納的に定める. A1 = U1 とし, A1, A2, . . . , An がすべてコンパク
トで Uk ⊂ Ak ⊂ Aik+1 が k = 1, 2, . . . , n − 1 に対して成り立つように定められたと仮定する. An ⊂ X =

∞⋃
i=1

Ui

で, An はコンパクトだから An ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk を満たす最小の自然数 k が存在し, それを kn とする.

An+1 = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn ∪Un+1 とおけば, U1 ∪U2 ∪ · · · ∪Ukn ⊂ U1 ∪U2 ∪ · · · ∪Ukn で, この右辺は閉集合だ
から, U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn が成り立つため, 次の等式が得られる.

An+1 = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn ∪ Un+1 ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn ∪ Un+1

さらに上式の右辺はコンパクトで左辺は閉集合だから, An+1 はコンパクトである. また,

An ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn ⊂ U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ukn ∪ Un+1 = An+1

で, U1 ∪U2 ∪ · · · ∪Ukn は開集合だから An ⊂ U1 ∪U2 ∪ · · · ∪Ukn ⊂ Ain+1 が成り立つ. 以上から X のコンパクトな
部分空間の列 A1, A2, . . . , An, . . . で, 各自然数 n に対して Un ⊂ An ⊂ Ain+1 を満たすものが定義された. このとき
X =

∞⋃
n=1

Un ⊂
∞⋃
n=1

An だからX =
∞⋃
n=1

An が成り立つ. (Oi)i∈I を X の開被覆とする. An+1 −Ain はコンパクトな
部分空間 An+1 の閉集合だからコンパクトである. 故に i1, i2, . . . , il(n) ∈ I で An+1 −Ain ⊂ Oi1 ∪Oi2 ∪ · · · ∪Oil(n)

を満たすものがある. An+1 ⊂ Ain+2 かつ An−1 ⊂ Ain より An+1 − Ain ⊂ Ain+2 − An−1 が成り立つため,

Vn,s = Ois ∩ (Ain+2 − An−1) とおけば, Vn,s は開集合で An+1 − Ain ⊂ Vn,1 ∪ Vn,2 ∪ · · · ∪ Vn,l(n) が成り立つ.

Vn,s ⊂ Ois だから J = {(n, s) ∈ N ×N | 1 ≦ s ≦ l(n)} とおくと (Vn,s)(n,s)∈J は (Oi)i∈I の細分である. Vn,s の
定義から Vn,s ∩An−1 = ∅ であり, A1 ⊂ · · · ⊂ An−1 ⊂ An ⊂ · · · だから n > m ならば Vn,s ∩Am = ∅ が成り立つ
ことに注意する. 任意の p ∈ X に対して p はコンパクトな近傍 W をもち, W ⊂ X =

∞⋃
n=1

An かつ An ⊂ Ain+1 だ
から (Ain)i∈N は W の開被覆である. 従って W ⊂ Ain1

∪ Ain2
∪ · · · ∪ Aink を満たす自然数 n1 < n2 < · · · < nk が

存在するが, Ain ⊂ Ain+1 より W ⊂ Aink となるため, 上で注意したことから n > nk ならば Vn,s ∩W = ∅ である.

故に Vn,s ∩W 6= ∅ となる Vn,s は有限個しかないので (Vn,s)(n,s)∈J は局所有限であり, (X,O) がパラコンパクトで
あることが示された. □

補題 9.7 M を Cr 級多様体, {(Vj , ψj)}j∈J を M の座標近傍系とする. M の開被覆 (Oi)i∈I に対し, M の座標近
傍系 {(Ṽk, ψ̃k)}k∈K で, (Ṽk)k∈K が (Oi)i∈I と (Vj)j∈J の両方の細分であるものが存在する.

証明 K = {(i, j) ∈ I × J |Oi ∩ Vj 6= ∅}, Ṽ(i,j) = Oi ∩ Vj とおけば (Ṽ(i,j))(i,j)∈K は (Oi)i∈I と (Vj)j∈J の両方の
細分で, ψ̃(i,j) : Ṽ(i,j) → ψj(Oi ∩ Vj) を ψ̃(i,j)(x) = ψj(x) で定めれば {(Ṽ(i,j), ψ̃(i,j))}(i,j)∈K は M の座標近傍系で
ある. □

定理 9.8 M を n次元 Cr 級多様体とする. M が可算基をもつとき M の開被覆 (Oi)i∈I に対し, M の座標近傍系
{(Uj , φj)}j∈J で次の条件を満たすものが存在する.

(i) J は可算集合で (Uj)j∈J は (Oi)i∈I の局所有限な細分である.

(ii) 各 j ∈ J に対して φj(Uj) = Cn(3).

(iii) Wj = φ−1
j (Cn(1)) とおくと, (Wj)j∈J は M の開被覆である.

証明 M は可算基をもつ局所コンパクトな Hausdorff空間だから, 定理 9.6の証明で与えた M のコンパクトな部分
空間の列 A1, A2, . . . , Al, . . . で, Al ⊂ Al+1 かつM =

∞⋃
l=1

Al を満たすものがある. {(Vj , ψj)}j∈J を M の座標近

傍系とすれば, 補題 9.7 から M の座標近傍系 {(Ṽk, ψ̃k)}k∈K で, (Ṽk)k∈K が (Oi)i∈I と (Vj)j∈J の両方の細分で
あるものが存在する. 故に K を J に, (Ṽk, ψ̃k) を (Vj , ψj) におき直して, {(Vj , ψj)}j∈J は (Vj)j∈J が (Oi)i∈I の
細分である M の座標近傍系であるとしてよい. 各 l ∈ N と p ∈ Al+1 − Ail に対し, p ∈ Vjp を満たす jp ∈ J を
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選び, ψ̄p(x) = ψjp(x) − ψjp(p) によって Vjp ∩ (Ail+2 − Al−1) から Rn の原点のある開近傍 Wp への同相写像 ψ̄p

を定める. Cn(r) ⊂ Wp を満たす r > 0 を 1 つ選び, ψ̃p : Vjp ∩ (Ail+2 − Al−1) → Rn を ψ̃p(x) =
3

r
ψ̄p(x) で定

めれば Cn(3) ⊂ ψ̃p(Vjp ∩ (Ail+2 − Al−1)) であり, Vl,p = ψ̃−1
p (Cn(3)) とおけば p ∈ Vl,p ⊂ Vjp ∩ (Ail+2 − Al−1)

である. 写像 ψl,p : Vl,p → Cn(3) を ψl,p(x) = ψ̃p(x) で定める. このとき (Vl,p, ψl,p) は M の局所座標系で,

ψl,p(p) = 0 より ψ−1
l,p (C

n(1)) は p を含む開集合だから Al+1 − Ail ⊂
⋃

p∈Al+1−Ail

ψ−1
l,p (C

n(1)) が成り立つ. 故に

p1, p2, . . . , ps(l) ∈ M で Al+1 − Ail ⊂ ψ−1
l,p1

(Cn(1))) ∪ ψ−1
l,p2

(Cn(1))) ∪ · · · ∪ ψ−1
l,ps(l)

(Cn(1))) を満たすものがある.

J = {(l, t) ∈ N × N | 1 ≦ t ≦ s(l)}, U(l,t) = Vl,pt , φ(l,t) = ψl,pt : U(l,t) → Cn(3) とおけば J は可算集合で
{(Uj , φj)}j∈J は M の座標近傍系であり, 定理 9.6の証明と同様にして, (Uj)j∈J は (Oi)i∈I の局所有限な細分であ
ることが示される. また, 条件 (ii), (iii) は上記の ψl,pt の定義のしかたから満たされることがわかる. □

補題 9.9 関数 ρ : R → R を ρ(x) =

{
e−

1
x x > 0

0 x ≦ 0
で定めれば, ρ は C∞ 級関数である.

証明 ρ(n) を x 6= 0 の範囲での ρ の n次導関数とする. x > 0 に対し, Pn(x) = x2ne
1
x ρ(n)(x) とおくと Pn(x) は x

の多項式であることを示す. ρ′(x) =
1

x2
e−

1
x より P1(x) = x2e

1
x ρ′(x) = x2e

1
x
1

x2
e−

1
x = 1 だから n = 1 の場合は主

張が成り立つ. Pn(x) = x2ne
1
x ρ(n)(x) の両辺を x で微分する. ρ(n)(x) = x−2ne−

1
xPn(x) に注意すれば

P ′
n(x) = 2nx2n−1e

1
x ρ(n)(x)− x2n−2e

1
x ρ(n)(x) + x2ne

1
x ρ(n+1)(x) = 2nx−1Pn(x)− x−2Pn(x) + x−2Pn+1(x)

=
1

x2
(Pn+1(x) + (2nx− 1)Pn(x))

が得られる. Pn(x) が x の多項式であることを仮定すれば, 上式より Pn+1(x) = x2P ′
n(x) − (2nx − 1)Pn(x) で,

x2P ′
n(x) と (2nx− 1)Pn(x) はともに xの多項式だから Pn+1(x) も xの多項式である.

ρ が n 回微分可能で ρ(n)(0) = 0 であることを n による帰納法で示す. n = 0 のときは, ρ(0)(0) = ρ(0) = 0 より
主張は成立する. n = k のとき, 帰納法の仮定が成り立つとする. ρ は (−∞, 0)∪ (0,∞) においては, 無限回微分可能
であるため ρ(k) は 0 以外で微分可能である. y =

1

x
とおくと, x =

1

y
で, x→ +0 のとき, y → ∞ だから

lim
x→+0

ρ(k)(x)− ρ(k)(0)

x− 0
= lim
x→+0

x−2ke−
1
xPk(x)

x
= lim
x→+0

e−
1
x

x2k+1
lim
x→0

Pk(x) = lim
y→∞

y2k+1e−yPk(0) = 0

となり, ρ(k) の 0 における右微分係数は 0である. また, x ≦ 0 ならば ρ(x) = 0 だから x < 0 ならば ρ(k)(x) = 0 で
ある. 故に ρ(k) の 0 における左微分係数は lim

x→−0

ρ(k)(x)− ρ(k)(0)

x− 0
= 0 となって, ρ(k) の 0 における右微分係数に

一致するため，ρ(k) は 0 においても微分可能で, ρ(k+1)(0) = 0 が成り立つ. □

補題 9.10 ρ を用いて関数 ψ : R → R を ψ(x) =
ρ(2 + x)ρ(2− x)

ρ(2 + x)ρ(2− x) + ρ(x− 1) + ρ(−x− 1)
で定め, さらに関数

φ : Rn → R を φ(x1, x2, . . . , xn) = ψ(x1)ψ(x2) · · ·ψ(xn) で定める. このとき φ は C∞ 級関数であり, x ∈ C
n
(1)

ならば φ(x) = 1, x ∈ Cn(2)− C
n
(1) ならば 0 < φ(x) < 1, x ∈ Rn − Cn(2) ならば φ(x) = 0 が成り立つ.

証明 補題 9.9 より φ は C∞ 級関数である. ρ(x − 1) = ρ(−x − 1) = 0 は x − 1 ≦ 0 かつ −x − 1 ≦ 0 すなわち
|x| ≦ 1 と同値で, このとき ρ(2 + x)ρ(2 − x) > 0 だから ψ(x) の分母はつねに正であり, |x| ≦ 1 ならば ψ(x) = 1

であることがわかる. 1 < x < 2 ならば ρ(x − 1) > 0 かつ ρ(2 + x)ρ(2 − x) > 0 であり, −2 < x < −1 なら
ば ρ(−x − 1) > 0 かつ ρ(2 + x)ρ(2 − x) > 0 だから, 1 < |x| < 2 ならば 0 < ψ(x) < 1 である. x > 2 ならば
ρ(2− x) = 0, x < −2 ならば ρ(2 + x) = 0 だから, |x| > 2 ならば ψ(x) = 0 である. 以上のことと φ の定義から主
張が成り立つ. □

補題 9.11 (Ai)i∈I が位相空間 (X,O)の局所有限な部分集合の族ならば ⋃
i∈I

Ai =
⋃
i∈I

Ai が成り立つ. とくに (Ai)i∈I

が局所有限な閉集合の族ならば ⋃
i∈I

Ai は X の閉集合である.
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証明 各 j ∈ I に対して Aj ⊂
⋃
i∈I

Ai だから
⋃
i∈I

Ai ⊂
⋃
i∈I

Ai である. p ∈
⋃
i∈I

Ai とする. 仮定から p の開近傍 U で

{i ∈ I |U∩Ai 6= ∅}が有限集合になるものが存在する. この集合を {i1, i2, . . . , in}として, V = U∩
(

n⋂
k=1

(X−Aik)
)

とおけば V は X の開集合である. もし p 6∈
⋃
i∈I

Ai ならば V は p の開近傍 で p ∈
⋃
i∈I

Ai だから V ∩
(⋃
i∈I

Ai

)
6= ∅

となるため, V ∩Aj 6= ∅ となる j ∈ I が存在する. U ⊃ V より U ∩Aj ⊃ V ∩Aj 6= ∅ が成り立ち U ∩Aj 6= ∅ を満た
す j は i1, i2, . . . , in のいずれかだから j = ik となる k = 1, 2, . . . , n が存在する. 一方 V の定義より V ⊂ X −Aik

だから V ∩Aik = ∅ となり, V ∩Aik 6= ∅ と矛盾する. 故に p ∈
⋃
i∈I

Ai だから
⋃
i∈I

Ai ⊂
⋃
i∈I

Ai が得られる. □

補題 9.12 (X,OX), (Y,OY ) を位相空間とし, K を X のコンパクトな部分空間, p ∈ Y とする. (X,OX) と
(Y,OY ) の直積空間において K × {p} ⊂ W を満たす X × Y の開集合W に対して K を含む X の開集合 U と p

の開近傍 V で U × V ⊂W を満たすものがある.

証明 各 x ∈ K に対して x の開近傍 Ux と p の開近傍 Vx で Ux × Vx ⊂ W を満たすものがある. K ⊂
⋃
k∈K

Ux

だから K のコンパクト性から x1, x2, . . . , xn ∈ K で K ⊂ Ux1 ∪ Ux2 ∪ · · · ∪ Uxn を満たすものがある. そこで
U = Ux1∪Ux2∪· · ·∪Uxn , V = Vx1∩Vx2∩· · ·∩Vxn とおけばK ⊂ U であり,各 iに対して Uxi×V ⊂ Uxi×Vxi ⊂W

が成り立つため, U × V ⊂W である. □

10 はめ込み定理
記号 10.1 実数を成分とするm× n行列全体の集合を Mm,n(R) で表し, 階数が k であるm× n行列全体からなる
Mm,n(R) の部分集合を Mm,n(R; k) で表す. d∞(A,B) = ‖A−B‖∞ で定義される Mm,n(R) の距離関数 d∞ から
定まる位相を Mm,n(R) に与え, Mm,n(R; k) には Mm,n(R) の部分空間としての位相を与える.

注意 10.2 (1) 上で与えた Mm,n(R) の位相は Mm,n(R) を R のmn個の直積集合と同一視した場合, R のmn個
の直積位相と一致する.

(2) m次正則行列 P と n次正則行列 Q に対して写像 TP,Q :Mm,n(R) →Mm,n(R) を TP,Q(A) = PAQ で定め
ると TP,Q は TP−1,Q−1 を逆写像とする微分同相写像でMm,n(R; k) から Mm,n(R; k) への同相写像を与える.

命題 10.3 m ≧ n のとき, Mm,n(R ;n) は Mm,n(R) の開集合である.

証明 1 ≦ i1 < i2 < · · · < in ≦ m を満たす整数列 (i1, i2, . . . , in) 全体の集合を S とする. I = (i1, i2, . . . , in) ∈ S

と m × n 行列 A に対し, A の第 ik 行を第 k 行とする n 次正方行列を A(I) で表し, 関数 fI : Mm,n(R) → R

を fI(A) = |A(I)| = (A(I)の行列式) で定義する. A ∈ Mm,n(R) の階数が n であるためには, fI(A) 6= 0 すなわ
ち A ∈ f−1

I (R − {0}) を満たす I ∈ S が存在することが必要十分だから, Mm,n(R ;n) =
⋃
I∈S

f−1
I (R − {0}) が成

り立つ. fI(A) は A の成分の多項式だから, fI : Mm,n(R) → R は連続関数であり, R − {0} は R の開集合だ
から f−1

I (R − {0}) は Mm,n(R) の開集合である. 故に Mm,n(R ;n) =
⋃
I∈S

f−1
I (R − {0}) から, Mm,n(R ;n) は

Mm,n(R) の開集合である. □

命題 10.4 k ≦ min{m,n} のとき, Mm,n(R; k) は Mm,n(R) の k(m+ n− k)次元部分多様体である.

証明 X0 ∈ Mm,n(R; k) とする. X0 =

(
A0 B0

C0 D0

)
とし, A0 が k 次正則行列の場合を考える. k 次正則行列全体の

集合は Mk,k(R) の開集合だから ε > 0 で, 条件「‖A−A0‖∞ < ε ならば A ∈Mk,k(R) は正則行列である.」を満た

すものがある. そこで U =

{(
A B

C D

)
∈ Mm,n(R)

∣∣∣∣ ‖A − A0‖∞ < ε

}
とおくと U は Mm,n(R) における X0 の
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開近傍である. A ∈Mk,k(R) が正則行列の場合, X =

(
A B

C D

)
∈Mm,n(R) に対し Y =

(
Ek O

−CA−1 Em−k

)
とお

くと Y は対角成分がすべて 1である下半三角行列だから正則行列である. 従って rankY X = rankX であり, Y X

は
(
A B

O D − CA−1B

)
に等しいため D = CA−1B ならば rankY X = rankA = k である. もし D 6= CA−1B な

らば Y X の第 k 行より下の行で零でない行があるので, rankY X > k である. 故に rankX = k であるためには
D = CA−1B であることが必要十分である.

写像 φ : U → U を φ

((
A B

C D

))
=

(
A B

C D − CA−1B

)
で定めれば U は微分同相写像であり, φ の逆写像は

φ−1

((
A B

C D

))
=

(
A B

C D + CA−1B

)
で与えられる. 故に (U,φ) は Mm,n(R) の局所座標系である. X ∈ U に

対して φ(X) =

(
φ11(X) φ12(X)

φ21(X) φ22(X)

)
とおけば, 上で示したことから Mm,n(R; k) ∩ U = {X ∈ U |φ22(X) = O}

が成り立つ. 一般の X0 ∈ Mm,n(R; k) に対して X0 の行を入れ替える m 次正則行列 P と列を入れ替える n 次

正則行列 Q を適当に選べば TP,Q(X0) =

(
A0 B0

C0 D0

)
で, A0 が k 次正則行列になるようにできるので, 合成写像

φ ◦ TP,Q : T−1
P,Q(U) → U を考えれば, T−1

P,Q(U) は Mm,n(R) における X0 の開近傍で, 次の等式が成り立つ.

Mm,n(R ; k) ∩ T−1
P,Q(U) = {X ∈ T−1

P,Q(U) |φ22(TP,Q(X)) = O}

故に Mm,n(R ; k) は Mm,n(R) の k(m+ n− k)次元部分多様体である. □

定理 10.5 U を Rn の開集合, f : U → Rm を C2 級写像とする. m ≧ 2n のとき, 任意の ε > 0 に対し
A ∈ Mm,n(R) で, ‖A‖∞ < ε かつ x ∈ Rn を列ベクトルとみなして g(x) = f(x) + Ax で定義される写像
g : U → Rm がはめ込みになるものが存在する.

証明 g′(x) = f ′(x) + A だから, g′(x) の階数がすべての x ∈ U に対して n になるように A を選べばよい.

写像 Fk : Mm,n(R ; k) × U → Mm,n(R) を Fk(Q,x) = Q − f ′(x) で定めれば命題 10.4 から Fk の定義域は
k(m + n − k) + n次元の多様体で, Fk は C1 級写像である. m ≧ 2n だから k(m + n − k) + nは k の関数として
k < n の範囲で単調増加関数である. 故に k < n ならば, Fk の定義域の次元は (n − 1)(m + n − (n − 1)) + n =

2n−m+mn− 1 以下で, m ≧ 2n だから, この値は Mm,n(R) の次元である mn より小さい. 従って命題 8.22から
Fk(Mm,n(R ; k)× U) は Mm,n(R) において測度が 0になるため, 命題 8.13から

n−1⋃
k=0

Fk(Mm,n(R ; k)× U) の測度

も 0である. 注意 8.9から Mm,n(R) −
n−1⋃
k=0

Fk(Mm,n(R ; k) × U) の閉包に零行列が含まれるため, ‖A‖∞ < ε であ

る A ∈ Mm,n(R)−
n−1⋃
k=0

Fk(Mm,n(R ; k)× U) が存在する. この A に対して g′(x) = f ′(x) + A の階数が nより小
さい値 kになるなるような x ∈ U が存在すれば A = g′(x)− f ′(x) = Fk(g

′(x),x) ∈ Fk(Mm,n(R; k)×U) となり,

A の選び方と矛盾する. 故に g′(x) の階数はすべての x ∈ U に対して nになる. □

定理 10.6 U を Rn の開集合, f : U → Rm を C2 級写像とする. 任意の ε > 0 に対して A ∈Mm,n(R) と b ∈ Rm

で, ‖A‖∞ < ε, ‖b‖∞ < ε かつ g(x) = f(x) +Ax+ b で定義される写像 g : U → Rm が原点を正則値にもつものが
存在する.

証明 n < m ならば命題 8.20から f(U) の測度は 0だから, A = O として, 原点が g の像にならないような b ∈ Rm

で ‖b‖∞ < ε を満たすものを選ぶことができる. n ≧ m とし, 写像 Fk : Mm,n(R ; k) × U → Mm,n(R) ×Rm を
Fk(Q,x) = (Q− f ′(x),−f(x)− (Q− f ′(x))x) で定めれば, 補題 10.4から Fk の定義域は k(m+ n− k) + n次元
の多様体で, Fk は C1 級写像である.
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故に k < m ならば Fk の定義域の次元は (m−1)(m+n−(m−1))+n = mn+m−1以下で, Mm,n(R ; k)×U は
m(n+1)次元だから命題 8.22より Fk(Mm,n(R ; k)×U)はMm,n(R)×Rm において測度が 0になる. 故に命題 8.13

から
m−1⋃
k=0

Fk(Mm,n(R ; k)×U) の測度も 0である. 注意 8.9からMm,n(R)×Rm−
m−1⋃
k=0

Fk(Mm,n(R ; k)×U) の閉

包に (O,0) が含まれるため, ‖A‖∞ < ε, ‖b‖∞ < ε を満たす (A, b) ∈Mm,n(R)×Rm −
m−1⋃
k=0

Fk(Mm,n(R ; k)×U)

がある. この A, b に対し g(x) = f(x) + Ax+ b = 0 かつ g′(x) = f ′(x) + A の階数が m より小さい値 k になる
x ∈ U が存在すると仮定する. このとき Fk(g

′(x),x) = (A, b) となって, 左辺は Fk(Mm,n(R ; k) × U) に属するた
め, (A, b) の選び方と矛盾する. 故に g′(x) の階数は g(x) = 0 を満たすすべての x ∈ U に対してmになる. □

定義 10.7 X を集合, (Y, d) を距離空間とする. 写像 f : X → Y と正の実数を値にとる関数 δ : X → R に対し, 写
像 g : X → Y が条件「すべての x ∈ X に対して d(f(x), g(x)) < δ(x)」を満たすとき, g を f の δ-近似という.

次の定理は「はめ込み定理」と呼ばれている. 以下で r を 2以上の整数または∞とする.

定理 10.8 M を可算基をもつ n次元 Cr 級多様体, f :M → Rm を Cr 級写像, δ :M → R を値がつねに正の実数
である連続関数とする. m ≧ 2n ならば f の δ-近似であるはめ込み g : M → Rm が存在する. もし M のある閉集
合 N の各点で f の階数が n ならば, g は条件「x ∈ N ならば g(x) = f(x)」を満たすように選ぶことができる.

証明 f の階数が nである M の点全体からなる集合を U とすれば, 命題 7.6から U の各点は U の内点であるため,

U は M の開集合である. N の各点で f の階数が nならば N ⊂ U だから (U,M −N) は M の開被覆である. 定
理 9.8より M の座標近傍系 {(Ui, hi)}i∈I で次の条件を満たすものが存在する.

(i) I は可算集合で (Ui)i∈I は (U,M −N) の局所有限な細分である.

(ii) 各 i ∈ I に対して hi(Ui) = Cn(3).

(iii) Wi = h−1
i (Cn(1)) とおくと, (Wi)i∈I は M の開被覆である.

I は可算集合になるため I を整数全体の集合 Z とし, 番号を付け替えることで i ≦ 0 ならば Ui ⊂ U , i ≧ 1 ならば
Ui ⊂ M − N であるとしてよい. 各 i ∈ Z に対して W i = h−1

i (C
n
(1)) ⊂ h−1

i (Cn(3)) = Ui であり (Ui)i∈Z は局
所有限だから (W i)i∈Z も局所有限である. 従って Nk =

⋃
i≦k

W i とおけば補題 9.11により Nk は閉集合である. さ

らに i ≦ 0 ならば W i ⊂ Ui ⊂ U だから N0 ⊂ U である. f0 = f とおき, 帰納的に Cr 級写像 fk−1 : M → Rm が
定義されて Nk−1 =

⋃
j<k

W j の各点で fk−1 の階数は nであるとする. 合成写像 fk−1 ◦ h−1
k : Cn(3) → Rm を考え,

m× n行列 A に対して FA : Cn(3) → Rm を FA(x) = (fk−1 ◦ h−1
k )(x) + φ(x)Ax で定義する. ここで x は n次

元列ベクトル, φ : Rn → R は補題 9.10で定義した関数である. また A は後ほど定める.

Vi = h−1
i (Cn(2)), K = hk(Nk−1 ∩ V k) とおけば, 帰納法の仮定から K の各点で fk−1 ◦ h−1

k の階数は n であ
る. 命題 5.6より F ′

A(x) = (fk−1 ◦ h−1
k )′(x) +Axφ′(x) + φ(x)A だから, 写像 G : K ×Mm,n(R) →Mm,n(R) を

G(x, A) = F ′
A(x) で定めれば, G は連続である. G による K × {O} の像は Mm,n(R) の部分集合 Mm,n(R ;n) に

含まれ, K はコンパクト, Mm,n(R ;n) は命題 10.3によって開集合だから補題 9.12より ck > 0 で条件
「x ∈ K かつ ‖A‖∞ < ck ならば G(x, A) ∈Mm,n(R ;n)」

を満たすものがある. コンパクトな部分空間 V i = h−1
i (C

n
(2)) における δ の最小値を εi とする. 定理 10.5 から,

A ∈Mm,n(R) を f̄k(x) = (fk−1 ◦h−1
k )(x) + Ax で定義される写像 f̄k : Cn(3) → Rm がはめ込みになり, かつ

‖A‖∞<min
{
ck,

εk
3·2kn

}
が成り立つように選ぶことができる. そこで fk :M → Rm を次で定める.

fk(x) =

{
fk−1(x) + φ(hk(x))Ahk(x) x ∈ Uk

fk−1(x) x ∈M − V k

補題 9.10から x ∈ Uk − V k ならば φ(hk(x)) = 0 だから, 上の fk の Uk における定義と M − V k における定義
は重複する開集合の部分 Uk − V k で一致しているため, fk は Cr 級写像である. k ≧ 1 のとき Uk ⊂ M −N より
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N ⊂M − Uk で, x 6∈ Uk ならば fk(x) = fk−1(x) だから x ∈ N ならば fk(x) = fk−1(x) である.

‖A‖∞ < ck より x ∈ Nk−1 ∩ V k = h−1
k (K) ならば x における fk の階数は n であり, x ∈ Nk−1 − V k ならば fk

の定義から fk(x) = fk−1(x) だからこの場合も x における fk の階数は n である. 故に Nk−1 の各点における fk の
階数は n で, f̄k : Cn(3) → Rm がはめ込みになるように A を選んだことから, W k の各点における fk の階数は n

である. 従って Nk = Nk−1 ∪W k の各点における fk の階数は nである.

‖A‖∞ <
εk

3 · 2kn
を満たすように A を選んだので, x∈Cn(3) ならば補題 8.14より ‖Ax‖∞ ≦ n‖A‖∞‖x‖∞ <

εk
2k

が成り立つため, 0 ≦ φ(hk(x)) ≦ 1 と fk の定義から fk は fk−1 の
δ

2k
-近似である.

g : M → Rm を g(x) = lim
k→∞

fk(x) で定義する. (Ui)i∈Z は局所有限だから, 各 p ∈ M に対して p の開近傍 Z

と自然数 l で「i ≧ l ならば Z ∩ Ui = ∅」を満たすものが存在する. 故に i ≧ l ならば Z ⊂ M − Ui ⊂ M − V i で
あり, fk と fk−1 はM − V k の部分では一致しているため, x ∈ Z かつ i ≧ l ならば g(x) = fi(x) である. 従って
g は Cr 級写像であり, (Wi)i∈Z が M の開被覆であることから, M のすべての点で g の階数は n である. さらに
fk = f0 + (f1 − f0) + · · · + (fk − fk−1) は f = f0 の

(1
2
+

1

22
+ · · · + 1

2k

)
δ-近似だから g は f の δ-近似であり,

x ∈ N ならば fk(x) = fk−1(x) だから g(x) = f(x) である. □

11 埋め込み定理
B が位相空間 (X,O) の基底で Y が (X,O) の部分空間ならば {O ∩ Y |O ∈ B} は Y の基底だから (X,O) が可
算基をもてば, その任意の部分空間も可算基をもつため, 多様体 M からRn への埋め込みが存在すれば, 命題 7.16と
幾何学演習 II例題 1.13によって M は可算基をもつ. そのため, 以後扱う多様体は可算基をもつと仮定する. この仮
定は, あまりに「巨大な」多様体を除外するだけで, 可算集合である座標近傍系をもつような多様体は幾何学演習 II例
題 1.6と幾何学演習 II例題 1.13によって可算基をもつことが示される.

補題 11.1 rを 2以上の整数または∞とし, M を n次元 Cr 級多様体, f :M → Rm をはめ込み, δ :M → R を値
がつねに正の実数である関数とする. m > 2n ならば f の δ-近似である単射のはめ込み g : M → Rm が存在する.

もし M のある閉集合 N を含む開集合 U の上で f が単射ならば, 上の g は条件「x ∈ N ならば g(x) = f(x)」を満
たすように選ぶことができる.

証明 命題 7.6からM の開被覆 (Oj)j∈J で, f の各 Oj への制限が埋め込みになるものが存在し, (U,M−N)もM の
開被覆だから (Oj∩U,Oj∩(M−N))j∈J もM の開被覆である. 故に定理 9.8からM の座標近傍系 {(Ui, hi)}i∈Z で

(i) (Ui)i∈Z は (Oj ∩ U,Oj ∩ (M −N))j∈J の局所有限な細分である.

(ii) 各 i ∈ I に対して hi(Ui) = Cn(3).

(iii) Wi = h−1
i (Cn(1)) とおくと, (Wi)i∈Z は M の開被覆である.

を満たすものが存在する. 定理 10.8の証明と同様に {(Ui, hi)}i∈Z の番号を付け直して i ≦ 0 ならば Ui ⊂ U , i ≧ 1

ならば Ui ⊂M −N であるとし, Vi = h−1
i (Cn(2)) とおく. φ : Rn → R を補題 9.10で定義した関数として

φi(x) =

{
φ(hi(x)) x ∈ Ui

0 x 6∈ Ui

によって関数 φi :M → R を定めると φi は Cr 級関数である. f0 = f とおき, 帰納的にはめ込み fk−1 :M → Rm

が定義されたとして bk ∈ Rm に対して fk を fk(x) = fk−1(x) + φk(x)bk で定義して, 以下で bk ∈ Rm を定める.

b ∈ Rm に対して Fb : Cn(3) → Rm を Fb(x) = (fk−1 ◦ h−1
k )(x) + φ(x)b で定義する. K = hk(V k) とおき, 各

x ∈ K における Fb の階数が nになるように, いくらでも ‖b‖∞ が小さい b を選べることを示す. 仮定から各 x ∈ K

における fk−1 ◦ h−1
k の階数は nである. F ′

b(x) = (fk−1 ◦ h−1
k )′(x) + φ′(x)b だから写像 G : K ×Rm →Mm,n(R)

を G(x, b) = F ′
b(x) で定めれば G は連続である. G による K × {0} の像は Mm,n(R) の開集合 Mm,n(R ;n) に含
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まれ, K はコンパクトだから補題 9.12より ck > 0 で条件「x ∈ K かつ ‖b‖∞ < ck ならば G(x, b) ∈Mm,n(R ;n)」
を満たすものがある. 従って ‖b‖∞ < ck ならば fk ははめ込みである. コンパクトな部分空間 V k における δ の最小
値を εk とすると, ‖b‖∞ <

εk
2k
ならば fk は fk−1 の

δ

2k
-近似である. D = {(x, y) ∈ M ×M |φk(x) 6= φk(y)} と

おくと, φk の連続性から D はM ×M の開集合だから D は 2n次元多様体 M ×M の開部分多様体である. 写像
Φ : D → Rm を Φ(x, y) = −fk−1(x)− fk−1(y)

φk(x)− φk(y)
で定めれば Φ は Cr 級写像である. m > 2n だから, 命題 8.22より

Φ(D) の測度は 0である. 故に ‖bk‖∞ < min

{
ck,

εk
2k

}
かつ bk 6∈ Φ(D) を満たす bk ∈ Rm を選ぶことができる.

このとき fk(x) = fk(y) は fk−1(x) − fk−1(y) = −(φk(x) − φk(y))bk と同値であり, もし φk(x) 6= φk(y) ならば
(x, y) ∈ D であり, Φ(x, y) = bk となって bk 6∈ Φ(D) と矛盾する. 故に fk(x) = fk(y) ならば「fk−1(x) = fk−1(y)

かつ φk(x) = φk(y)」であり, 逆も成り立つ.

g :M → Rm を g(x) = lim
k→∞

fk(x) で定義する. (Ui)i∈Z は局所有限だから, 各 p ∈M に対して p の開近傍 Z と
自然数 l で「i ≧ l ならば Z ∩ Ui = ∅」を満たすものが存在する. 故に i ≧ l ならば

Z ⊂M − Ui =M − h−1
i (Cn(3)) ⊂M − h−1

i (C
n
(2)) =M − V i

であり, fk と fk−1 は M − V i の部分では一致しているため, x ∈ Z かつ i ≧ l ならば g(x) = fi(x) である. 従って
g は Cr 級写像であり, M のすべての点で g の階数は nである. さらに fk = f0 + (f1 − f0) + · · ·+ (fk − fk−1) は
f = f0 の

(1
2
+

1

22
+ · · ·+ 1

2k

)
δ-近似だから g は f の δ-近似である. また k ≧ 1 ならば N ⊂M − Uk で, x 6∈ Uk

ならば fk(x) = fk−1(x) だから, x ∈ N ならば fk(x) = fk−1(x) となるため, x ∈ N ならば g(x) = f(x) である.

最後に g(x) = g(y) かつ x 6= y となる x, y ∈ M が存在すると仮定して矛盾を導く. L ≧ 0 で k ≧ L

ならば g(x) = fk(x), g(y) = fk(y) を満たすものがあり, fk(x) = fk(y) ならば「fk−1(x) = fk−1(y) かつ
φk(x) = φk(y)」だから, すべての k ≧ 1 に対して「fk−1(x) = fk−1(y) かつ φk(x) = φk(y)」が成り立つ. とくに
f(x) = f0(x) = f0(y) = f(y) だから x, y ∈ Oj を満たす j ∈ J は存在しない. (Ui)i∈Z は (Oj)j∈J の細分だから
x, y ∈ Ui を満たす i ∈ Z は存在しない. 一方, すべての k ≧ 1 に対して φk(x) = φk(y) が成り立つことから, もし
x ∈Wk となる k ≧ 1 があれば y 6∈ Uk だから φk(x) = 1, φk(y) = 0 となって矛盾が生じる. 同様に y ∈Wk となる
k ≧ 1 があっても矛盾が生じるため, i, k ≦ 0 で x ∈ Ui, y ∈ Uk となるものがあるが, Ui, Uk ⊂ U だから x, y ∈ U

となって, f の定義域を U に制限したものが単射であるという仮定と矛盾が生じる. 故に g は単射である. □

定義 11.2 (X,O) を位相空間, A を X の部分集合とする. x ∈ X が x ∈ A− {x} を満たすとき, x を A の集積点
という. X の点列 (xn)n∈N に対して {x1, x2, . . . , xn, . . . } の集積点を (xn)n∈N の集積点という.

定義 11.3 (X,O) を位相空間, (Y, d) を距離空間とする. 写像 f : X → Y の極限集合 L(f) を次で定める.

L(f) = {p ∈ Y |集積点をもたないXの点列 (xn)n∈N で p = lim
n→∞

f(xn)となるものが存在する.}

補題 11.4 (X,O) を位相空間, (Y, d) を距離空間, f : X → Y を連続写像とする. f(X) が Y の閉集合であるため
には L(f) ⊂ f(X) であることが必要十分である.

証明 f(X) が Y の閉集合であるとし, y ∈ L(f) ならば集積点をもたない X の点列 (xn)n∈N で y = lim
n→∞

f(xn)

となるものがある. (f(xn))n∈N は閉集合 f(X) の点列だから幾何学 I 命題 4.17 から y ∈ f(X) である. 従って
L(f) ⊂ f(X) である.

逆に L(f) ⊂ f(X)として任意の y ∈ f(X)をとれば,幾何学 I命題 4.19から f(X)の点列 (yn)n∈N で y = lim
n→∞

yn

となるものがある. yn ∈ f(X) より yn = f(xn) を満たす X の点列 (xn)n∈N がある. (xn)n∈N の集積点が存在す
ればその集積点に収束する部分列 (xni)i∈N があるため, x = lim

i→∞
xni とおけば f(x) = lim

i→∞
f(xni) = lim

i→∞
yni = y

だから y ∈ f(X) となり, f(X) = f(X) が成り立つため, f(X) は Y の閉集合である. □

補題 11.5 (X,O) を位相空間, (Y, d) を距離空間, f : X → Y を連続な単射とする. f が f(X) への同相写像である
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ためには, L(f) ∩ f(X) = ∅ であることが必要十分である.

証明 f が f(X) への同相写像であるとし, L(f) ∩ f(X) 6= ∅ と仮定する. y ∈ L(f) ∩ f(X) ならば y = f(x) を満
たす x ∈ X と集積点をもたない X の点列 (xn)n∈N で y = lim

n→∞
f(xn) となるものがある. f から定まる同相写像

X → f(X)の逆写像を f−1 : f(X) → X とすれば x = f−1(y) = f−1
(
lim
n→∞

f(xn)
)
= lim
n→∞

f−1(f(xn)) = lim
n→∞

xn

となって, (xn)n∈N が集積点をもたないことと矛盾する. 故に L(f) ∩ f(X) = ∅ である.

L(f) ∩ f(X) = ∅ と仮定して, f−1 : f(X) → X が f(p) ∈ f(X) で連続でないとすれば, p ∈ X の開近傍
V で, 任意の自然数 n に対して f−1

(
Bd
(
f(p); 1

n

)
∩ f(X)

)
6⊂ V を満たすものがあるため, 各自然数 n に対して

xn ∈ X − V で d(f(xn), f(p)) <
1

n
を満たすものがある. このとき lim

n→∞
f(xn) = f(p) ∈ f(X) だから, 仮定か

ら lim
n→∞

f(xn) 6∈ L(f) より, (xn)n∈N は集積点をもつ. その集積点を q とし, q に収束する部分列を (xni)i∈N と
すれば f(p) = lim

i→∞
f(xni) = f

(
lim
n→∞

f(xni)
)
= f(q) となり, f は単射だから p = q を得る. 一方, 各 i に対して

xni ∈ X − V だから, (xni)i∈N は p には収束しないので矛盾が生じる. □

補題 11.6 M を n次元 Cr 級多様体とするとき, Cr 級関数 f :M → R で L(f) = ∅ となるものが存在する.

証明 定理 9.8より M の座標近傍系 {(Ui, hi)}i∈I で次の条件を満たすものが存在する.

(i) I は可算集合で (Ui)i∈I は局所有限な M の開被覆である.

(ii) 各 i ∈ I に対して hi(Ui) = Cn(3).

(iii) Wi = h−1
i (Cn(1)) とおくと, (Wi)i∈I は M の開被覆である.

I は可算集合だから I = N と仮定してよい. また, φ : Rn → R を補題 9.10で定義した関数とし, φi :M → R を

φi(x) =

{
φ(hi(x)) x ∈ Ui

0 x 6∈ Ui

で定めると φi は Cr 級関数である. (Ui)i∈I は局所有限だから各 p ∈M の開近傍 O で, φi(x) 6= 0 となる x ∈ O が
存在する i ∈ N は有限個しかないことに注意する. 従って f : M → R を f(x) =

∑
i∈N

iφi(x) で定めれば, f は Cr

級関数である. (xn)n∈N を集積点をもたない M の点列とすれば, 各 W i はコンパクトだから幾何学 II定理 1.4によ
り xn ∈ W i となる n ∈ N は有限個である. 従って各 m ∈ N に対して xi 6∈ W 1 ∪W 2 ∪ · · · ∪Wm となる i ∈ N

が存在し, このとき j > m を満たす j に対して xi ∈ W j となり, f(xi) ≧ jφj(xi) = j > m が成り立つ. 従って実
数列 (f(xn))n∈N は有界ではないため, 収束しない. 故に L(f) = ∅ である. □

定理 11.7 (Whiteny の埋め込み定理) r を 2以上の整数または∞とし, M を n次元 Cr 級多様体するとき, M か
ら R2n+1 への埋め込みで, M の像が R2n+1 の閉集合になるものが存在する.

証明 f :M → R を補題 11.6で定めた Cr 級関数とし, 写像 η : R → R2n+1 を η(x) = (x, 0, . . . , 0) ∈ R2n+1 で定
める. また δ : M → R を値がつねに 1である定数値関数とする. 定理 10.8から合成写像 η ◦ f : M → R2n+1 の δ-

近似であるはめ込み g : M → R2n+1 が存在し, 補題 11.1から g の δ

2
-近似である単射のはめ込み h : M → R2n+1

が存在する. p ∈ L(h) ならば集積点をもたない M の点列 (xn)n∈N で p = lim
n→∞

h(xn) となるものがある. 故に
R2n+1 の点列 (h(xn))n∈N は有界だから R > 0 で, すべての n ∈ N に対して ‖h(xn)‖ ≦ R を満たすものがある.

一方 (f(xn))n∈N は有界ではないため R2n+1 の点列 ((η ◦ f)(xn))n∈N も有界ではない. ここで h は η ◦ f の δ-近
似だから, 任意の n ∈ N に対して ‖(η ◦ f)(xn)− h(xn)‖ ≦ 1 が成り立つため, 三角不等式から

‖(η ◦ f)(xn)‖ = ‖(η ◦ f)(xn)− h(xn) + h(xn)‖ ≦ ‖(η ◦ f)(xn)− h(xn)‖+ ‖h(xn)‖ ≦ 1 +R

が得られて ((η ◦ f)(xn))n∈N が有界ではないことと矛盾する. 従って L(h) = ∅ だから, 補題 11.5から h は埋め込
みで補題 11.4から h の像はR2n+1 の閉集合である. □
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