
幾何学演習Ⅰ

第1回　集合



論理記号
集合  の要素  を変数とする命題関数  と命題 ,  が与えられているとする.A x P(x) Q R
(1) 全称記号 : “ ” とは ｢すべての  に対して  が成り立つ.｣∀x ∈ A P(x) x ∈ A P(x)

という命題を表す.
(2) 存在記号 : “ ” とは ｢  が成り立つような  が存在する.｣∃x ∈ A P(x) P(x) x ∈ A

という命題を表す.
(3) 論理包含 : “ ” とは ｢  ならば  である.｣ という命題を表す.Q ⇒ R Q R

この命題は ｢  でないかまたは  である.｣ という命題と同値である.Q R
例題 1.1
 を区間  で定義された実数値関数とする. 以下の各命題とその否定を簡潔な日本語f I
で述べよ. 
(1) ∀a ∈ I, ∀ε > 0, ∃δ > 0 (x ∈ I, |x − a | < δ ⇒ | f(x) − f(a) | < ε)
(2) ∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀a ∈ I (x ∈ I, |x − a | < δ ⇒ | f(x) − f(a) | < ε)



解答例
与えられた命題を簡潔な日本語にすれば, それぞれ次のようになる.

｢  かつ  ならば  である.｣x ∈ I |x − a | < δ | f(x) − f(a) | < ε
(1) 任意の  と  に対して  で, 次の条件を満たすものが存在する.a ∈ I ε > 0 δ > 0

これらの命題の否定はそれぞれ次のようになる.

｢任意の  に対して  かつ  を満たすδ > 0 |x0 − a0 | < δ | f(x0) − f(a0) | ≧ ε0

(1) ある  と  で, 次の条件を満たすものが存在する.a0 ∈ I ε0 > 0

(2) 任意の  に対して  で, 次の条件を満たすものが存在する.ε > 0 δ > 0
｢  かつ  ならば  である.｣x, a ∈ I |x − a | < δ | f(x) − f(a) | < ε

 が存在する.｣x0 ∈ I

｢任意の  に対して  かつ  を満たすδ > 0 |x0 − a0 | < δ | f(x0) − f(a0) | ≧ ε0

(2) ある  で, 次の条件を満たすものが存在する.ε0 > 0

 が存在する.｣x0, a0 ∈ I



例題 1.2

示すことが基本である. また,  であることを示すには ｢  ならば ｣A = B x ∈ A x ∈ B

,  を集合  の部分集合とするとき,  と  は同値であることを示せ.A B X A∩B=∅ A⊂Bc

と ｢  ならば ｣ を示すことが基本である.x ∈ B x ∈ A

2つの集合 ,  について  であることを示すには ｢  ならば ｣ をA B A ⊂ B x ∈ A x ∈ B

解答例
｢  ならば ｣ の証明A ∩ B = ∅ A ⊂ Bc

 であるとき,  が成り立たないと仮定して矛盾を導けばよい.A ∩ B = ∅ A ⊂ Bc

 でないならば  で  であるものが存在する.A ⊂ Bc x ∈ A x ∉ Bc

 ならば  であり,  でもあるので,  となって, 仮定x ∉ Bc x ∈ B x ∈ A x ∈ A ∩ B
 と矛盾する.A ∩ B = ∅

｢  ならば ｣ の証明A ⊂ Bc A ∩ B = ∅
 であるとき,  が成り立たないと仮定して矛盾を導けばよい. A ⊂ Bc A ∩ B = ∅
 でないならば,  が存在する. このとき  かつ  であるが,A∩B=∅ x∈A∩B x∈A x∈B

仮定  と  から  が得られる. ところが  は  と矛盾する.A⊂Bc x∈A x∈Bc x∈Bc x∈B



解答例
(1)  ならば  または  である.x ∈ A ∪ (B ∩ C) x ∈ A x ∈ B ∩ C

 の場合,  かつ  だから  である.x ∈ A x ∈ A ∪ B x ∈ A ∪ C x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)
 の場合,  かつ  だから  かつ  である.x ∈ B ∩ C x ∈ B x ∈ C x ∈ A ∪ B x ∈ A ∪ C

従って, この場合も  である.x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)

 ならば  かつ  である.x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) x ∈ A ∪ B x ∈ A ∪ C
 の場合は  である.x ∈ A x ∈ A ∪ (B ∩ C)
 の場合は  かつ  より  かつ  となるためx ∉ A x ∈ A ∪ B x ∈ A ∪ C x ∈ B x ∈ C

 である. 故に  である.x ∈ B ∩ C x ∈ A ∪ (B ∩ C)

集合 , ,  に対して次の等式が成り立つことを示せ. A B C
例題 1.3

(1)     (2) A ∪ (B ∩ C) = (A ∪ B) ∩ (A ∪ C) A − (B ∩ C) = (A − B) ∪ (A − C)
(3)     (4) A ∩ (B ∪ C) = (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) A − (B ∪ C) = (A − B) ∩ (A − C)



(2)  ならば  かつ  である.x ∈ A − (B ∩ C) x ∈ A x ∉ B ∩ C
 より  または  である.  だから x ∉ B ∩ C x ∉ B x ∉ C x ∈ A

 の場合は  であり,  の場合は  である.x ∉ B x ∈ A − B x ∉ C x ∈ A − C
故に  または  だから  である.x ∈ A − B x ∈ A − C x ∈ (A − B) ∪ (A − C)

 ならば  または  である.x ∈ (A − B) ∪ (A − C) x ∈ A − B x ∈ A − C
 の場合は  かつ  であり,  ならば  だからx ∈ A − B x ∈ A x ∉ B x ∉ B x ∉ B ∩ C

 である.x ∈ A − (B ∩ C)
 の場合は  かつ  であり,  ならば  だからx ∈ A − C x ∈ A x ∉ C x ∉ C x ∉ B ∩ C

 である.x ∈ A − (B ∩ C)

解答例の続き

(3)  ならば  かつ  である.x ∈ A ∩ (B ∪ C) x ∈ A x ∈ B ∪ C
 より,  または  である. x ∈ B ∪ C x ∈ B x ∈ C

 の場合は  より  だから,  である.x ∈ B x ∈ A x ∈ A ∩ B x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)

従って, いずれの場合も  である.x ∈ (A ∪ B) ∩ (A ∪ C)
 の場合は  より  だから,  である.x ∈ C x ∈ A x ∈ A ∩ C x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C)



解答例の続き
 ならば  または  である.x ∈ (A ∩ B) ∪ (A ∩ C) x ∈ A ∩ B x ∈ A ∩ C

 の場合は  だから  であり,  でもあるのでx ∈ A ∩ B x ∈ B x ∈ B ∪ C x ∈ A
 である.x ∈ A ∩ (B ∪ C)

 の場合は  だから  であり,  でもあるのでx ∈ A ∩ C x ∈ C x ∈ B ∪ C x ∈ A
この場合も  である.x ∈ A ∩ (B ∪ C)

(4)  ならば  かつ  である.x ∈ A − (B ∪ C) x ∈ A x ∉ B ∪ C
 より  かつ  である.x ∉ B ∪ C x ∉ B x ∉ C

である. 故に  かつ  だから  である.x ∈ A − B x ∈ A − C x ∈ (A − B) ∩ (A − C)
 ならば  かつ  である.x ∈ (A − B) ∩ (A − C) x ∈ A − B x ∈ A − C

従って  かつ  かつ  だから,  かつ  である.x ∈ A x ∉ B x ∉ C x ∈ A x ∉ B ∪ C
故に  である.x ∈ A − (B ∪ C)

 かつ  より  であり,   かつ  より x ∈ A x ∉ B x ∈ A − B x ∈ A x ∉ C x ∈ A − C



例題 1.4
,  を集合, ,  とする. このとき  がA B x, z∈A y, w∈B {{x}, {x, y}}={{z}, {z, w}}
成り立つためには ｢  かつ ｣ であることが必要十分であることを示せ.x=z y=w

解答例
｢  かつ ｣ ならば  であることは明らかである.x=z y=w {{x}, {x, y}}={{z}, {z, w}}

 と仮定する.  だから{{x}, {x, y}}={{z}, {z, w}} {x}∈{{x}, {x, y}}={{z}, {z, w}}
 である. 従って  または  が成り立つ.{x}∈{{z}, {z, w}} {x}={z} {x}={z, w}

 の場合は  であり,  の場合は  だから, いずれに{x}={z} x=z {x}={z, w} z=w=x
しても  が成り立つ. 故に  であり, x=z {{x}, {x, y}}={{x}, {x, w}}

 だから  となって  または {x, y}∈{{x}, {x, y}} {x, y}∈{{x}, {x, w}} {x, y}={x}
 が成り立つ.{x, y}={x, w}

 の場合は  だから  より{x, y}={x} x=y {{x}}={{x}, {x, y}}={{x}, {x, w}}
 が得られるため,  でもある. 従って  である.{x}={x, w} x=w y=x=w



解答例の続き
 の場合は  だから  となるため,  または {x, y}={x, w} y∈{x, y} y∈{x, w} y=x y=w

である.  ならば  だから  が得られるため, この場合もy=x {x}={x, y}={x, w} x=w
 である.y=w

上の例題から集合  の要素  と集合  の要素  の順序対  は次で定義できる.A x B y (x, y)
(x, y)={{x}, {x, y}}

例題 1.5

とみなす.

,  を集合, ,  を  の部分集合, ,  を  の部分集合とするとき等式X Y A B X C D Y
(A×C)∩(B×D)=(A∩B)×(C∩D)

が成り立つことを示せ.

集合 ,   に対し ,  のとき  を  の部分集合X Y A⊂X B⊂Y A×B X×Y
{(x, y)∈X×Y | x∈A, y∈B}



かつ  かつ  である. 故に  かつ  が成り立つためy∈C y∈D (x, y)∈A×C (x, y)∈B×D

解答例
 ならば  かつ  だから  かつ(x, y)∈ (A×C)∩(B×D) (x, y)∈A×C (x, y)∈B×D x∈A

 かつ  かつ  である. 故に  かつ  が成り立つためy∈C x∈B y∈D x∈A∩B y∈C∩D
 である.(x, y)∈ (A∩B)×(C∩D)
 ならば  かつ  だから  かつ (x, y)∈ (A∩B)×(C∩D) x∈A∩B y∈C∩D x∈A x∈B

 である.(x, y)∈ (A×C)∩(B×D)



幾何学演習Ⅰ

第2回　関係・写像



定義 2.1
(1) 集合 ,  の直積  の部分集合を  と  の関係という.  が  と  の関係でX Y X×Y X Y R X Y
あるとき  を  と表すことがある. とくに  の場合  を  における(x, y)∈R xRy X=Y R X
(二項)関係という.

(2)  が  と  の関係で, すべての  に対して  がただひとつの要素F X Y x∈X F∩({x}×Y)
からなる集合になるとき  を  から  への写像と呼び,  で表す.F X Y F :X→Y
このとき各  に対し  を満たす  がただ1つ存在するx∈X F∩({x}×Y)={(x, y)} y∈Y
が, この  を  で表し,  の  による像と呼ぶ. また  を  の定義域という.y F(x) x F X F

定義 2.2
, ,  を集合とする.  を  と  の関係,  を  と  の関係とするとき  と  のX Y Z R X Y S Y Z X Z
関係  を以下で定めて  と  の合成という.S∘R R S

 かつ  を満たす  が存在する.S∘R={(x, z)∈X×Z | (x, y)∈R (y, z)∈S y∈Y }
また  と  の関係  を  の逆の関係と呼び,  で表す.Y X {(y, x)∈Y×X | (x, y)∈R} R R−1



, , ,  を集合, , ,  をそれぞれ  と  の関係,  と  の関係,  と  の関係とX Y Z W R S T X Y Y Z Z W
する.

例題 2.3

(1) , ,  が成り立つことを示せ.T∘(S∘R)=(T∘S)∘R (S∘R)−1 =R−1∘S−1 (R−1)−1 =R
(2) ,  がともに写像ならば  は  から  への写像であることを示せ.R S S∘R X Z

解答例
(1)  ならば  かつ  を満たす  が存在する.(x, w)∈T∘(S∘R) (x, z)∈S∘R (z, w)∈T z∈Z

 より  かつ  を満たす  が存在する. 従って(x, z)∈S∘R (x, y)∈R (y, z)∈S y∈Y
 かつ  が成り立つため,  であり, さらに (y, z)∈S (z, w)∈T (y, w)∈T∘S (x, y)∈R

だから  である.  ならば  かつ(x, w)∈ (T∘S)∘R (x, w)∈ (T∘S)∘R (x, y)∈R
 を満たす  が存在する.  より  かつ(y, w)∈T∘S y∈Y (y, w)∈T∘S (y, z)∈S

 を満たす  が存在する. 故に  かつ  が成り立つ(z, w)∈T z∈Z (x, y)∈R (y, z)∈S
ため,  であり, さらに  だから  である.(x, z)∈S∘R (z, w)∈T (x, w)∈T∘(S∘R)
従って  である.T∘(S∘R)=(T∘S)∘R



解答例の続き
 ならば  だから  かつ  を満たす(z, x)∈ (S∘R)−1 (x, z)∈S∘R (x, y)∈R (y, z)∈S

 が存在する. このとき  かつ  だから y∈Y (z, y)∈S−1 (y, x)∈R−1 (z, x)∈R−1∘S−1

である.  ならば  かつ  を満たす  が(z, x)∈R−1∘S−1 (z, y)∈S−1 (y, x)∈R−1 y∈Y
存在する. このとき  かつ  だから  となるため(x, y)∈R (y, z)∈S (x, z)∈S∘R

 である. 故に  が成り立つ.(z, x)∈ (S∘R)−1 (z, x)∈R−1∘S−1

 は  と同値であり, これは  と同値である.(x, y)∈ (R−1)−1 (y, x)∈R−1 (x, y)∈R
故に  である.(R−1)−1 =R

(2) 仮定から  かつ  がR∩({x}×Y)={(x, R(x))} S∩({R(x)}×Z)={(R(x), S(R(x)))}
任意の  に対して成り立つため  かつ  である.x∈X (x, R(x))∈R (R(x), S(R(x)))∈S
故に  だから  である.(x, S(R(x)))∈S∘R (x, S(R(x)))∈ (S∘R)∩({x}×Z)

 ならば  かつ  だから,(x′￼, z′￼)∈ (S∘R)∩({x}×Z) (x′￼, z′￼)∈S∘R (x′￼, z′￼)∈{x}×Z
 で  かつ  を満たすものが存在し,  である. y′￼∈Y (x′￼, y′￼)∈R (y′￼, z′￼)∈S x′￼=x

従って  が成り立つため  である.(x, y′￼)∈R∩({x}×Y)={(x, R(x))} y′￼=R(x)



解答例の続き
このとき  となるため (R(x), z′￼)∈S∩({R(x)}×Z)={(R(x), S(R(x)))} z′￼=S(R(x))
である. 以上から  ならば  が成り(x′￼, z′￼)∈ (S∘R)∩({x}×Z) (x′￼, z′￼)=(x, S(R(x)))
立つため  はただ1つの要素  からなる集合である.(S∘R)∩({x}×Z) (x, S(R(x)))
故に  は  から  への写像である.S∘R X Z

定義 2.4
集合  と  の関係  と  の部分集合  に対し  の部分集合  を以下で定める.X Y R X A Y R(A)

 を満たす  が存在する.R(A)={y∈Y | (x, y)∈R x∈A }
とくに  が  から  への写像であるとき,  を  による  の像と呼び,  をF X Y F(A) F A F(X)
 の値域という. さらに  の部分集合  に対し  を  による  の逆像という.F Y B F−1(B) F B



(1)  ならば ,  が成り立つことを示せ.B⊂A⊂X R(B)⊂R(A) (S∘R)(A)=S(R(A))
,  をそれぞれ  と ,  と  の関係とする.R S X Y Y Z

 を満たす  が存在する. ,  R(A)={y∈Y | y=R(x) x∈A } R−1(B)={x∈X | R(x)∈B}
(2)  が写像ならば ,  に対し, 次の等式が成り立つことを示せ.R A⊂X B⊂Y

例題 2.5

解答例
(1)  ならば  を満たす  が存在し,  だから  である.y∈R(B) (x, y)∈R x∈B B⊂A x∈A
従って  だから  である.y∈R(A) R(B)⊂R(A)

 ならば  を満たす  が存在するため,  で z∈ (S∘R)(A) (x, z)∈S∘R x∈A y∈Y (x, y)∈R
かつ  を満たすものがある. 故に  かつ  だから  で(y, z)∈S x∈A (x, y)∈R y∈R(A)

満たすものが存在するため,  かつ  が成り立つ. 従って(x, y)∈R (y, z)∈S

あり, さらに  だから  である. 逆に  ならば (y, z)∈S z∈S(R(A)) z∈S(R(A)) y∈R(A)
で  を満たすものがある. さらに  だから  で  を(y, z)∈S y∈R(A) x∈A (x, y)∈R

 であり,  だから  である.(x, z)∈S∘R x∈A z∈ (S∘R)(A)



解答例の続き
(2)  ならば  を満たす  が存在するため, y∈R(A) (x, y)∈R x∈A (x, y)∈R∩({x}×Y)
である. 一方,  が写像であることから  はただ1つの要素 R R∩({x}×Y) (x, R(x))
からなる集合だから  である. 逆に  を満たす  が存在すればy=R(x) y=R(x) x∈A

 だから  である.(x, y)=(x, R(x))∈R y∈R(A)

 であり,  が写像であることから (x, y)∈R∩({x}×Y) R R∩({x}×Y)={(x, R(x))}
 ならば  を満たす  が存在し  である. 故にx∈R−1(B) (y, x)∈R−1 y∈B (x, y)∈R

だから  である. 任意の  に対し,  だからR(x)=y∈B x∈X (x, R(x))∈R
 が成り立つため  ならば  である.(R(x), x)∈R−1 R(x)∈B x∈R−1(B)

 に対応させる写像を  で表す.f∘φ∈Map(Z, Y) f* :Map(Z, X)→Map(Z, Y)

集合 ,  に対し,  から  への写像全体からなる集合を  で表す.X Y X Y Map(X, Y)
また, 写像 ,  に対し,  を  に対応f :X→Z g :Y→W (x, y)∈X×Y ( f(x), g(y))∈Z×W
させる  から  への写像を  で表し,  をX×Y Z×W f ×g :X×Y→Z×W φ∈Map(Z, X)



例題 2.6
(1) 集合 ,  に対し  を  で定めれば,  は次の条件Y Z ε :Map(Y, Z)×Y→Z ε(g, y)=g(y) ε
を満たすことを示せ.

｢任意の集合  と写像  に対し,  をX f :X×Y→Z f =ε∘(g×idY)
満たす写像  がただ1つ存在する.｣g :X→Map(Y, Z)

(2) 集合 ,  と  に対し,  を  に対応させる写像を X Y x∈X y∈Y (x, y)∈X×Y ηx :Y→X×Y
とする. 各  を  に対応させる写像を x∈X ηx ∈Map(Y, X×Y) η :X→Map(Y, X×Y)
とすれば  は次の条件を満たすことを示せ.η

｢任意の集合  と写像  に対し,  をZ g :X→Map(Y, Z) g= f*∘η
満たす写像  がただ1つ存在する.｣f :X×Y→Z

(3)  に対して  を満たす写像 f∈Map(X×Y, Z) f =ε∘(g×idY) g∈Map(X, Map(Y, Z))
を対応させる写像を  とすれば,  はΦ :Map(X×Y, Z)→Map(X, Map(Y, Z)) Φ
全単射であることを示せ.



解答例
(1) 集合  と写像  が与えられたとき, 各  に対し,  を X f : X×Y→Z x∈X y∈Y f(x, y)
に対応させる  から  への写像を  で表せば  である. そこでY Z fx fx ∈Map(Y, Z)

 を  で定義する. このとき任意の  に対して̂f :X→Map(Y, Z) ̂f(x)= fx (x, y)∈X×Y

(ε∘( ̂f ×idY))(x, y)=ε(( ̂f ×idY)(x, y))=ε( ̂f(x), y)=ε( fx, y)= fx(y)= f(x, y)
が成り立つため  である.  に対し, ε∘( ̂f ×idY)= f g :X→Map(Y, Z) f =ε∘(g×idY)
が成り立つならば, 任意の ,  に対してx∈X y∈Y

( ̂f(x))(y)= fx(y)= f(x, y)=(ε∘(g×idY))(x, y)=ε((g×idY)(x, y))
=ε(g(x), y)=(g(x))(y)

が成り立つため,  だから  が得られる. 以上から  は与えられた̂f(x)=g(x) ̂f =g ε
条件を満たす写像である.

(2) 集合  と写像  に対して, 写像  を Z g :X→Map(Y, Z) ǧ :X×Y→Z ǧ(x, y)=(g(x))(y)
で定義する. 



故に  だから  を満たす写像  は  に限るため,  はǧ= f g= f*∘η f :X×Y→Z ǧ η

任意の  に対して  だから写像 x∈X (ǧ*∘η)(x)= ǧ*(η(x))= ǧ∘ηx (ǧ*∘η)(x) :Y→Z
は  を  に写す写像である. 従ってy∈Y (ǧ∘ηx)(y)= ǧ(ηx(y))= ǧ(x, y)=(g(x))(y)

 が任意の  に対して成り立つため  を満たす写像(ǧ*∘η)(x)=g(x) x∈X g= ǧ*∘η
 が存在する.  に対し,  が成り立つならば, 任意のǧ :X×Y→Z f :X×Y→Z g= f*∘η

 に対して  が成り立つため, 任意の  x∈X g(x)=( f*∘η)(x)= f*(η(x))= f∘ηx y∈Y
に対して  である.ǧ(x, y)=(g(x))(y)=( f∘ηx)(y)= f(ηx(y))= f(x, y)

与えられた条件を満たす写像である.

解答例の続き

(3)  に対し,  とおけば (1)の証明から  である.g∈Map(X, Map(Y, Z)) Φ(ǧ)=h h= ̂̌g
 に対して  だから  に対して次の等式が成り立つ.x∈X h(x)=(ǧ)x y∈Y

(h(x))(y)=(ǧ)x(y)= ǧ(x, y)=(g(x))(y)
従って  が任意の  に対して成り立つため  である.h(x)=g(x) x∈X h=g



 ならば  より, 任意の  に対して  より,Φ( f )=Φ( f′￼) ̂f = ̂f′￼ x∈X fx = ̂f(x)= ̂f′￼(x)= f′￼x

故に  は全射である.Φ

任意の  に対して  だから  である.y∈Y f(x, y)= fx(y)= f′￼x(y)= f′￼(x, y) f = f′￼

解答例の続き

従って  は単射である.Φ



幾何学演習Ⅰ

第3回　ユークリッド空間の距離と極限



, ,  とし, 写像 ,  が与えられているとX ⊂ Rn Y ⊂ Rm Z ⊂ Rl f : X → Y g : Y → Z
命題 3.1　合成写像の極限

ならば  である.lim
x→p

g( f(x)) = g(q)

する. ,  に対して  かつ  が成り立つp ∈ Rn q ∈ Y lim
x→p

f(x) = q lim
y→q

g(y) = g(q)

合成写像の極限について, 次が成り立つ.

証明
 より, 任意の正の実数  に対して正の実数  で, 条件lim

y→q
g(y) = g(q) ε δ′￼

｢“  かつ ” ならば ｣ … y ∈ Bm(q ; δ′￼) ∩ Y y ≠ q g(y) ∈ Bl(g(q) ; ε) (i)
を満たすものが存在する.  だから, より次が成り立つ.g(q) ∈ Bl(g(q) ; ε) (i)

｢  ならば ｣ … y ∈ Bm(q ; δ′￼) ∩ Y g(y) ∈ Bl(g(q) ; ε) (ii)
 より, 上の  に対して正の実数  で, 次の条件を満たすものがある.lim

x→p
f(x) = q δ′￼ δ
｢“  かつ ” ならば ｣ … x ∈ Bn(p ; δ) ∩ X x ≠ p f(x) ∈ Bm(q ; δ′￼) (iii)



“  かつ ” ならば, により の  に  を代入できるので,x∈Bn(p ; δ)∩X x≠p (iv) (ii) y f(x)

さらに,  ならば  だから, より次が成り立つ.x ∈ X f(x) ∈ Y (iii)
｢“  かつ ” ならば ｣ … x ∈ Bn(p ; δ) ∩ X x ≠ p f(x) ∈ Bm(q ; δ′￼) ∩ Y (iv)

｢“  かつ ” ならば ｣x ∈ Bn(p ; δ) ∩ X x ≠ p g( f(x)) ∈ Bl(g(q) ; ε)

が成り立つ. これは  であることに他ならない.lim
x→p

g( f(x)) = g(q)

証明の続き

,  とし, 写像  と  が与えられているとする.X ⊂ Rn Y ⊂ Rm f : X → Y p ∈ Rn − X

 かつ lim
u→a

φ(u) = lim
v→b

ψ(v) = p lim
u→a

f(φ(u)) ≠ lim
v→b

f(ψ(v))

を満たすものがあれば, 極限  は存在しない.lim
x→p

f(x)

系 3.2

もし写像 ,  ( , ) と点 ,  で,φ : U → X ψ : V → X U ⊂ Rk V ⊂ Rl a ∈ Rk b ∈ Rl



 f̄(x) = {f(x) x ∈ X
q x = p

証明
 が存在すると仮定して  とおく. 写像  を lim

x→p
f(x) lim

x→p
f(x) = q f̄ : X ∪ {p} → Rm

によって定めれば,  のときは   だからx ∈ X f̄(x) = f(x)

が成り立つ. 故に  は命題3.1における  の仮定を満たすため, 次の等式が得られる.f̄ g

lim
u→a

f(φ(u)) = lim
u→a

f̄(φ(u)) = f̄(p), lim
v→b

f(ψ(v)) = lim
v→b

f̄(ψ(v)) = f̄(p)

 lim
x→p

f̄(x) = lim
x→p

f(x) = q = f̄(p)

従って  となって, 仮定  と矛盾lim
u→a

f(φ(u)) = lim
v→b

f(ψ(v)) lim
u→a

f(φ(u)) ≠ lim
v→b

f(ψ(v))

するため  は存在しない.lim
x→p

f(x)



系3.2を用いれば, 具体的に与えられた写像の極限が存在しないことが示される.
例題 3.3
関数  が以下で与えられるとき,  が存在する場合f :R2−{(0,0)}→R lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)

はその極限値を求め, 存在しない場合はそのことを示せ.

(1)         (2)  f(x, y) = xy2

x2 + y4 f(x, y) = xy3

x2 + y4

解答例
(1)  が存在すると仮定して  とおく.  をlim

(x,y)→(0,0)
f(x, y) lim

(x,y)→(0,0)
f(x, y)= p f̄ :R2 →R

で定義すれば  である.lim
(x,y)→(0,0)

f̄(x, y) = lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y) = p = f̄(0,0)

 f̄(x, y) = {
xy2

x2 + y4 (x, y) ≠ (0,0)

p (x, y) = (0,0)



定数  に対して写像  を  で定義すれば k φ :R→R2 φ(t)=(kt2, t) lim
t→0

φ(t)=(0,0)
が成り立つため,  である. ところが  と  の定義からlim

t→0
f̄(φ(t)) = f̄(0,0) = p f̄ φ

lim
t→0

f̄(φ(t)) = lim
t→0

kt4

k2t4 + t4 = k
k2 + 1

が成り立ち,  が  によらない一定の値  であることと矛盾する.lim
t→0

f̄(φ(t)) k p

故に極限  は存在しない.lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)

解答例の続き

不等式  が得られる.  のとき, xy3

x2 + y4 = |x | |y |y2

x2 + y4 ≦ |y |
2 (x, y)→ (0,0) |y |

2 → 0

(2) (相加平均)  (相乗平均) より  が成り立つため,≧ x2 + y4

2 ≧ x2y4 = |x |y2

 ならば  が成り立つ. この不等式の両辺に  をかければ,(x, y)≠ (0,0) |x |y2

x2 + y4 ≦ 1
2 |y |

だから, 上の不等式から  である.lim
(x,y)→(0,0)

f(x, y)= lim
(x,y)→(0,0)

xy3

x2 + y4 =0



例題 3.4
, ,  ( ) に対し, 関数  をai >0 ki ≧0 pi >0 i=1,2,…, n f : Rn−{(0,0,…,0)}→R

f(x1, x2, …, xn)=
|x1 |k1 |x2 |k2 ⋯ |xn |kn

a1 |x1 |p1+ a2 |x2 |p2+ ⋯ + an |xn |pn

で定義するとき  であるための必要十分条件をlim
(x1,x2,…,xn)→(0,0,…,0)

f(x1, x2, …, xn)=0
求めよ.

解答例
 ( )  と  に対し, 次の等式が成り立つ.bi >0 i=1,2,…, n t>0

f((b1t)
1

p1, (b2t)
1

p2, …, (bnt)
1

pn)=
(b1t)

k1
p1(b2t)

k2
p2⋯(bnt)

kn
pn

a1b1t+a2b2t+⋯+anbnt
=

b
k1
p1
1 b

k2
p2
2 ⋯b

kn
pn
n t

k1
p1

+ k2
p2

+⋯+ kn
pn −1

a1b1+a2b2+⋯+anbn

故に  ならば  であり,
k1

p1
+ k2

p2
+⋯+

kn

pn
<1 lim

t→+0
f((b1t)

1
p1, (b2t)

1
p2, …, (bnt)

1
pn)=∞



 ならば 

k1

p1
+ k2

p2
+⋯+

kn

pn
=1 lim

t→+0
f((b1t)

1
p1, (b2t)

1
p2, …, (bnt)

1
pn)=

b
k1p1
1 b

k2p2
2 ⋯b

kn
pn
n

a1b1 + a2b2 + ⋯ + anbn

解答例の続き

となって, この場合の極限値は  に依存するため, b1, b2,…, bn
k1

p1
+ k2

p2
+⋯+

kn

pn
≦1

ならば  は存在しない.lim
(x1,x2,…,xn)→(0,0,…,0)

f(x1, x2, …, xn)

 に対し,  とおけば,x=(x1, x2,…, xn)≠ (0,0,…,0) mx =max{ |x1 |p1, |x2 |p2,…, |xn |pn }
 となる  があるため,  とおくと次が成り立つ.mx = |xl |

pl l α=min{a1, a2,…, an}
a1 |x1 |p1+a2 |x2 |p2+⋯+an |xn |pn ≧al |xl |

pl ≧αmx

さらに  に対して  だから次の不等式が成り立つ.i=1,2,…, n |xi |
ki ≦m

ki
pi
x

f(x1, x2, …, xn)≦
m

k1
p1
x m

k2
p2
x ⋯m

kn
pn
x

αmx
=

m
k1
p1

+ k2
p2

+⋯+ kn
pn −1

x

α
=

1
α

(max{ |x1 |p1 , |x2 |p2 , …, |xn |pn })
k1
p1

+ k2
p2

+⋯+ kn
pn −1



解答例の続き
 が成り立つため, 上の不等式lim

(x1,x2,…,xn)→(0,0,…,0)
max{ |x1 |p1 , |x2 |p2 ,…, |xn |pn }=0

から  ならば  である.
k1

p1
+ k2

p2
+⋯+

kn

pn
>1 lim

(x1,x2,…,xn)→(0,0,…,0)
f(x1, x2, …, xn)=0

以上から,  が求める条件である.
k1

p1
+ k2

p2
+⋯+

kn

pn
>1
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 または  とし,  を,  に対し,p≧1 p=∞ dp : C[a, b] × C[a, b] → R f, g ∈ C[a, b]
 ( ) に対し, 閉区間  で連続な実数値関数全体の集合を  で表す.a, b∈R a<b [a, b] C[a, b]

dp( f, g) = { ( | f(x) − g(x) |p dx)
1
p p≧ 1

( | f(x) − g(x) | a ≦ x ≦ b ) p=∞の における最大値
∫a

b

で定義すると,  は  の距離関数になる.dp C[a, b]

例 4.1

幾何学Ⅰ例3.3で与えた次の距離空間の例について考える.

 の場合,  が  の距離関数になることは幾何学Ⅰ例3.3ですでに示した.1<p<∞ dp C[a, b]

例題 4.2
 は  の距離関数であることを示せ.d1, d∞ : C[a, b] × C[a, b] → R C[a, b]



    であり,  は  と同値である.(i) dp( f, g) ≧ 0 dp( f, g) = 0 f = g
  (ii) dp(g, f ) = dp( f, g)
 (iii) dp( f, h) ≦ dp( f, g) + dp(g, h)

距離空間の定義における以下の3つの条件が  の場合に任意の p=1,∞ f, g, h∈C[a, b]
に対して満たされることを確かめればよい.

 の定義から  は明らかに成り立つ.dp (ii)
また幾何学Ⅰ例3.3で  の場合に  が満たされることを示した.p=1 (i)

 の定義から  がすべてのd∞( f, g) d∞( f, g)≧ | f(x)−g(x) |≧0

すべての  に対して  だから  である.x ∈ [a, b] | f(x) − g(x) | = 0 f = g
 に対して成り立つ. 従って  であり,  ならば,x∈ [a, b] d∞( f, g) ≧ 0 d∞( f, g) = 0

 は明らかだから  の場合も  が満たされる.d∞( f, f ) = 0 p=∞ (i)

解答例



= | f(x)−g(x) |dx + |g(x)−h(x) |dx =d1( f, g)+d1(g, h)

すべての  に対して不等式 , x∈ [a, b] | f(x)−g(x) |≦d∞( f, g) |g(x)−h(x) |≦d∞(g, h)
と次の不等式 (  ) が成り立つ.

解答例の続き

 (  )| f(x)−h(x) |= | ( f(x)−g(x))+(g(x)−h(x)) |≦ | f(x)−g(x) |+|g(x)−h(x) | ⋯
*

*

が得られる. 従って  の場合に  が満たされる.p=∞ (iii)
の  における最大値d∞( f, h)=( | f(x)−h(x) | a≦x≦b )≦d∞( f, g)+d∞(g, h)

故にすべての  に対して  だからx∈ [a, b] | f(x)−h(x) |≦d∞( f, g) + d∞(g, h)

以上から,  と  は  の距離関数である.d1 d∞ C[a, b]

(  ) と積分の性質から次の不等式が成り立つため,  の場合も  が満たされる. p=1 (iii)*

∫a
b ∫a

b

∫a
b ∫a

b

d1( f, h)= | f(x)−h(x) |dx ≦ ( | f(x)−g(x) |+|g(x)−h(x) | )dx



に距離関数を定義することはできないが, 次のように  の要素の列(以後, 関数列F[a, b]

 ( ) に対し, 閉区間  で定義された実数値関数全体の集合を a, b∈R a<b [a, b] F[a, b]

と呼ぶ)の収束の概念が定義できる.

定義 4.3　各点収束

 が成り立つとき,  は  に各点収束するという.lim
n→∞

fn(x) = g(x) ( fn)n∈N g
 を  の関数列,  とする. すべての  に対して( fn)n∈N F[a, b] g ∈ F[a, b] x ∈ [a, b]

で表す. このとき  の要素は連続とは限らないので, 例4.1のような形で F[a, b] F[a, b]



例 4.4

であるが,  だから, 連続関数からなる関数列が各点収束して得られるg∉C[−1,1]

 によって   を定義すれば, 次が成り立つ.fn(x) = 1
(1 + |x | )n fn ∈ F[−1,1]

lim
n→∞

fn(x) = {1 x = 0
0 x ≠ 0

従って  を ,  ( ) で定義される関数とすれば,g ∈ F[−1,1] g(0) = 1 g(x) = 0 x ≠ 0
 は  に各点収束する. ここで, すべての自然数  に対して  ( fn)n∈N g n fn ∈ C[−1,1]

関数は連続とは限らないことに注意する.

距離空間  において収束する関数列は各点収束するが(命題4.5参照),(C[a, b], d∞)
上の例はその逆が成り立たないことを示している. また  の場合は例題4.6でp≠∞
みるように  において収束する関数列の極限が, 各点収束で得られる関数(C[a, b], dp)

おいて収束する関数列もある.
とは異なる場合や, 例題4.7の関数列のように各点収束はしないが  に(C[a, b], dp)



命題 4.5

ならば  は  に各点収束する.( fn)n∈N g
 は  の関数列で, 距離空間  において関数  に収束する( fn)n∈N C[a, b] (C[a, b], d∞) g

 において関数  に収束するため,  である.(C[a, b], d∞) g lim
n→∞

d∞( fn, g)=0

証明
各  に対して  が成り立つ.  は距離空間x∈ [a, b] 0≦ | fn(x)−g(x) |≦d∞( fn, g) ( fn)n∈N

故に上の不等式から  だから  となって, lim
n→∞

| fn(x)−g(x) |=0 lim
n→∞

fn(x)=g(x) ( fn)n∈N

は  に各点収束する.g

例題 4.6

(1)  に対して  を求めよ (ただし  は常に値が  である定数値関数).n ≧ 2 dp( fn,0) 0 0

する場合はその極限を求め, 収束しない場合はそのことを示せ.
(2)  を距離空間  の関数列とみなす. このとき,  が収束( fn)n∈N (C[−1,1], dp) ( fn)n∈N

 を例4.4で定義した関数とする.fn ∈ C[−1,1]



 は  で最大値  をとるため,  である.| fn(x) | = 1
(1 + |x | )n x = 0 1 d∞( fn,0) = 1

解答例

 である.dp( fn,0) = ( 1
(1 + |x | )pn dx)

1
p

= (2 1
(1 + x)pn dx)

1
p

= ( 2(1 − 21−pn)
pn − 1 )

1
p∫−1

1 ∫1

0

(2)  の場合,  だから  は距離空間p≠∞ lim
n→∞

dp( fn,0) = lim
n→∞ (2(1 − 21−pn)

pn − 1 )
1
p
= 0 ( fn)n∈N

 において  に収束する.(C[−1,1], dp) 0

 が距離空間  において  に収束するならば命題4.5( fn)n∈N (C[−1,1], d∞) g∈C[−1,1]

 ならば  だから  は連続関数ではない.x≠0 g(x)= lim
n→∞

fn(x)= lim
n→∞

1
(1 + |x | )n =0 g

において収束しない.

により  は  に各点収束する. このとき  であり,( fn)n∈N g g(0)= lim
n→∞

fn(0)= lim
n→∞

1=1

これは  であることと矛盾するため,  は距離空間 g∈C[−1,1] ( fn)n∈N (C[−1,1], d∞)

(1)  の場合,p≠∞



表すとき, 以下の問いに答えよ.

,  を 以上の実数とする. 自然数  に対し, 関数  を次で定義する.p q 1 n fn : [−1,1]→R

fn(x) = {
n

1
q(1 − n |x | ) |x | ≦ 1

n

0 1
n ≦ |x | ≦ 1

 を例4.1で与えた  の距離関数とし, 常に値が  である定数値関数も  でdp C[−1,1] 0 0

(1)  を求めよ.dp( fn,0)
(2)  であるためには  であることが必要十分であることを示せ.lim

n→∞
dp( fn,0)=0 p<q

例題 4.7



dp( fn,0)=( | fn(x) |p dx)
1
p =( n

p
q(1 − n |x | )p dx)

1
p =(2 n

p
q(1 − nx)p dx)

1
p∫

−1

1
∫

1
n

− 1
n

∫
1
n

0

解答例
(1)  と  の定義から  は次のように求まる.dp fn dp( fn,0)

=(2[− n
p
q −1

p + 1 (1 − nx)p+1]
1
n

0)
1
p
= 2

1
pn

1
q − 1

p

(p + 1)
1
p

(2)  ならば  だから(1)より  である.p<q 1
q − 1

p <0 lim
n→∞

dp( fn,0)= lim
n→∞

2
1
pn

1
q − 1

p

(p + 1)
1
p

=0

 ならば  だから(1)より p=q 1
q − 1

p =0 lim
n→∞

dp( fn,0)= lim
n→∞

2
1
pn

1
q − 1

p

(p + 1)
1
p

= 2
1
p

(p + 1)
1
p

≠0

である.
 ならば  だから(1)より  である.p>q 1

q − 1
p >0 lim

n→∞
dp( fn,0)= lim

n→∞
2

1
pn

1
q − 1

p

(p + 1)
1
p

=∞

以上から   であるためには  であることが必要十分である.lim
n→∞

dp( fn,0)=0 p<q



第5回　距離空間の性質

幾何学演習Ⅰ



例題 5.1
距離空間  において,  の部分集合  を  で定める.(R, d1) R A A = { 1

n |n ∈ N}

故に  の内点は存在しないので,  の内部は空集合である.A A

(1)  の内部を求めよ.      (2)  の閉包を求めよ.      (3)  の境界を求めよ.A A A

解答例

(1)  が  の内点ならば  を満たす  がある. このとき  だからp A (p−r, p+r)⊂A r>0 p∈A
 となる自然数  が存在する.  を満たす実数 p= 1

n n max{ 1
n + 1 , p−r}<a< 1

n = p a

は  に属さないが  に属するため,  と矛盾する.A (p−r, p+r) (p−r, p+r)⊂A

 となるため  は  の触点である.B1(0 ; r) ∩ A = (−r, r) ∩ A ≠ ∅ 0 A

(2)  ならば  だから  は  の触点でない.p<0 B1(p ; − p)∩A= (2p,0)∩A=∅ p A

 における開球  は開区間  であることに注意する.(R, d1) B1(p ; r) (p−r, p+r)

任意の  に対して,  を満たす自然数  をとれば  だから,r > 0 n > 1
r n 1

n ∈ (−r, r) ∩ A



 ならば  だから  は  の触点でない.p>1 B1(p ; p − 1)∩A= (1,2p − 1)∩A=∅ p A

解答例の続き

以上から  の触点は  の点または  に限るため,  の閉包は  である.A A 0 A A ∪ {0}

満たす自然数  がとれるため,  が成り立つ. n 1
n + 1 <p< 1

n r=min{p− 1
n + 1 , 1

n −p}
 の場合,  ならば  は  の触点である.  ならば  を0<p≦1 p∈A p A p∉A 1

p −1<n< 1
p

従って  は  の触点でない.p A

一般の距離空間  において  の点列  が  に収束するとき,(X, d) X (xk)k∈N p ∈ X

(3)  の境界  と  の内部  の合併は  の閉包  に一致し, (1)から , (2)A ∂A A Ai A A Ai = ∅
から  だから,  である.A = A ∪ {0} ∂A = ∂A ∪ Ai = A = A ∪ {0}
注意 5.2

 とおけば  は  の触点である. 実際, 点列の収束の定義から,A={x1, x2,…, xk,…} p A

するため  が成り立つ.Bd(p ; r) ∩ A ≠ ∅
任意の  に対して条件「  ならば 」を満た自然数  が存在r > 0 k ≧ N xk ∈ Bd(p ; r) N

とおけば  だから  である.B1(p ; r)=(p−r, p+r)⊂( 1
n + 1 , 1

n ) B1(p ; r)∩A=∅



例題 5.3
距離空間  において,  の部分集合  を以下で定める.(R2, d2) R2 A

 かつ  と  は有理数A = {(x, y) ∈ R2 |0 ≦ x ≦ 1, 0 ≦ y ≦ 1 x y }
(1)  の内部を求めよ.      (2)  の閉包を求めよ.      (3)  の境界を求めよ.A A A

解答例

 だから  であるが,  であるため,d2(p, q)= |α − a |<r q∈B2(p; r) q∉A

(1)  が  の内点ならば  を満たす  がある. このときp = (a, b) A B2(p ; r)⊂A r>0

 と矛盾する. 故に  の内点は存在しないので,  の内部は空集合である.B2(p; r)⊂A A A

 を満たす無理数  が存在し,  とおけばa − r < α < a + r α q = (α, b)

(2)  とする.p=(a, b)∈R2

だから  は  の触点でない.p A
 の場合,  に属する点の  座標は負であるため a<0 B2(p; − a) x B2(p; − a)∩A=∅

 だから  は  の触点でない.B2(p; a−1)∩A=∅ p A
 の場合,  に属する点の  座標は より大きいためa>1 B2(p; a−1) x 1



だから  は  の触点でない.p A
 の場合,  に属する点の  座標は負であるため b<0 B2(p ; − b) y B2(p ; − b)∩A=∅

 だから  は  の触点でない.B2(p ; b−1)∩A=∅ p A
 の場合,  に属する点の  座標は より大きいためb>1 B2(p ; b−1) y 1

,  を満たすものが存在する.  とおけばa− r
2 <α<a+ r

2 b− r
2 <β<b+ r

2 q=(α, β)

故にこの場合には  は  の触点である.p A

 の場合, 任意の  に対して, 有理数 ,  で  かつ 0≦a, b≦1 r>0 α β α, β ∈ [0,1]

 であり  だから  である.q∈A d2(p, q)= (α−a)2+(β−b)2 < r

2
q∈B2(p ; r)

以上から,  の閉包は  である.A [0,1]×[0,1] = {(x, y)∈R2 |0≦x ≦ 1, 0≦y≦1}
(3)  の境界  と  の内部  の合併は  の閉包  に一致し, (1)から , (2)A ∂A A Ai A A Ai =∅
から  だから,  である.A = [0,1]×[0,1] ∂A = ∂A ∪ Ai = A = [0,1]×[0,1]

解答例の続き



例題 5.4

(2)  の閉包  は閉集合であり,  が  を含む閉集合ならば  である. A A C A C⊃A

 を距離空間,  を  の部分集合とするとき, 以下の命題を示せ.(X, d) A X
(1)  の内部  は開集合であり,  が  に含まれる開集合ならば  である.A Ai O A O⊂Ai

(1)  ならば  で,  を満たすものがある.  ならばp∈Ai r>0 Bd(p ; r)⊂A q ∈ Bd(p ; r)
幾何学Ⅰ命題4.8の(1)の証明より  だから  は Bd(q ; r−d(p, q))⊂Bd(p ; r)⊂A q A
の内点である. 従って  だから  は  の内点になるため  は開集合Bd(p ; r)⊂Ai p Ai Ai

解答例

である.  を  に含まれる開集合とする.  ならば  は  の内点だから O A p∈O p O s>0

は  の内点である. 従って  だから  である.A p∈Ai O⊂Ai
で,  を満たすものがある.  だから  となるため, Bd(p ; s)⊂O O⊂A Bd(p ; s)⊂A p

(2)  を  の触点とする.  ならば  で  を満たすものがある.p A p∉A c>0 Bd(p ; c)∩A=∅
一方  が  の触点であることから,  だから  がp A Bd(p ; c)∩A≠∅ q∈Bd(p ; c)∩A
選べる.



 より  となるが, これは  と矛盾Bd(p ; c)∩A=∅ Bd(q ; c−d(p, q))∩A=∅ q∈A

 は  を含む閉集合であるとする. もし  ならば  で  を満たすC A C⊅A p∈A p∉C=C
ものがある.  は  の触点ではないので,  で  を満たすものがp C r>0 Bd(p ; r)∩C=∅
ある.  だから  より  が得られるが, これはC⊃A Bd(p ; r)∩C=∅ Bd(p ; r)∩A=∅

ここで幾何学Ⅰ命題4.8の(1)の証明より  だからBd(q ; c−d(p, q))⊂Bd(p ; c)

 と矛盾する. 故に  である. p∈A C⊃A

解答例の続き

する. 故に  だから  は閉集合である.p∈A A



例題 5.5
 以上の実数  に対して  が収束するような実数列  全体からなる1 p

∞
∑
n=0

|xn |p x=(xn)n≧0

集合を  とする. このとき  とおく.Hp ∥x∥p =(
∞
∑
n=0

|xn |p )
1
p

(1) ,  ならば  であることを示せ.(xn)n≧0, (yn)n≧0 ∈Hp r∈R (xn+yn)n≧0, (rxn)n≧0 ∈Hp

 と  に対して , x=(xn)n≧0, y=(yn)n≧0 ∈Hp r∈R x+ y=(xn+yn)n≧0 rx=(rxn)n≧0

で  の加法と実数倍を定めることによって  は  上のベクトル空間になる.Hp Hp R
(2) ,  に対して ,  が成り立つx, y∈Hp r∈R ∥x+y∥p ≦∥x∥p+∥y∥p ∥rx∥p = |r |∥x∥
ことを示せ.

(3) 関数  を  で定めれば  は  の距離関数にdp :Hp×Hp →R dp(x, y)=∥x−y∥p dp Hp

なることを示せ.



解答例
(1)  ならば任意の自然数  に対して ,(xn)n≧0, (yn)n≧0 ∈Hp k

k
∑
n=0

|xn |p ≦
∞
∑
n=0

|xn |p

 が成り立つため, ,
k

∑
n=0

|yn |p ≦
∞
∑
n=0

|yn |p (
k

∑
n=0

|xn |p )
1
p
≦(

∞
∑
n=0

|xn |p )
1
p
=∥x∥p

 が任意の自然数  に対して成り立つ.(
k

∑
n=0

|yn |p )
1
p
≦(

∞
∑
n=0

|yn |p )
1
p
=∥y∥p k

従って幾何学I例3.2の  で示した不等式から, 任意の自然数  に対して次の(iii) k
不等式が成り立つ.

 …(  )(
k

∑
n=0

|xn+yn |p )
1
p
≦(

k
∑
n=0

|xn |p )
1
p
+(

k
∑
n=0

|yn |p )
1
p
≦∥x∥p+∥y∥p *

故に  が任意の自然数  に対して成り立つため,
k

∑
n=0

|xn+yn |p ≦ (∥x∥p+∥y∥p)p k

正項級数  は上に有界だから収束する.
∞
∑
n=0

|xn+yn |p



解答例の続き
 であり,  は

∞
∑
n=0

|rxn |p =
∞
∑
n=0

( |r | |xn | )p =
∞
∑
n=0

|r |p |xn |p = |r |p
∞
∑
n=0

|xn |p
∞
∑
n=0

|xn |p

収束するため,  も収束する. 以上から  である.
∞
∑
n=0

|rxn |p (xn+yn)n≧0, (rxn)n≧0 ∈Hp

(2) (1)で得た不等式(  )において  とすれば次の不等式が得られる.k→∞*
∥x+y∥p =(

∞
∑
n=0

|xn+yn |p )
1
p
≦∥x∥p+∥y∥p

また, (1)で示した等式  の両辺の  乗根を考えれば
∞
∑
n=0

|rxn |p = |r |p
∞
∑
n=0

|xn |p p

 が得られる.∥rx∥p =(
∞
∑
n=0

|rxn |p )
1
p
= |r |(

∞
∑
n=0

|xn |p )
1
p
= |r |∥x∥

(3) すべての項が  である数列を  で表すと  である.  に対し 0 0 0∈Hp x∈Hp ∥x∥p ≧0
であり,  は  と同値である. 従って  に対して∥x∥p =0 x=0 x, y∈Hp

 であり  は  と同値である.dp(x, y)=∥x−y∥p ≧0 dp(x, y)=∥x−y∥p =0 x=y



解答例の続き

dp(y, x)=∥y−x∥p =∥(−1)(x−y)∥p = |− 1 |∥x−y∥p =∥x−y∥p =dp(x, y)
(2)の結果から次の等式が得られる.

さらに  に対して(2)で示した不等式から次の不等式が得られる. z∈Hp

dp(x, z)=∥x−z∥p =∥(x−y)+(y−z)∥p ≦∥x−y∥p+∥y−z∥p =dp(x, y)+dp(y, z)

以上から  は  の距離関数である.dp Hp



幾何学演習Ⅰ

第6回　距離空間の位相



 を満たすとき,  を凸関数という.φ(sx+ty)≦sφ(x)+tφ(y) φ

まず, 凸関数の定義をおさらいして 例題6.4の解答に必要な事実を準備する.
定義 6.1　凸関数
区間  で定義された関数  が  を満たす  と  に対してI φ : I→R s+t=1 s, t>0 x, y∈ I

 が成り立てば  は凸関数である.φ′￼′￼(x)≧0 φ

定理 6.2
区間  で定義された関数  が  の内部の各点  で2回微分可能であり,I φ : I→R I x

次の定理の証明は微積分学の教科書を参照せよ.

補題 6.3

で  を満たすものに対して,  であり, 次の不等式が成り立つ.t1+t2+⋯+tn =1
n

∑
i=1

tixi ∈ I
区間  で定義された関数  が凸関数ならば,  と I φ : I→R x1, x2, …, xn ∈ I t1, t2, …, tn >0

φ(
n

∑
i=1

tixi) ≦
n

∑
i=1

tiφ(xi)



 による帰納法で主張を示す.  の場合は主張は明らかである.  のとき, 主張がn n=1 n−1
成り立つと仮定し,  と  で  を満たすものx1, x2, …, xn ∈ I t1, t2, …, tn >0 t1+t2+⋯+tn =1

が与えられたとする. ,  とおけば,  に対して s=
n−1
∑
i=1

ti y=
n−1
∑
i=1

ti
s xi i=1,2,…, n−1

ti
s >0

であり  が成り立つため, 帰納法の仮定によって  であり, 不等式
n−1
∑
i=1

ti
s =1 y∈ I

φ(y)=φ(
n−1
∑
i=1

ti
s xi)≦

n−1
∑
i=1

ti
s φ(xi)

が成り立つ.  だから  は区間  に含まれる値  と  を両端とs+tn =1 sy+tnxn =
n

∑
i=1

tixi I y xn

する区間を  に内分するため,  も区間  に含まれる.  が凸関数であることとtn :s
n

∑
i=1

tixi I φ

φ(
n

∑
i=1

tixi)=φ(sy+tnxn)≦sφ(y)+tnφ(xn) ≦
k

∑
i=1

tiφ(xi)+tnφ(xn)=
n

∑
i=1

tiφ(xi)

上の不等式から次の不等式が得られるため,  のときも主張が成り立つ.n

証明



例題 6.4
 のとき,  に対して次の不等式が成り立つことを示せ.1≦ p<q x, y∈Rn

dq(x, y) ≦ dp(x, y) ≦ n
1
p − 1

q dq(x, y)

解答例

・  の証明；∥x∥q ≦ ∥x∥p

 である. 故に  より  が  に対し成り立つ.|cxj |≦1 p<q |cxj |
q ≦ |cxj |

p j = 1,2,…, n

 とおくと  であり,  に対して  だからc= 1
∥x∥q

c>0 j = 1,2,…, n ∥x∥q ≧ |xj |

  とする.x=(x1, x2, …, xn)∈Rn

従って  だから1=cq∥x∥q
q =

n
∑
i=1

|cxi |
q ≦

n
∑
i=1

|cxi |
p =cp

n
∑
i=1

|xi |
p =cp∥x∥p

p

 を得る.∥x∥q = 1
c ≦∥x∥p

 ならば主張は明らかだから,  と仮定する.x=0 x≠0

 を  以上の実数とし, 幾何学Ⅰ例3.2で定義した  の距離関数  を考える.p 1 Rn dp



結果が得られる.

解答例の続き
・  の証明；∥x∥p ≦ n

1
p − 1

q ∥x∥q

n− q
p ∥x∥q

p =(
n

∑
i=1

|xi |
p

n )
q
p
=φ(

n
∑
i=1

|xi |
p

n )≦
n

∑
i=1

1
n φ( |xi |

p )=
n

∑
i=1

1
n |xi |

q = 1
n ∥x∥q

q

故に  で, この両辺を  乗すれば目的の不等式が得られる.∥x∥q
p ≦ n

q
p −1∥x∥q

q
1
q

 で関数  を定めれば,  だから  ならば  でφ(x)=x
q
p φ : [0,∞)→R q

p >1 x>0 φ′￼′￼(x)≧0
ある. 従って  は定理6.2により凸関数だから, 補題6.3の  に  を代入してφ xi |xi |

p

,  だから, 上で示した2つの不等式からdp(x, y)=∥x−y∥p dq(x, y)=∥x−y∥q

例題6.4と幾何学Ⅰ注意5.12からも,  であることがわかる(幾何学Ⅰ例5.13).𝒪dp
=𝒪dq

 とすれば次の不等式が得られる.t1 = t2 =⋯= tn = 1
n



 を  以上の実数とし, 幾何学Ⅰ例3.3で定義した  の距離関数  を考える.p 1 C[a, b] dp

例題 6.5
 のとき,  に対して次の不等式が成り立つことを示せ.1≦ p<q f, g∈C[a, b]

dp( f, g) ≦ (b − a)
1
p − 1

q dq( f, g)

解答例
例題6.4の解答で用いた凸関数  を補題6.3の不等式に適用して両辺のφ : [0,∞)→R

 乗根を考えれば, 不等式  が得られる. をq (
n

∑
i=1

xp
i

n )
1
p
≦(

n
∑
i=1

xq
i

n )
1
q

xi = f(a+ i(b − a)
n )

この不等式に代入すれば次の不等式が得られる.

(
n

∑
i=1

f(a + i(b − a)
n )

p 1
n )

1
p
≦(

n
∑
k=1

f(a + i(b − a)
n )

q 1
n )

1
q

故に 1

(b − a)
1
p (

n
∑
k=1

f(a + k(b − a)
n )

p b − a
n )

1
p

≦ 1

(b − a)
1
q (

n
∑
k=1

f(a + k(b − a)
n )

p b − a
n )

1
q

が成り立つ.



上の不等式で  とすれば左辺は  に近づき, 右辺はn→∞ 1

(b − a)
1
p
( | f(x) |q dx)

1
p

解答例の続き

 に近づくため, 不等式 1

(b − a)
1
q
( | f(x) |p dx)

1
q

∥f∥p

(b − a)
1
p

= 1

(b − a)
1
p
( | f(x) |p dx)

1
p ≦ 1

(b − a)
1
q
( | f(x) |q dx)

1
q =

∥f∥q

(b − a)
1
q

が成り立つ. 故に  が成り立つため次の不等式が得られる.∥f∥p ≦ (b−a)
1
p − 1

q ∥f∥q

dp( f, g)=∥f −g∥p ≦ (b−a)
1
p − 1

q ∥f −g∥q =(b−a)
1
p − 1

q dq( f, g)

∫a

b

∫a

b

∫a

b

∫a

b



(2) 関数  を  で定義する. このときdp :Q × Q → R dp(x, y)={νp(x − y) x ≠ y
0 x = y

整数  は一通りに定まるため, 関数  が  で定義できる.lx νp :Q−{0}→R νp(x) = alx

 を与えられた素数とし,  は  を満たす実数の定数とする.p a 0<a<1

ならば  が成り立つことを示せ.νp(x + y) ≦ max{νp(x), νp(y)}

 に対し,  (ただし ,  は  で割れない整数,  は整数) を満たすx∈Q−{0} x= m
n plx m n p lx

例題 6.6 (幾何学Ⅰ例3.4)

(1)  に対して  が成り立ち, さらに x, y ∈ Q − {0} νp(xy)=νp(x)νp(y) x + y ≠ 0

任意の  に対して  が成り立つことx, y, z∈Q dp(x, z)≦max{dp(x, y), dp(y, z)}
を示して,  が有理数全体からなる集合  の距離関数であることを示せ.dp Q



(1) ,  (ただし , , ,  は  で割れない整数, ,  は整数) とすれば,x= m
n plx y= k

q ply m n k q p lx ly
解答例

,  である.  であり,  と  はともに  でνp(x) = alx νp(y) = aly xy = km
nq plx+ly km nq p

割れないため,  が得られる.νp(xy) = alx+ly = alxaly = νp(x)νp(y)

 だから  が  の単調減少関数であることに注意すれば0<a<1 ax x

であり,  は  でない整数だから,  を満たす  で割れmq+knply−lx 0 mq+knply−lx =spr p
ない整数  と  以上の整数  がただ1つ存在するため,  である.s 0 r x+y= splx+r

nq

が成り立つ.

x + y = mqplx + knply

nq = (mq + knply−lx)plx

nq

 の場合, 示すべき不等式  の  と  を入れx+y≠0 νp(x+y)≦max{νp(x), νp(y)} x y
替えても同じ不等式になるため,  と仮定してよい. このときlx ≦ ly

νp(x + y) = alx+r ≦ alx = amin{lx, ly} = max{alx, aly} = max{νp(x), νp(y)}



, ,  が相異なる場合を考える.  の定義と(1)の結果から次の不等式が成り立つ.x y z dp

解答例の続き
(2) , ,  のうち2つが等しい場合は  は成り立つのでx y z dp(x, z)≦max{dp(x, y), dp(y, z)}

dp(x, z) = νp(x − z) = νp((x − y) + (y − z)) ≦ max{νp(x − y), νp(y − z)}
= max{dp(x, y), dp(y, z)} ≦ dp(x, y) + dp(y, z)

 が成り立つ. 以上から  は  の距離関数である.dp(y, x) = dp(x, y) dp Q

また  であり,  が  と同値であることは  の定義からdp(x, y)≧0 dp(x, y)=0 x=y dp

明らかである.  の定義から  に対し,  が成り立つため,νp x∈Q−{0} νp(−x)=νp(x)



第7回　集合算と写像

幾何学演習Ⅰ



・集合族  に対して合併  と共通部分  を以下のように定める.(Si)i∈I ⋃
i∈I

Si ⋂
i∈I

Si

  となる  がある.   すべての  に対して .⋃
i∈I

Si = {x | x∈Si i∈ I } ⋂
i∈I

Si = {x | i∈ I x∈Si }

集合と写像に関する記号のおさらいから.

とくに  の場合は以下のように表すことが多い.I = {1,2,…, n}
       ⋃
i∈I

Si = S1 ∪ S2 ∪ ⋯ ∪ Sn ⋂
i∈I

Si = S1 ∩ S2 ∩ ⋯ ∩ Sn

 の部分集合  と  の部分集合  をそれぞれ以下のように定義する.Y f(A) X f −1(B)
・写像  と  の部分集合 ,  の部分集合  が与えられているとする.f : X → Y X A Y B

 を満たす  が存在する.f(A) = {y ∈ Y | f(x) = y x ∈ A }

 を  による  の像,   を  による  の逆像という.f(A) f A f −1(B) f B
f −1(B) = {x ∈ X | f(x) ∈ B}

とくに  を  の像という.f(X) f



例題 7.1　分配法則
集合  と集合族  に対して次の等式が成り立つことを示せ.A (Si)i∈I

(1)             (2) A ∩ ⋃
i∈I

Si = ⋃
i∈I

(A ∩ Si) A ∪ ⋂
i∈I

Si = ⋂
i∈I

(A ∪ Si)

解答例

ある. 従って  となる  があるため  である .x∈A∩Si i∈ I x∈⋃
i∈I

(A ∩ Si)

(1)  ならば  かつ  である. 後者の式から  となる  がx∈A∩⋃
i∈I

Si x∈A x∈⋃
i∈I

Si x∈Si i∈ I

であり  でもあるので  である.x∈A x∈A∩⋃
i∈I

Si

 ならば  となる  がある. このとき  だから x∈⋃
i∈I

(A∩Si) x∈A∩Si i∈ I x∈Si x∈⋃
i∈I

Si

以上から  が成り立つ.A ∩ ⋃
i∈I

Si = ⋃
i∈I

(A ∩ Si)



(2)  ならば  または  である.  x∈A∪⋂
i∈I

Si x∈A x∈⋂
i∈I

Si

 の場合, すべての  に対して  だから  である.x∈A i∈ I x∈A∪Si x∈⋂
i∈I

(A∪Si)

に対して成り立つ. 従って  である. x∈⋂
i∈I

(A∪Si)

 の場合, すべての  に対して  だから,  がすべての  x∈⋂
i∈I

Si i∈ I x∈Si x∈A∪Si i∈ I

 ならばすべての  に対して  だから,  の場合は x∈⋂
i∈I

(A∪Si) i∈ I x∈A∪Si x∉A x∈Si

解答例の続き

以上から  が成り立つ.A ∪ ⋂
i∈I

Si = ⋂
i∈I

(A ∪ Si)

がすべての  に対して成り立つ. 従って  だから  である. i∈ I x∈⋂
i∈I

Si x∈A∪⋂
i∈I

Si

 の場合は明らかに  である.x∈A x∈A∪⋂
i∈I

Si



実数列 ,  は ,  を満たし, すべての  に対して(an)n∈N (bn)n∈N lim
n→∞

an =α lim
n→∞

bn =β n∈N
例題 7.2

 かつ  であり, さらに (3)では  であるとする. 以下の等式を示せ.an >α bn <β an ≦bn

(1)  のとき  β≦α ⋂
n∈N

[bn, an]= ⋂
n∈N

[bn, an)= ⋂
n∈N

(bn, an]= ⋂
n∈N

(bn, an)=[β, α]

(2)  のとき , β≦α ⋂
n∈N

(β, an]= ⋂
n∈N

(β, an)=(β, α] ⋂
n∈N

[β, an]= ⋂
n∈N

[β, an)=[β, α]

(3)  のとき α≦β ⋃
n∈N

[an, bn]= ⋃
n∈N

[an, bn)= ⋃
n∈N

(an, bn]= ⋃
n∈N

(an, bn)=(α, β)

(4)  のとき , α≦β ⋃
n∈N

[α, bn]= ⋃
n∈N

[α, bn)=[α, β) ⋃
n∈N

(α, bn]= ⋃
n∈N

(α, bn)=(α, β)

(1)  がすべての  に対して成り立つため, 次が成り立つ.[β, α]⊂ (bn, an)⊂ [bn, an] n∈N
解答例

[β, α]⊂ ⋂
n∈N

(bn, an)⊂ ⋂
n∈N

[bn, an]



解答例の続き
 ならばすべての  に対して  が成り立つためx∈ ⋂

n∈N
[bn, an] n∈N bn ≦x≦an

,  より  だから  である. 故にlim
n→∞

an =α lim
n→∞

bn =β β≦x≦α x∈ [β, α]
 である.  と  はともに⋂

n∈N
[bn, an]= ⋂

n∈N
(bn, an)=[β, α] ⋂

n∈N
[bn, an) ⋂

n∈N
(bn, an]

 を含み  に含まれるため⋂
n∈N

(bn, an) ⋂
n∈N

[bn, an] ⋂
n∈N

[bn, an)= ⋂
n∈N

(bn, an]=[β, α]

である.
(2) 任意の  に対し, ,  だからn∈N (β, α]⊂ (β, an)⊂ (β, an] [β, α]⊂ [β, an)⊂ [β, an]

,  である.(β, α]⊂ ⋂
n∈N

(β, an)⊂ ⋂
n∈N

(β, an] [β, α]⊂ ⋂
n∈N

[β, an)⊂ ⋂
n∈N

[β, an]

 ならば任意の  に対して  が成り立ち, x∈ ⋂
n∈N

(β, an] n∈N β<x≦an lim
n→∞

an =α

より  だから  である. 故に β<x≦α x∈ (β, α] ⋂
n∈N

(β, an]= ⋂
n∈N

(β, an)=(β, α]

である.



解答例の続き
 ならば任意の  に対して  が成り立ち  よりx∈ ⋂

n∈N
[β, an] n∈N β≦x≦an lim

n→∞
an =α

 だから  である. 故に  である.β≦x≦α x∈ [β, α] ⋂
n∈N

[β, an]= ⋂
n∈N

[β, an)=[β, α]

(3)  がすべての  に対して成り立つため 次が成り立つ.(α, β)⊃ [an, bn]⊃ (an, bn) n∈N
(α, β)⊃ ⋃

n∈N
[an, bn]⊃ ⋃

n∈N
(an, bn)

 ならば仮定から自然数 ,  で  ならば , x∈ (α, β) N1 N2 n≧N1 an−α<x−α n≧N2

ならば  を満たすものがある.  とおけばβ−bn <β−x m=max{N1, N2}
 だから  となるため  である. 故にam <x<bm x∈ (am, bm) x∈ ⋃

n∈N
(an, bn)

 が得られるため  である.(α, β)⊂ ⋃
n∈N

(an, bn) ⋃
n∈N

(an, bn)= ⋃
n∈N

[an, bn]=(α, β)

 と  はともに  を含み  に含まれるため⋃
n∈N

[bn, an) ⋃
n∈N

(bn, an] ⋃
n∈N

(bn, an) ⋃
n∈N

[bn, an]

 である.⋃
n∈N

[bn, an)= ⋃
n∈N

(bn, an]=(α, β)



解答例の続き
(4) 任意の  に対し, ,  だからn∈N [α, β)⊃ [α, bn]⊃ [α, bn) (α, β)⊃ (α, bn]⊃ (α, bn)

,  である.[α, β)⊃ ⋃
n∈N

[α, bn]⊃ ⋃
n∈N

[α, bn) (α, β)⊃ ⋃
n∈N

(α, bn]⊃ ⋃
n∈N

(α, bn)

 ならば仮定から自然数  で  ならば  を満たすものがx∈ (α, β) N n≧N β−bn <β−x
あるため  である. 故に  だからx∈ (α, bN)⊂ ⋃

n∈N
(α, bn) (α, β)⊂ ⋃

n∈N
(α, bn)

 である. この結果と ⋃
n∈N

(α, bn]= ⋃
n∈N

(α, bn)=(α, β) α∈ ⋃
n∈N

[α, bn)⊃ ⋃
n∈N

(α, bn)

から  が得られる.⋃
n∈N

[α, bn]= ⋃
n∈N

[α, bn)=[α, β)



例題 7.3

等式が成り立つことを示せ.
写像  と  の部分集合族 ,  の部分集合族  に対して次のf : X → Y X (Ai)i∈I Y (Bi)i∈I

(1)   (2)   (3) f(⋃
i∈I

Ai)=⋃
i∈I

f(Ai) f −1(⋃
i∈I

Bi)=⋃
i∈I

f −1(Bi) f −1(⋂
i∈I

Bi)=⋂
i∈I

f −1(Bi)

 があるため,  より  である. 従って  が成り立つ.i∈ I f(x)=y y∈ f(Ai) y∈⋃
i∈I

f(Ai)

(1)  ならば  を満たす  が存在する. さらに  となるy∈ f(⋃
i∈I

Ai) f(x)=y x∈⋃
i∈I

Ai x∈Ai

解答例

が存在する. このとき,  であり,  だから  である.x∈⋃
i∈I

Ai f(x)=y y∈ f(⋃
i∈I

Ai)
 ならば  となる  が存在し, さらに  を満たす y∈⋃

i∈I
f(Ai) y∈ f(Ai) i∈ I f(x)=y x∈Ai

以上から  が成り立つ.f(⋃
i∈I

Ai)=⋃
i∈I

f(Ai)



(3)  ならば  だからすべての  に対して  である.x∈ f −1(⋂
i∈I

Bi) f(x)∈⋂
i∈I

Bi i∈ I f(x)∈Bi

(2)  ならば  だから  となる  がある. このときx∈ f −1(⋃
i∈I

Bi) f(x)∈⋃
i∈I

Bi f(x)∈Bi i∈ I

 に対して  だから  が成り立つため,  である.i∈ I f(x)∈Bi f(x)∈⋂
i∈I

Bi x∈ f −1(⋂
i∈I

Bi)

解答例の続き

 である. 以上から  が成り立つ.x∈ f −1(⋃
i∈I

Bi) f −1(⋃
i∈I

Bi)=⋃
i∈I

f −1(Bi)

従ってすべての  に対して  だから  である.i∈ I x∈ f −1(Bi) x∈⋂
i∈I

f −1(Bi)

以上から  が成り立つ.f −1(⋂
i∈I

Bi)=⋂
i∈I

f −1(Bi)

 だから  である.  ならば  となるx∈ f −1(Bi) x∈⋃
i∈I

f −1(Bi) x∈⋃
i∈I

f −1(Bi) x∈ f −1(Bi)

 がある. このとき  だから  が成り立つため,i∈ I f(x)∈Bi f(x)∈⋃
i∈I

Bi

 ならばすべての  に対して  である. 従ってすべてのx∈⋂
i∈I

f −1(Bi) i∈ I x∈ f −1(Bi)



例題 7.4

が成り立つことと,  が単射ならば  が成り立つことを示せ.f f(⋂
i∈I

Ai)=⋂
i∈I

f(Ai)

写像  と  の部分集合族  に対して包含関係  がf : X → Y X (Ai)i∈I f(⋂
i∈I

Ai)⊂⋂
i∈I

f(Ai)

解答例

対して  であり,  だから  がすべての  に対して成り立つ.x∈Ai f(x)=y y∈ f(Ai) i∈ I

 ならば  を満たす  が存在する. このとき, すべての  にy∈ f(⋂
i∈I

Ai) f(x)=y x∈⋂
i∈I

Ai i∈ I

従って  が成り立つため  である.y ∈ ⋂
i∈I

f(Ai) f(⋂
i∈I

Ai) ⊂ ⋂
i∈I

f(Ai)

 ならばすべての  に対して  だから, 各  に対して y∈⋂
i∈I

f(Ai) i∈ I y∈ f(Ai) i∈ I f(xi)=y

に対して  だから,  であり,  だから  が成り立つ.x∈Ai x∈⋂
i∈I

Ai f(x)=y y∈ f(⋂
i∈I

Ai)

を満たす  が存在する.  が単射ならば  を満たす  が存在すれば,xi ∈Ai f f(xi)=y xi ∈X
ただ一つしかないため,  はすべて等しい. そのような  を  とおくと, すべての  xi xi x i∈ I



解答例の続き

注意 7.5
, ,  で,  が  の場合,  だからX=Y=R A1 =(−∞,0] A2 =[0,∞) f f(x)=x2 A1∩A2 ={0}

となるため,  である.f(A1∩A2)≠ f(A1)∩ f(A2)
 である. 一方,  だから f(A1∩A2)={0} f(A1)= f(A2)=[0,∞) f(A1)∩ f(A2)=[0,∞)

例題 7.6

従って  は一般には成り立たない.f(⋂
i∈I

Ai) = ⋂
i∈I

f(Ai)

写像  と  の部分集合 ,  の部分集合  に対して f :X→Y X A Y B f(A∩ f −1(B))= f(A)∩B
が成り立つことを示せ.

故に  が単射の場合, 前半の主張も用いれば  が得られる.f f(⋂
i∈I

Ai) = ⋂
i∈I

f(Ai)



解答例
 ならば  を満たす  が存在する. このとき y∈ f(A∩ f −1(B)) f(x)=y x∈A∩ f −1(B) x∈A

で,  だから  である. また,  だから  である.f(x)=y y∈ f(A) x∈ f −1(B) y= f(x)∈B
故に  が成り立つ. y∈ f(A)∩B

 ならば  だから  を満たす  が存在する. このときy∈ f(A)∩B y∈ f(A) f(x)=y x∈A

 なので,  でもある. 従って  で,  だからf(x)=y∈B x∈ f −1(B) x∈A∩ f −1(B) f(x)=y
 である. 以上から  が成り立つ.y∈ f(A∩ f −1(B)) f(A∩ f −1(B))= f(A)∩B



幾何学演習Ⅰ

第8回　位相空間



 である.O = V ∩ X

例題 8.2
 における  軸と点  の合併集合を  とする. すなわち,  はR2 x (0,1) X X

X = {(x, y) ∈ R2 | y = 0} ∪ {(0,1)}
によって定義される  の部分集合である.  の部分集合を要素とする集合  はR2 X 𝒪

   を含まない  の開集合  が存在して  である.(i) (0,1) R2 U O = U ∩ X
次の条件  または  を満たす集合  全体からなるとする.(i) (ii) O

このとき  は  の位相であることを示せ.𝒪 X

  を含む  の開集合  で,  が有界であるものが存在して (ii) (0,1) R2 V X − V

定義 8.1

を満たすものが存在するとき  は有界であるという.A

 を距離空間,  を  の部分集合とする.  の点  と正の実数  で条件(X, d) A X X p r
｢  ならば ｣x∈A d(x, p) ≦ r



 は有界であり,  だから  は条件  を満たすため,  である.X−V=∅ X=V∩X X (ii) X∈𝒪

解答例

 とすれば,  は  を含まない  の開集合で,  だから,  は条件 U=∅ U (0,1) R2 ∅=U∩X ∅ (i)
を満たすため,  である.  とすれば,  は  を含む  の開集合で, ∅∈𝒪 V=R2 V (0,1) R2

 とする.O1, O2 ∈𝒪
 を含まない  の開集合 ,  が存在し ,  の場合, (0,1) R2 U1 U2 O1 =U1∩X O2 =U2∩X U1∩U2

は  を含まない  の開集合であり, (0,1) R2 O1∩O2 =(U1∩X)∩(U2∩X)=(U1∩U2)∩X
が成り立つ. 従って  は条件  を満たすため,  である.O1∩O2 (i) O1∩O2 ∈𝒪

 を含まない  の開集合  と  を含む  の開集合  で  が有界である(0,1) R2 U (0,1) R2 V X−V
ものが存在して ,  が成り立つとする.  は  を含まないO1 =U∩X O2 =V∩X U∩V (0,1)
 の開集合であり,  が成り立つ. 従ってR2 O1∩O2 =(U∩X)∩(V∩X)=(U∩V)∩X
 は条件  を満たすため,  である. O1∩O2 (i) O1∩O2 ∈𝒪

幾何学Ⅰ定義6.2の条件 , ,  を順に確かめてゆく.(O1) (O2) (O3)



 を満たすため,  である.(ii) O1∩O2 ∈𝒪

 を含む  の開集合 ,  で  と  が有界であるものが存在して(0,1) R2 V1 V2 X−V1 X−V2
,  が成り立つとする.  は  を含む  の開集合であり,O1 =V1∩X O2 =V2∩X V1∩V2 (0,1) R2

 と  はともに有界だから,  も有界である.X−V1 X−V2 X−(V1 ∩ V2)=(X−V1)∪(X−V2)
さらに  が成り立つ. 従って  は条件O1∩O2 =(V1∩X)∩(V2∩X)=(V1∩V2)∩X O1∩O2

解答例の続き

 (  ) ならば, 各  に対して  の開集合  で ｢  ならば  はOi ∈𝒪 i∈ I i∈ I R2 Ui (0,1)∈Ui X−Ui
有界｣ かつ  を満たすものが存在する.Oi =Ui∩X

すべての  に対して  であるとき,  より  は  をi∈ I (0,1)∉Oi =Ui∩X (0,1)∈X Ui (0,1)
含まない  の開集合である. 従って  も  を含まない  の開集合であり,R2 ⋃

i∈I
Ui (0,1) R2

 だから  は条件  を満たすため, ⋃
i∈I

Oi =⋃
i∈I

(Ui∩X)=(⋃
i∈I

Ui)∩X ⋃
i∈I

Oi (i) ⋃
i∈I

Oi ∈𝒪

である.



 となる  が存在するとき,  だから  は有界である.(0,1)∈Oj =Uj∩X j∈ I (0,1)∈Uj X−Uj

解答例の続き

 より  も有界で, X−(⋃
i∈I

Ui)⊂X−Uj X−(⋃
i∈I

Ui) ⋃
i∈I

Oi =⋃
i∈I

(Ui∩X)=(⋃
i∈I

Ui)∩X

かつ  は  の開集合だから  は条件  を満たすため,  である.⋃
i∈I

Ui R2 ⋃
i∈I

Oi (ii) ⋃
i∈I

Oi ∈𝒪

例題 8.3
集合  の部分集合を要素とする集合  を以下のように定める.X 𝒪(X)

 または  は有限集合.𝒪(X)={O⊂X |O=∅ X−O }
(1)  は  の位相であることを示せ.𝒪(X) X
(2)  が無限集合の場合,  が  の無限部分集合ならば  であることを示せ.X A X A=X



解答例
(1)  の定義から  である.  は有限集合だから  である.𝒪(X) ∅∈𝒪(X) X−X=∅ X∈𝒪(X)

 とする.  または  の場合は  だからO1, O2 ∈𝒪(X) O1 =∅ O2 =∅ O1∩O2 =∅
 である.  ならば  と  は有限集合だから,O1∩O2 ∈𝒪(X) O1, O2 ≠∅ X−O1 X−O2

これらの合併  も有限集合である.(X−O1)∪(X−O2)
 だから  である.X−(O1∩O2)=(X−O1)∪(X−O2) O1∩O2 ∈𝒪(X)

 ( ) とする. すべての  に対して  ならば  だからOi ∈𝒪(X) i∈ I i∈ I Oi =∅ ⋃
i∈I

Oi =∅

 である.  となる  がある場合,  は有限集合で,⋃
i∈I

Oi ∈𝒪(X) Oj ≠∅ j∈ I X−Oj

 は有限集合  の部分集合だから, 有限集合である.X−⋃
i∈I

Oi =⋂
i∈I

(X−Oi) X−Oj

故に  である. 以上から  は  の位相である.⋃
i∈I

Oi ∈𝒪(X) 𝒪(X) X



例題 8.4
 を位相空間, ,  を  の部分集合とするとき, 次の等式が成り立つことを示せ.(X, 𝒪) A B X

(1)            (2)  (A ∩ B)i = Ai ∩ Bi A ∪ B = A ∪ B

解答例

解答例の続き
(2)  を  の任意の点とする.  を含む任意の開集合  に対し,  は空集合でないのでp X p U U

 の定義から  は有限集合だから,  は無限集合  を部分集合に𝒪(X) X−U X−U A
含まない. 従って  の要素で  の補集合  に含まれるものがあるためA X−U U

 である. 故に  だから,  の任意の点は  の触点である.A∩U≠∅ p∈A X A

(1)  の内点は  の内点かつ  の内点だから  かつ  がA∩B A B (A∩B)i ⊂Ai (A∩B)i ⊂Bi

成り立つため,  である.  かつ  だから (A∩B)i ⊂Ai∩Bi Ai ⊂A Bi ⊂B Ai∩Bi ⊂A∩B
である. 従って  は  に含まれる開集合だから幾何学Ⅰ命題6.9よりAi∩Bi A∩B

 である. 以上から   である.Ai∩Bi ⊂ (A∩B)i (A∩B)i =Ai∩Bi



解答例の続き

命題6.14により  が成り立つ. 以上から   である.A∪B⊂A∪B A∪B=A∪B

(2) 幾何学Ⅰ注意6.5(3)より  だから  は  と  を含む閉集合A, B⊂A∪B⊂A∪B A∪B A B
である. 従って幾何学Ⅰ命題6.14により  と  が成り立つ. 故にA⊂A∪B B⊂A∪B

 である.  と  は閉集合だから, 幾何学Ⅰ命題6.13より  もA∪B⊂A∪B A B A∪B
閉集合である. 一方, ,  だから  となるため幾何学ⅠA⊂A B⊂B A∪B⊂A∪B

また,  の点であるが  の集積点ではない点を  の孤立点といい,  の孤立点全体A A A A

 を位相空間,  を  の部分集合とする.  が  を満たすとき,(X, 𝒪) A X x∈X x∈A−{x}
 を  の集積点といい,  の集積点全体からなる集合を  で表す.x A A Ad

定義 8.5

からなる集合を  で表す.As



例題 8.6

(2)  であること示せ.A = Ad ∪ As

 を位相空間,  を  の部分集合とする.(X, 𝒪) A X
(1)  であるためには  の開集合  で  を満たすものが存在するx ∈ As X O O∩A={x}
ことが必要十分であることを示せ.

解答例
(1)  とすると,  かつ  である. 従って  を含む開集合  でx∈As x∈A x∉A−{x} x O

 を満たすものが存在する.  であり, O∩(A−{x})=∅ x∈O A={x}∪(A−{x})
だから .O∩A=O∩({x}∪(A−{x}))=(O∩{x})∪(O∩(A−{x}))={x}∪∅={x}
逆に,  の開集合  で  を満たすものが存在すると仮定すると, ,X O O∩A={x} x∈O

 かつ  であり,  は  を含まないためx∈A O∩(A−{x})⊂O∩A={x} O∩(A−{x}) x
 である. このことと  は  を含む開集合だから, O∩(A−{x})=∅ O x x∉A−{x}

である. 従って  である.x ∈ As



解答例の続き
(2)  ならば  だから  である.  ならば  x∈Ad x∈A−{x}⊂A Ad ⊂A x∈As x∈A⊂A
だから  である. 故に  である. As ⊂A Ad∪As ⊂A

 ならば  だから  を含む開集合  で  をx∈A−Ad x∉A−{x} x O O∩(A−{x})=∅
満たすものが存在する. 一方  より  が成り立つ. もし  ならばx∈A O∩A≠∅ x∉A

 だから  となり, 矛盾が生じるため A−{x}=A O∩A=O∩(A−{x})=∅ x∈A

以上から  である. A = Ad ∪ As
である. 従って  だから  が成り立つため  が得られる.x∈As A−Ad ⊂As A⊂Ad∪As



第9回　連続写像

幾何学演習Ⅰ



例題 9.1
,  を位相空間,  を写像とする.(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) f :X→Y

(1)  が  で連続であるためには  を満たす  の任意の部分集合  に対してf p∈X p∈A X A
 が成り立つことが必要十分であることを示せ.f(p)∈ f(A)

(2)  が連続写像であるためには  の任意の部分集合  に対して  がf X A f(A)⊂ f(A)
成り立つことが必要十分であることを示せ.

解答例
(1)  が  で連続で,  は  を満たすとする. 仮定から  の任意の開近傍 f p A⊂X p∈A f(p) V
に対し,  の開近傍  で  を満たすものがある.  より  p U f(U)⊂V p∈A U∩A≠∅
だから  が存在するため  であり,  だからq∈U∩A f(q)∈ f(U)⊂V f(q)∈ f(A)

 が成り立つ. 故に  だから  である.f(q)∈V∩ f(A) V∩ f(A)≠∅ f(p)∈ f(A)
 が  で連続でないならば  の開近傍  で次の条件を満たすものが存在する.f p f(p) V

｢  の任意の開近傍  に対して  である.｣p U f(U)⊄V



 は  と同値で, これは  と同値だから,f(U)⊄V U⊄ f −1(V) U∩(X− f −1(V))≠∅
解答例の続き

 とおけば  は  を満たす. 第7節の問題からA=X− f −1(V) V p∈A
f(A)= f(X− f −1(V))= f(X)−V

だから  となるため  が成り立つ. 故に  を満たす任意のV∩ f(A)=∅ p∉ f(A) p∈A
 に対して  ならば  は  で連続である.A⊂X f(p)∈ f(A) f p

(2)  は  の閉集合だから, 幾何学Ⅰ命題7.6より  が連続写像ならば  はf(A) Y f f −1( f(A))
 の閉集合である.  だから幾何学Ⅰ命題6.14よりX A⊂ f −1( f(A))⊂ f −1( f(A))

 が成り立つため  である.A⊂ f −1( f(A)) f(A)⊂ f(A)
任意の  に対して  が成り立つとする. 任意の  と  をA⊂X f(A)⊂ f(A) p∈X p∈A
満たす  の任意の部分集合  に対して  であり, 仮定から X A f(p)∈ f(A) f(A)⊂ f(A)
だから  が成り立つため(1)の結果から  は  で連続である.f(p)∈ f(A) f p
故に  は連続写像である.f



例題 9.2
,  を位相空間,  を写像とする.(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) f :X→Y

(1)  が開写像であるためには任意の  に対して  が成り立つことf A⊂X f(Ai)⊂ f(A)i

が必要十分であることを示せ.
(2)  が閉写像であるためには任意の  に対して  が成り立つことf A⊂X f(A)⊂ f(A)
が必要十分であることを示せ.

解答例
(1)  を開写像,  とする.  より  で,  は開集合だからf A⊂X Ai ⊂A f(Ai)⊂ f(A) f(Ai)
幾何学Ⅰ命題6.9より  である.f(Ai)⊂ f(A)i

逆に任意の  に対して  が成り立つとし,  が  の開集合ならばA⊂X f(Ai)⊂ f(A)i O X
 より  だから  である.O=Oi f(O)= f(Oi)⊂ f(O)i ⊂ f(O) f(O)i = f(O)

従って幾何学Ⅰ命題6.9より  は  の開集合になるため  は開写像である.f(O) Y f



解答例の続き
(2)  を閉写像,  とする.  より  で,  は閉集合だからf A⊂X A⊂A f(A)⊂ f(A) f(A)
幾何学Ⅰ命題6.14より  である.f(A)⊂ f(A)
逆に任意の  に対して  が成り立つとし,  が  の閉集合ならばA⊂X f(A)⊂ f(A) A X

 より  だから  である.A=A f(A)⊂ f(A)= f(A) f(A)= f(A)
従って幾何学Ⅰ命題6.14より  は  の閉集合になるため  は閉写像である.f(A) Y f
例題 9.3

,  を位相空間とする. 写像  が開写像であるためには, 任意の(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) f :X→Y
 と  の近傍  に対し,  の近傍  で  となるものが存在することx∈X x U f(x) V f(U)⊃V

が必要十分であることを示せ.

解答例
 を開写像, ,  を  の近傍とする.  で,  とおけば  は  をf x∈X U x x∈Ui V= f(Ui) V f(x)
含む開集合だから  は  の開近傍であり,  が成り立つ.V f(x) f(U)⊃ f(Ui)=V



逆に任意の  と  の近傍  に対し,  の近傍  で  となるものが存在x∈X x U f(x) V f(U)⊃V
解答例の続き

すると仮定して,  を  の開集合とする. 任意の  に対して  となるO X y∈ f(O) y= f(x)
 が存在し, 仮定から  の近傍  で  となるものがある. このときx∈O f(x) Vy f(O)⊃Vy

 だから  が成り立つ. 故に{y}⊂Vi
y ⊂Vy ⊂ f(O) f(O)= ⋃

y∈ f(O)
{y}⊂ ⋃

y∈ f(O)
Vi

y ⊂ f(O)

 であり,  は  の開集合だから  も  の開集合である.f(O)= ⋃
y∈ f(O)

Vi
y Vi

y Y f(O) Y

従って  は開写像である.f

 を位相空間,  を集合,  を全射とする.(X, 𝒪X) Y p :X→Y
例題 9.4

(1)  で定義される集合  は  の位相であることを示せ.𝒪p ={O⊂Y |p−1(O)∈𝒪X} 𝒪p Y
(2)  に位相  を与えるとき  は連続写像であり, 位相空間  と写像Y 𝒪p p :X→Y (Z, 𝒪Z)

 が与えられていて,  が連続写像ならば  も連続写像f :Y→Z f ∘ p :X→Z f :Y→Z
であることを示せ.



解答例
(1) ,  だから  である.p−1(∅)=∅∈𝒪X p−1(Y)=X∈𝒪X ∅, Y∈𝒪p

 ならば  だから,  が  の位相であることとO1, O2 ∈𝒪p p−1(O1), p−1(O2)∈𝒪X 𝒪X X
例題7.3の(3)から  である.p−1(O1∩O2)=p−1(O1)∩ p−1(O2)∈𝒪X

従って  の定義から  である.𝒪p O1∩O2 ∈𝒪p

各  に対して  を満たす集合族  が与えられたとき, i∈ I Oi ∈𝒪p (Oi)i∈I p−1(Oi)∈𝒪X
がすべての  に対して成り立ち,  が  の位相であることと例題7.3の(2)からi∈ I 𝒪X X

p−1(⋃
i∈I

Oi)=⋃
i∈I

p−1(Oi)∈𝒪X

だから,  の定義から  である. 以上から  は  の位相である.𝒪p ⋃
i∈I

Oi ∈𝒪p 𝒪p Y



解答例の続き
(2)  ならば  の定義から  だから  は連続写像である.V∈𝒪p 𝒪p p−1(V)∈𝒪X p :X→Y

は  の 開集合だから,  の定義から  は  の開集合である.X 𝒪p U Y

 の任意の開集合  に対し,  とおいて,  が  の開集合であることをZ O U= f −1(O) U Y
示す. 幾何学Ⅰ補題9.3より  であり, 仮定p−1(U)=p−1( f −1(O))=( f ∘ p)−1(O)
により  は連続写像だから  は  の開集合である. 従って f ∘ p ( f ∘ p)−1(O) X p−1(U)

故に  は連続写像である.f
定義 9.5

｢  の部分集合  が  を満たせば  である.｣Y O p−1(O)∈𝒪X O∈𝒪Y

,  を位相空間とする. 連続な全射  が次の条件を満たすとき,(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) p :X→Y
 を商写像という.p

注意 9.6
連続な全射  が商写像であることと  の位相が例題9.4で与えた  と一致p :X→Y Y 𝒪p
することは同値である.



例題 9.7
,  を位相空間とする. 連続な全射  が開写像または閉写像(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) p :X→Y

ならば  は商写像であることを示せ. p

解答例
 は  を満たすとする.  は全射だから例題7.6によりO⊂Y p−1(O)∈𝒪X p

p(p−1(O))=p(X∩p−1(O))=p(X)∩O=O
が成り立つため  が開写像ならば  は  の開集合である.p O=p(p−1(O)) Y

 は  の閉集合で, 第7節の問題より X−p−1(O) X p(X−p−1(O))=p(X)−O=Y−O
が成り立つため  が閉写像ならば  は  の閉集合である.p Y−O=p(X−p−1(O)) Y
従って  は  の開集合である. 故に  は商写像である.O Y p



距離空間  で定義された関数として連続ではないことを示せ.(C[−1,1], dp)

 に対し, 関数  を  で定める. c∈ [a, b] ec :C[a, b]→R ec( f )= f(c)
(1)  は幾何学I例3.3で与えた距離空間  で定義された連続関数ec (C[a, b], d∞)
であることを示せ.

(2) ,  で  が1以上の実数ならば  は幾何学Ⅰ例3.2の(2)で与えたa= − 1 b=1 p e0

例題 9.8

解答例
(1)  に対し  は  を  に対応させる関数のf, g∈C[a, b] d∞(g, f ) x∈ [a, b] |g(x)− f(x) |
最大値だから  が成り立つ. 故に任意の|ec(g)−ec( f ) |= |g(c)−f(c) | ≦ d∞(g, f )

 に対して  ならば  が成り立つため,  は  でε>0 d∞(g, f )<ε |ec(g)−ec( f ) |<ε ec f
連続である. 従って  は距離空間  で定義された連続関数である.ec (C[a, b], d∞)



(2) つねに値が0である定数値関数を  で表す. 自然数  に対して0 n
解答例の続き

fn(x)={
1−n |x | |x | ≦ 1

n

0 1
n ≦ |x | ≦ 1

で関数  を定めれば  でありfn : [−1,1]→R fn ∈C[−1,1]

dp( fn,0)p = | fn(x) |p dx=2 (1−nx)pdx=
2

n(p + 1)
より  である.dp( fn,0)=( 2

n(p + 1) )
1
p

故に  だから距離空間  において  である.lim
n→∞

dp( fn,0)=0 (C[−1,1], dp) lim
n→∞

fn =0

一方  だから  となるため  はe0( fn)= fn(0)=1 lim
n→∞

e0( fn)= lim
n→∞

fn(0)=1≠0 e0

0で連続ではない.

∫
−1

1 ∫0

1
n



第10回　位相の生成

幾何学演習Ⅰ



例題 10.1
集合  の部分集合を要素とする集合  で生成される  の位相を  とする.X ℬ X 𝒪(ℬ)
 が  の基底になるためには  が条件ℬ 𝒪(ℬ) ℬ

｢任意の  と  に対し,  となる  が存在する.｣V, W∈ℬ x∈V∩W x∈U⊂V∩W U∈ℬ
を満たすことが必要十分であることを示せ.

解答例
 が  の基底であるとする. 任意の  と  に対し, ℬ 𝒪(ℬ) V, W∈ℬ x∈V∩W

 だから仮定により  を満たす  の部分集合  が存在V∩W∈𝒪(ℬ) V∩W= ⋃
U∈Γ

U ℬ Γ

するため,  となる  が存在する.x∈U⊂V∩W U∈Γ⊂ℬ

逆に任意の  と  に対し,  となる  が存在するV, W∈ℬ x∈V∩W x∈U⊂V∩W U∈ℬ
と仮定し, 帰納的に  と  に対し,V1, V2,…, Vn ∈ℬ x∈V1∩V2∩⋯∩Vn

 となる  が存在すると仮定する.x∈U⊂V1∩V2∩⋯∩Vn U∈ℬ



 と  に対し, V1, V2,…, Vn, Vn+1 ∈ℬ x∈V1∩V2∩⋯∩Vn∩Vn+1 x∈U⊂V1∩V2∩⋯∩Vn

解答例の続き

となる  が存在するが  かつ  だから  でU∈ℬ U, Vn+1 ∈ℬ x∈U∩Vn+1 W∈ℬ
 を満たすものがある. 故に任意の自然数 x∈W⊂U∩Vn+1 ⊂V1∩V2∩⋯∩Vn∩Vn+1 n

と  に対し,   となる  が存在する.x∈V1∩V2∩⋯∩Vn x∈U⊂V1∩V2∩⋯∩Vn U∈ℬ
,  とする.  は  ( ) の形の集合のO∈𝒪(ℬ) x∈O O V1∩V2∩⋯∩Vn V1, V2,…, Vn ∈ℬ

合併集合だから  を満たす  が存在する.x∈V1∩V2∩⋯∩Vn ⊂O V1, V2,…, Vn ∈ℬ
従って  となる  が存在するため  が成り立ち,x∈U⊂V1∩V2∩⋯∩Vn U∈ℬ x∈U⊂O
 は幾何学Ⅰ命題8.5の条件を満たす. 故に  は  の基底である.ℬ ℬ 𝒪(ℬ)



例題 10.2

(1)  は  の基底であることを示せ.ℬ 𝒪(ℬ)
(2)  の通常の距離関数  から定まる位相を  とすれば,  はR d(x, y)= |x−y | 𝒪d 𝒪(ℬ)

(3) 半開区間  は位相空間  の閉集合であることを示せ.[a, b) (R, 𝒪(ℬ))
 より強いことを示せ.𝒪d

 とおき,  で生成される  の位相を  とする.ℬ={[a, b) |a, b∈R, a<b} ℬ R 𝒪(ℬ)

解答例
(1)  ( ) に対し  ならば  だから[a, b), [c, d)∈ℬ a≦c x∈ [a, b)∩[c, d) [a, b)∩[c, d)≠∅

 である. 故に  が成り立つため, 例題10.1c<b [a, b)∩[c, d)=[c, min{b, d})∈ℬ
により  は  の基底である.ℬ 𝒪(ℬ)

(2)  を満たす  に対し, ,  で , a<b a, b∈R an =a+ b − a
n + 1 bn =b− b − a

n + 1 (an)n∈N (bn)n∈N

を定めれば ,  で, すべての  に対して , ,lim
n→∞

an =a lim
n→∞

bn =b n∈N an >a bn <b

 が成り立つため例題7.2(3)より  である.an ≦bn ⋃
n∈N

[an, bn)=(a, b)



故に  は位相空間  の閉集合である. [a, b) (R, 𝒪(ℬ))

(3)  であるが, ,R−[a, b)=(−∞, a)∪[b, ∞) (−∞, a)= ⋃
n∈N

[a − n, a)

 が成り立つことから,  だから[b, ∞)= ⋃
n∈N

[b, b + n) (−∞, a), [b, ∞)∈𝒪(ℬ)

 すなわち  は  の開集合である.R−[a, b)∈𝒪(ℬ) R−[a, b) (R, 𝒪(ℬ))

解答例の続き
故に  で,  の要素は有限開区間の合併集合だから (a, b)∈𝒪(ℬ) 𝒪d 𝒪d ⊂𝒪(ℬ)
となり,  は  より強い位相である.𝒪(ℬ) 𝒪d

 の位相  が例題8.3で定義した  の位相  より強いためには  の任意の点 X 𝒪 X 𝒪(X) X p
に対して  だけからなる集合  が位相空間  における閉集合であることp {p} (X, 𝒪)
が必要十分であることを示せ.

例題 10.3



 の位相  が  より強いと仮定する. 任意の  に対して  とおけばX 𝒪 𝒪(X) p∈X O=X−{p}
解答例

 だから  は有限集合である. 従って  であり,  が X−O={p} X−O O∈𝒪(X) 𝒪 𝒪(X)
より強いため,  である. 故に  は位相空間  における閉集合O∈𝒪 X−O={p} (X, 𝒪)
である.
 の任意の点  に対して  だけからなる集合  が位相空間  における閉集合X p p {p} (X, 𝒪)
であると仮定する.  ならば  または  は有限集合であるが, 前者のO∈𝒪(X) O=∅ X−O
場合は  が  の位相であることから . 後者の場合は  が有限個の点𝒪 X O∈𝒪 X−O

 からなる集合であるとすれば,  だから,p1, p2,…, pn X−O={p1}∪{p2}∪⋯∪{pn}
O=X−({p1}∪{p2}∪⋯∪{pn})=(X−{p1})∩(X−{p2})∩⋯∩(X−{pn})

であり, 仮定から  は  の開集合だから, それらの有限個の共通部分X−{pi} (X, 𝒪)
 も開集合である. 故に  は開集合, すなわち(X−{p1})∩(X−{p2})∩⋯∩(X−{pn}) O

 である. 従って  が成り立つので  の位相  は  より強い.O∈𝒪 𝒪(X)⊂𝒪 X 𝒪 𝒪(X)



例題 10.4

解答例

,  を  の位相とし, ,  をそれぞれ ,  の基底とする.  が  より強い𝒪 𝒪′￼ X ℬ ℬ′￼ 𝒪 𝒪′￼ 𝒪′￼ 𝒪
ためには任意の  と  を含む任意の  に対して  を満たす x∈X x U∈ℬ x∈V⊂U V∈ℬ′￼

が存在することが必要十分であることを示せ.

 が  より強いとする.  と  を含む  に対し,  だから  は𝒪′￼ 𝒪 x∈X x U∈ℬ U∈𝒪⊂𝒪′￼ U
 の要素の合併集合である. 従って  で  を満たすものがある.ℬ′￼ Γ⊂ℬ′￼ U= ⋃

W∈Γ
W

 だから  となる  がある. このとき  であり  x∈U x∈V V∈Γ V⊂ ⋃
W∈Γ

W=U V∈ℬ′￼

 だから  が成り立つ. 故に  となり{x}⊂Vx ⊂O O= ⋃
x∈O

{x}⊂ ⋃
x∈O

Vx ⊂O O= ⋃
x∈O

Vx

が成り立つ. 任意の  に対し,  ならば幾何学Ⅰ命題8.5により O∈𝒪 x∈O x∈U⊂O
を満たす  が存在する.  を満たす  が存在すると仮定すればU∈ℬ x∈Vx ⊂U Vx ∈ℬ′￼

 が得られるため,  は  より強い.O∈𝒪′￼ 𝒪′￼ 𝒪



集合  の各要素  に対して位相空間  と写像  が与えられているとし,I i (Xi, 𝒪i) fi :Xi →Y
例題 10.5

 の部分集合を要素とする集合  を以下のように定義する.Y 𝒪
すべての  に対して .𝒪={O⊂Y | i∈ I f −1

i (O)∈𝒪i }
(1)  は  の位相であることを示せ.𝒪 Y
(2)  の位相  が次の条件を満たすならば  は  より弱いことを示せ.Y 𝒪′￼ 𝒪′￼ 𝒪
｢すべての  に対して  は位相空間  から  への連続写像である.｣i∈ I fi (Xi, 𝒪i) (Y, 𝒪′￼)
(3) 位相空間  と写像  が与えられていて, すべての  に対して(Z, 𝒪Z) g :Y→Z i∈ I
合成写像  が連続写像ならば,  に位相  を与えたとき,  はg ∘ fi :Xi →Z Y 𝒪 g
連続写像であることを示せ.

(1) すべての  に対して ,  だから  である.i∈ I f −1
i (∅)=∅∈𝒪i f −1

i (Y)=Xi ∈𝒪i ∅, Y∈𝒪
 ならばすべての  に対して  だから,  が  のO1, O2 ∈𝒪 i∈ I f −1

i (O1), f −1
i (O2)∈𝒪i 𝒪i Xi

位相であることと例題7.3の(3)から  である.f −1
i (O1∩O2)= f −1

i (O1)∩ f −1
i (O2)∈𝒪i

解答例



 である. 故に  の定義から  である.f −1
i ( ⋃

j∈J
Oj)=⋃

i∈I
f −1
i (Oj)∈𝒪i 𝒪 ⋃

j∈J
Oj ∈𝒪

故に  の定義から  である.𝒪 O1∩O2 ∈𝒪
各  に対して  である集合族  が与えられたとき, 任意の , j∈J Oj ∈𝒪 (Oj)j∈J i∈ I j∈J
に対して  だから,  が  の位相であることと例題7.3の(2)からf −1

i (Oj)∈𝒪i 𝒪i Xi

(2)  ならば仮定と幾何学Ⅰ命題7.4の(2)により, すべての  に対してO∈𝒪′￼ i∈ I
 だから  の定義により  である.f −1

i (O)∈𝒪i 𝒪 O∈𝒪
故に  となるため  は  より弱い.𝒪′￼⊂𝒪 𝒪′￼ 𝒪

解答例の続き

(3)  を  の任意の開集合とすれば, 各  に対して  が連続であることO Z i∈ I g ∘ fi :Xi →Z
から幾何学Ⅰ命題7.4の(2)と補題9.3より  がf −1

i (g−1(O))=(g ∘ fi)−1(O)∈𝒪i

成り立つ. 従って  の定義から  となるため,  は連続写像である.𝒪 g−1(O)∈𝒪 g



集合  の各要素  に対して位相空間  と写像  が与えられているとし,I i (Xi, 𝒪i) fi :Y→Xi

例題 10.6

 の部分集合を要素とする集合  を以下のように定義する.Y ℬ
 を満たす  が存在する.ℬ=⋃

i∈I
{O⊂Y | O= f −1

i (U) U∈𝒪i }

｢すべての  に対して  が位相空間  から  への連続写像である.｣i∈ I fi (Y, 𝒪′￼) (Xi, 𝒪i)

(1)  の位相  が次の条件を満たすとき  は  で生成される  の位相より強いY 𝒪′￼ 𝒪′￼ ℬ Y
ことを示せ.

(2) 位相空間  と写像  が与えられていて, すべての  に対して(Z, 𝒪Z) g :Z→Y i∈ I
合成写像  が連続写像ならば  に  で生成される位相を与えたfi ∘ g :Z→Xi Y ℬ
とき,  は連続写像であることを示せ.g

解答例
(1)  ならば  を満たす  と  が存在する.  が  からO∈ℬ O= f −1

i (U) i∈ I U∈𝒪i fi (Y, 𝒪′￼)
 への連続写像ならば幾何学Ⅰ命題7.4の(2)より  である.(Xi, 𝒪i) O= f −1

i (U)∈𝒪′￼

故に  だから幾何学Ⅰ命題8.3から  は  で生成される  の位相より強い.ℬ⊂𝒪′￼ 𝒪′￼ ℬ Y



解答例の続き
(2)  ならば  を満たす  と  が存在し,  がO∈ℬ O= f −1

i (U) i∈ I U∈𝒪i fi ∘ g :Z→Xi
連続写像であることと幾何学Ⅰ命題7.4の(2)と補題9.3より

g−1(O)=g−1( f −1
i (U))=( fi ∘ g)−1(U)∈𝒪Z

が成り立つ. 従って幾何学Ⅰ命題8.7により  は連続写像である.g
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例題 11.1

する. また  ( ) を包含写像  ( ) として  に関するij :Uj →X j∈J ij(x)=x x∈Uj (X, 𝒪X)

,  を位相空間とし,  は開集合族  の合併  であると(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) X (Uj)j∈J X= ⋃
j∈J

Uj

解答例

相対位相を  に与える. このとき写像  が条件 Uj f :X→Y
｢すべての  に対して合成写像  は連続写像である.｣j∈J f ∘ ij :Uj →Y

を満たせば  は連続写像であることを示せ.f :X→Y

対して  が成り立つ. 従って例題7.1(1)より( f ∘ ij)−1(O)= i−1
j ( f −1(O))= f −1(O)∩Uj

 を  の任意の開集合とする.  は包含写像だから幾何学Ⅰ補題9.3より各  にO Y ij j∈J

が成り立つ. 一方, 仮定と幾何学Ⅰ命題7.4から各  に対し  は  のj∈J ( f ∘ ij)−1(O) Uj

開集合だから  の開集合  で  を満たすものがある.X Vj ( f ∘ ij)−1(O)=Vj∩Uj

 … ⋃
j∈J

( f ∘ ij)−1(O)= ⋃
j∈J

( f −1(O)∩Uj)= f −1(O)∩ ⋃
j∈J

Uj = f −1(O)∩X= f −1(O) ( )*



解答例の続き
故に  は  の開集合だから  も  の開集合で,  からこの( f ∘ ij)−1(O) X ⋃

j∈J
( f ∘ ij)−1(O) X ( )

集合は  に一致する. 従って幾何学Ⅰ命題7.4(2)から  は連続写像である.f −1(O) f

例題 11.2
,  を位相空間とし,  は  個の閉集合  の合併 (X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) X n A1, A2,…, An

を満たせば  は連続写像であることを示せ.f :X→Y

｢  に対し合成写像  は連続写像である.｣j=1,2,…, n f ∘ ij :Aj →Y
として  に関する相対位相を  に与える. このとき写像  が条件(X, 𝒪X) Aj f :X→Y

*

 とする.  ( ) を包含写像  ( )X=A1∪A2∪⋯∪An ij :Aj →X j=1,2,…, n ij(x)=x x∈Aj



 を満たすものがある. 故に次の等式が成り立つ.Aj−( f ∘ ij)−1(F)=Uj∩Aj

,  は  の閉集合だから  も  の閉集合であり, 例題11.1の解答例Aj X−Uj X ( f ∘ ij)−1(F) X

*

 は  の閉集合だから, 幾何学Ⅰ命題7.6によって  は連続写像である.f −1(F) X f

 を  の任意の閉集合とすると, 仮定と幾何学Ⅰ命題7.6から  は  のF Y ( f ∘ ij)−1(F) Aj

閉集合である. 従って  は  の開集合だから  の開集合  でAj−( f ∘ ij)−1(F) Aj X Uj

解答例

( f ∘ ij)−1(F)=Aj−(Aj−( f ∘ ij)−1(F))=Aj−Uj∩Aj =(X−Uj)∩Aj

の  から  が成り立つ. 従って幾何学Ⅰ命題6.13より( ) f −1(F)=
n

⋃
j=1

( f ∘ ij)−1(F)



仮定から  を満たす  の開集合 ,  が存在する. C=A∩U=B∩V X U V C=A∩U⊂U
だから  であり,  だから C=C∩U=B∩V∩U C=B∩V⊂V C=C∩V=A∩U∩V
である. 従って  とおけば  だからW=U∩V C=A∩W=B∩W

C=C∪C=(A∩W)∪(B∩W)=(A∪B)∩W
が成り立ち,  は  の開集合だから  は  の開集合である.W X C A∪B

解答例

例題 11.3
位相空間  の部分集合 , ,  が  を満たすとする.  が部分空間 (X, 𝒪) A B C C⊂A∩B C A
の開集合かつ部分空間  の開集合ならば  は部分空間  の開集合であることB C A∪B
を示せ.



例題 11.4
 を集合とし,  の部分集合  を  で定める.X X × X ΔX ΔX = {(x, y) ∈ X × X |x = y}
このとき  の部分集合 ,  に対し  と  は同値であるX U V U∩V=∅ (U×V)∩ΔX =∅
ことを示せ.

解答例
 ならば  があるので,  かつ  が成り立つ.U∩V≠∅ x∈U∩V (x, x)∈U×V (x, x)∈ΔX

従って  だから  である.(x, x)∈ (U×V)∩ΔX (U×V)∩ΔX ≠∅
 ならば  が存在し,  かつ (U×V)∩ΔX ≠∅ (x, y)∈ (U×V)∩ΔX (x, y)∈U×V (x, y)∈ΔX

である.  より  かつ  であり,  より  だから(x, y)∈U×V x∈U y∈V (x, y)∈ΔX x=y
 が成り立つため  である.x=y∈U∩V U∩V≠∅

故に  と  は同値だから, 対偶を考えれば  と U∩V≠∅ (U×V)∩ΔX ≠∅ U∩V=∅
 は同値である.(U×V)∩ΔX =∅



解答例
 が  の閉集合ならば  は  の開集合だから, 直積位相の定義からΔX X×X X×X−ΔX X×X

 を位相空間とし, 直積集合  に  と  の直積位相を与える.(X, 𝒪X) X × X (X, 𝒪X) (X, 𝒪X)
例題 11.5

このとき例題11.4で定めた  の部分集合  が  の閉集合であるためにはX × X ΔX X × X
 が次の条件  を満たすことが必要十分であることを示せ. (X, 𝒪X) (T2)

 かつ  ならば  の開集合 ,  で ,  かつx, y∈X x≠y X U V x∈U y∈V
 を満たすものが存在する.U∩V=∅

(T2)

 より  が成り立つため, 例題11.4Uj×Vj ⊂⋃
i∈I

(Ui×Vi)=X×X−ΔX (Uj×Vj)∩ΔX =∅

 の開集合族 ,  で  を満たすものが存在する.X (Ui)i∈I (Vi)i∈I X×X−ΔX =⋃
i∈I

(Ui×Vi)

 かつ  ならば  だから  となるx, y∈X x≠y (x, y)∉ΔX (x, y)∈X×X−ΔX =⋃
i∈I

(Ui×Vi)

から  となり, 条件  が満たされることがわかる.Uj∩Vj =∅ (T2)

ため,  を満たす  が存在する. このとき  かつ  であり,(x, y)∈Uj×Vj j∈ I x∈Uj y∈Vj



解答例の続き
 が  を満たすと仮定して  が  の開集合であることを示す.(X, 𝒪X) (T2) X×X−ΔX X×X

,  で ,  かつ  を満たすものが存在する. このときUx,y Vx,y x∈Ux,y y∈Vx,y Ux,y∩Vx,y =∅

が成り立つ. 故に  だから, 直積位相の定義からX×X−ΔX = ⋃
(x,y)∈X×X−ΔX

(Ux,y×Vx,y)

 ならば  だから  である. 従って仮定から  の開集合(x, y)∈X×X−ΔX (x, y)∉ΔX x≠y X

例題11.4から  だから  が成り立つため,(Ux,y×Vx,y)∩ΔX =∅ Ux,y×Vx,y ⊂X×X−ΔX

である. また, すべての  に対して  だから(x, y)∈X×X−ΔX (x, y)∈Ux,y×Vx,y

 は  の開集合である. よって  は  の閉集合である.X×X−ΔX X×X ΔX X × X

X×X−ΔX = ⋃
(x,y)∈X×X−ΔX

{(x, y)} ⊂ ⋃
(x,y)∈X×X−ΔX

(Ux,y×Vx,y)

⋃
(x,y)∈X×X−ΔX

(Ux,y×Vx,y)⊂X×X−ΔX



,  を位相空間,  を連続写像とする.  が例題11.5の(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) f, g :X→Y (Y, 𝒪Y)
条件  を満たすとき,  は  の閉集合であることを示せ.(T2) {x∈X | f(x)=g(x)} X

例題 11.6

解答例
 と  はともに連続写像だから写像  を  で定めると,f g F :X→Y×Y F(x)=( f(x), g(x))
幾何学Ⅰ命題9.8より  は連続写像である. 例題11.5から F ΔY ={(x, y)∈Y × Y |x=y}
は  の閉集合だから  は幾何学Ⅰ命題7.6から  の閉集合である.Y × Y F−1(ΔY) X

故に  は閉集合である.{x∈X | f(x)=g(x)}

ここで  は  と同値で, さらに  はx∈F−1(ΔY) ( f(x), g(x))=F(x)∈ΔY ( f(x), g(x))∈ΔY

 すなわち  と同値だから次の等式が成り立つ.f(x)=g(x) x∈{x∈X | f(x)=g(x)}
F−1(ΔY)={x∈X | f(x)=g(x)}



注意 11.7

従って  を位相空間, ,  を  で定義された連続な実数値関数とすれば,(X, 𝒪) f g X

 かつ  ならば ,  とおけば, ,  は x, y∈R x<y U=(−∞, x + y
2 ) V=( x + y

2 , ∞) U V X
の開集合で, ,  かつ  だから  は例題11.5の条件  を満たす.x∈U y∈V U∩V=∅ R (T2)

例題11.6から  の部分集合  は閉集合である.X {x∈X | f(x)=g(x)}

位相空間  の直積位相空間  を(X1, 𝒪1), (X2, 𝒪2),…, (Xn, 𝒪n) (X1×X2×⋯×Xn, 𝒪)
考える.  ( ) に対し,  の部分集合 Ai ⊂Xi i=1,2,…, n X1×X2×⋯×Xn A1×A2×⋯×An

の閉包は  に一致することを示せ.A1×A2×⋯×An

例題 11.8



 ならば上式から  だから次が得られる.p=(p1, p2, …, pn)∈A1×A2×⋯×An pi ∈Ai

A1×A2×⋯×An ⊂A1×A2×⋯×An

 とし,  を  の開近傍とすれば, 直積位相のp=(p1, p2, …, pn)∈A1×A2×⋯×An O p
定義から  の開近傍  で  を満たすものがある. pi Oi O1×O2×⋯×On ⊂O i=1,2,…, n
に対して  だから  である. 故にpi ∈Ai Oi∩Ai ≠∅

O ∩ (A1×A2×⋯×An)⊃ (O1×O2×⋯×On) ∩ (A1×A2×⋯×An)
=(O1 ∩ A1)×(O2 ∩ A2)×⋯×(On ∩ An)≠∅

だから  であり  が得られる. 従ってO ∩ (A1×A2×⋯×An)≠∅ p∈A1×A2×⋯×An

 だから .A1×A2×⋯×An ⊂A1×A2×⋯×An A1×A2×⋯×An =A1×A2×⋯×An

第  成分への射影  は連続写像で, i pri :X1×X2×⋯×Xn →Xi pri(A1×A2×⋯×An)=Ai

だから例題9.1の(2)から  が成り立つ.pri(A1×A2×⋯×An)⊂pri(A1×A2×⋯×An)=Ai

解答例
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 を例題10.2で定義した  の位相とする.𝒪(ℬ) R
例題 12.1

(1) 位相空間  の空でない部分空間  が連結ならば,  は一点からなる(R, 𝒪(ℬ)) X X
集合であることを示せ.

(2)  の通常の距離関数  から定まる位相を  とすれば, 位相空間R d(x, y)= |x−y | 𝒪d
 から  への連続写像は定数値関数に限ることを示せ.(R, 𝒪d) (R, 𝒪(ℬ))

解答例
(1)  が2点 ,   ( ) を含めば連結でないことを示せばよい.  とおけばX p q p<q a= p + q

2
,  だから ,  である.p∈ (−∞, a)∩X q∈ [a, ∞)∩X (−∞, a)∩X≠∅ [a, ∞)∩X≠∅

 かつ  である. X⊂R=(−∞, a)∪[a, ∞) X∩(−∞, a)∩[a, ∞)=∅
故に幾何学Ⅰ命題10.4により  は連結ではない.X

例題10.2の(3)で示したように,  であり,(−∞, a), [a, ∞)∈𝒪(ℬ)



解答例の続き
(2)  を位相空間  から  への連続写像とすれば, 幾何学Ⅰ定理10.13f (R, 𝒪d) (R, 𝒪(ℬ))

からなる集合だから  は定数値関数である. f

より  は連結な位相空間だから, 幾何学Ⅰ命題10.6により  の像  は(R, 𝒪d) f f(R)
 の空でない連結な部分空間である. 故に(1)の結果から   は一点(R, 𝒪(ℬ)) f(R)



 を位相空間とする. 任意の  に対し,  の連結な部分空間  で (X, 𝒪) x, y∈X X C x, y∈C
例題 12.2

となるものが存在するとき,  は連結であることを示せ.X
解答例

一方,  かつ  だから,  の連結性から C⊂X=U∪V C∩U∩V=C∩∅=∅ C C∩U=∅

 が連結でないならば,  の空でない開集合 ,  で  かつ  をX X U V X=U∪V U∩V=∅
満たすものが存在する. ,  は空でないので  と  を選ぶことができて,U V x∈U y∈V
仮定から  の連結な部分空間  で  となるものが存在する.X C x, y∈C
このとき,  かつ  だから  かつ  である.x∈C∩U y∈C∩V C∩U≠∅ C∩V≠∅

または  となって, 上のことと矛盾する. 故に  は連結である. C∩V=∅ X



 を位相空間, ,  を  の閉集合とする.  と  がともに連結ならば,(X, 𝒪) A B X A∪B A∩B

同様に  と仮定しても矛盾が生じるため,  は連結である.G∩B=∅ A

 と  はともに連結であることを示せ.A B
解答例
 が連結でないならば ,  を満たす  の空でない閉集合 ,  がA A=F∪G F∩G=∅ A F G
存在する.  は  の閉集合だから ,  は  の閉集合で, 次の等式が成り立つ.A X F G X

,   A∩B=(F∪G)∩B=(F∩B)∪(G∩B) (F∩B)∩(G∩B)=F∩G∩B=∅
 と  はともに  の閉集合だから, 上式と  の連結性から , F∩B G∩B X A∩B F∩B G∩B

の一方は空集合である.  と仮定すれば F∩B=∅ F∩(G∪B)=(F∩G)∪(F∩B)=∅
である. さらに  であり,  より  と  はA∪B=(F∪G)∪B=F∪(G∪B) F, G≠∅ F G∪B

 が連結であることも同様に示される.B

例題 12.3

ともに  の空でない閉集合だから,  の連結性と矛盾する.X A∪B



位相空間  の部分空間 ,  が連結で,  ならば  も連結である(X, 𝒪) Y Z Y∩Z≠∅ Y∪Z
例題 12.4

ことを示せ.

 の開集合 ,  が ,  を満たすとすれば, X U V Y∪Z⊂U∪V (Y∪Z)∩U∩V=∅ Y, Z⊂Y∪Z
より , , ,  である. ,  の連結性からY⊂U∪V Y∩U∩V=∅ Z⊂U∪V Z∩U∩V =∅ Y Z
幾何学Ⅰ命題10.4より ｢  または ｣ かつ ｢  または ｣Y∩U=∅ Y∩V=∅ Z∩U=∅ Z∩V=∅
が成り立つ.  かつ  と仮定すれば  より  であり,Y∩U=∅ Z∩V=∅ Y⊂U∪V Y⊂V
 は閉集合  に含まれるため, 幾何学Ⅰ命題6.14より  が成り立つ. Z X−V Z⊂X−V
故に  となって, 仮定  と矛盾する. 同様に Y∩Z⊂V∩(X−V)=∅ Y∩Z≠∅ Y∩V=∅

であり, 後者が成り立てば  となるため, 幾何学Ⅰ(Y∪Z)∩V=(Y∩V)∪(Z∩V)=∅

解答例

かつ  であると仮定しても矛盾が生じるため,  またはZ∩U=∅ Y∩U=Z∩U=∅
 が成り立つ. 前者が成り立てば Y∩V=Z∩V=∅ (Y∪Z)∩U=(Y∩U)∪(Z∩U)=∅

命題10.4より  は連結である.Y ∪ Z



 ならば  は連結であることを示せ.Yi∩Yj ≠∅ ⋃
i∈I

Yi

例題 12.5
 は位相空間  の連結な部分空間の族で, 任意の  に対して(Yi)i∈I (X, 𝒪) i, j∈ I

解答例
 の開集合 ,  が ,  を満たすとする. 二つ目の等式X U V ⋃

i∈I
Yi ⊂U∪V (⋃

i∈I
Yi)∩U∩V=∅

の左辺は  に等しいため, すべての  に対して  であり,⋃
i∈I

(Yi∩U∩V) i∈ I Yi∩U∩V=∅

 だから, 一つ目の関係式から  である.Yi ⊂⋃
i∈I

Yi Yi ⊂U∪V

各  は連結だから, 幾何学Ⅰ命題10.4より  または  である.Yi Yi∩U=∅ Yi∩V=∅

もし, すべての  に対して  ならば  である.i∈ I Yi∩U=∅ (⋃
i∈I

Yi)∩U=⋃
i∈I

(Yi∩U)=∅

 を満たす  が存在する場合は,  だから  である. Yj∩U≠∅ j∈ I Yj∩V=∅ Yj ⊂X−V



 が成り立つ.(⋃
i∈I

Yi)∩V=⋃
i∈I

(Yi∩V)=∅
従って任意の  に対して  が成り立つため,  である. このとき,i∈ I Yi∩U≠∅ Yi∩V=∅

故に幾何学Ⅰ命題10.4により  は連結である.⋃
i∈I

Yi

解答例の続き
仮定から任意の  に対して  となる  があるため,  であり,i∈ I p∈Yi∩Yj p p∈Yi∩(X−V)
一方  だから  で  から  である.Yi ⊂U∪V Yi =(Yi∩U)∪(Yi∩V) p∈Yi∩(X−V) p∈Yi∩U

例題12.4と例題12.5を用いれば例題12.5の主張は次のように一般化される.



 を一つ選んでおき, 各  に対して  とおけば 仮定から  で,i1 ∈ I j∈ I in = j i2, …, in−1 ∈ I
解答例

 に対し  を満たすものある.  とおけば, 例題12.4s=2,3,…, n Yis−1
∩Yis ≠∅ Zj =

n
⋃
s=1

Yis

と  による帰納法で  は連結であることが示される.  だから  はn Zj Yi1 ⊂⋂
i∈I

Zi ⋂
i∈I

Zi

空でないため, 例題12.5から  は連結である. 各  に対し ,⋃
i∈I

Zi j∈ I Yj ⊂Zj ⊂⋃
i∈I

Zi

 だから  と  が成り立つため  である.Zj ⊂⋃
i∈I

Yi ⋃
i∈I

Yi ⊂⋃
i∈I

Zi ⋃
i∈I

Zi ⊂⋃
i∈I

Yi ⋃
i∈I

Zi =⋃
i∈I

Yi

 は位相空間  の空でない連結な部分空間の族で, 次の条件が満たされる(Yi)i∈I (X, 𝒪)
とき  は連結であることを示せ.⋃

i∈I
Yi

任意の  に対して  で, ,  とおけばi, j∈ I i2, i3,…, in−1 ∈ I i1 = i in = j
 に対し  を満たすものが存在する.s=2,3,…, n Yis−1

∩Yis ≠∅

例題 12.6



例題 12.7
 を位相空間とする.(X, 𝒪)

(1) 任意の  に対して  を含む連結な部分空間  で条件 x∈X x Cx
｢  が  を含む連結な部分空間ならば ｣D x D⊂Cx

を満たすものが存在することを示せ. さらに  は  の閉集合であり, Cx X x∈X
に対して一通りに定まることを示せ.

(2)  に対して  ならば  であることを示せ.x, y∈X Cx ≠Cy Cx∩Cy =∅

解答例
(1)  を含む連結な部分空間全体の集合を  とすれば  だから 例題12.5からx Γ x∈ ⋂

C∈Γ
C

 は連結である.  が  を含む連結な部分空間ならば  だから⋃
C∈Γ

C D x D∈Γ

 である. 従って  とおけばよい.D⊂ ⋃
C∈Γ

C Cx = ⋃
C∈Γ

C



幾何学I命題10.7から  は連結な部分空間で,  を含むため  がCx x Cx ⊂Cx ⊂Cx

解答例の続き

成り立つ. 故に  だから  は  の閉集合である.Cx =Cx Cx X
 が条件 ｢  が  を含む連結な部分空間ならば ｣ を満たす  を含む連結C′￼x D x D⊂C′￼x x

な部分空間ならば,  と  の両方が成り立つため,  である.C′￼x ⊂Cx Cx ⊂C′￼x C′￼x =Cx

(2)  と仮定すれば  がある. ,  は  を含む連結な部分空間Cx∩Cy ≠∅ z∈Cx∩Cy Cx Cy z

を満たすものは  に対して一通りに定まる.x

 である. 故に  ならば  である.Cx =Cy =Cz Cx ≠Cy Cx∩Cy =∅

だから  かつ  が成り立つ. ,  だから, 上式から  はCx ⊂Cz Cy ⊂Cz x∈Cx y∈Cy Cz

 と  を含む連結な部分空間である. 従って  かつ  も成り立つためx y Cz ⊂Cx Cz ⊂Cy

従って  を含む連結な部分空間  で条件x Cx
｢  が  を含む連結な部分空間ならば ｣D x D⊂Cx



例題12.7の  を  を含む  の連結成分という.Cx x (X, 𝒪)
例題12.7の(2)より  は互いに交わらない  の形の閉集合の合併集合である.X Cx

注意 12.8



第13回　弧状連結性・中間値の定理

幾何学演習Ⅰ



 の部分空間  を  で定める.R2 Y Y=([0,1]×{0})∪({0}×[0,1])∪
∞
⋃
n=1

({1
n }×[0,1])

例題 13.1
連続写像  が  かつ  を満たすならば,ω : [0,1]→Y ω(0)∉{0}×[0,1] ω(1)=(0,1)

 で  を満たすものが存在することを示せ.0<a<1 ω(a)=(0,0)

Y

0 1

1

1
2

1
3

1
4

1
5

…

…



｢  ならば ｣| t−a |<δ ∥ω(t)−ω(a)∥< b
2

 は  を含む  の閉集合だから,  は  を含む  の{0}×[0,1] (0,1) Y ω−1({0}×[0,1]) 1 [0,1]
閉集合である. 従って  の最小値が存在して, それを  とする. ここで,ω−1({0}×[0,1]) a

 だから,  であることに注意する.  とおくとき,ω(0)∉{0}×[0,1] 0<a≦1 ω(a)=(0,b)
 であると仮定すれば,  の連続性より,  で, 条件b≠0 ω 0<δ≦a

を満たすものが存在する.  で関数  を定めれば,ω(t)=(ω1(t), ω2(t)) ω1, ω2 : [0,1]→R
,  はともに連続関数であり,  ( ) だから,ω1 ω2 |ωi(t)−ωi(a) | ≦ ∥ω(t)−ω(a)∥ i=1,2

 ならば  かつ  が成り立つ. 後者の不等式からa−δ< t<a |ω1(t) |< b
2 |ω2(t)−b |< b

2

 ならば  が成り立ち,  の最小性から  ならばa−δ< t<a ω2(t)> b
2 >0 a a−δ< t<a

 だから  ならば次が成り立つ.(ω1(t), ω2(t))=ω(t)∈Y−({0}×[0,1]) a−δ< t<a

解答例

ω1(t)∈{ 1
n |n=1,2,…}



 は連続関数だから, もし ,  を満たす  ( ) とω1 ω1(c)= 1
l ω1(d)= 1

m c, d∈ (a−δ, a) c<d
解答例の続き

相異なる自然数 ,  が存在すれば中間値の定理により  は区間  において  とl m ω1 (c, d) 1
l

 の間の全ての実数を値にとるため, 上のことと矛盾する. 従って自然数  で条件1
m k
｢  ならば ｣ を満たすものがある. 一方,  の連続性からa−δ< t<a ω1(t)= 1

k ω1

 であるが, これは上と矛盾するため  である.lim
t→a−0

ω1(t)=ω1(a)=0 ω(a)=(0,0)

例題 13.2
 は連結であるが弧状連結ではないことを示せ.Y−{(0,0)}

解答例

かつ  を満たすものが存在するが, これは例題13.1の結果と矛盾する.ω(1)=(0,1)
 が弧状連結ならば, 連続写像  で, Y−{(0,0)} ω : [0,1]→Y−{(0,0)} ω(0)=(1,1)

従って  は弧状連結ではない.Y−{(0,0)}



 とおけば  である.Z=Y−({0}×[0,1]) Z=((0,1]×{0})∪
∞
⋃
n=1

({1
n }×[0,1])

 と各自然数  に対して  は連結であり,(0,1]×{0} n { 1
n }×[0,1]

((0,1]×{0})∩({ 1
n }×[0,1])={( 1

n ,0)}≠∅
だから, 例題12.6によって  は連結である. 任意の  は Z (0,t)∈{0}×[0,1] an =( 1

n , t)
で与えられる  の点列  の極限だから幾何学Ⅰ命題4.19から  Z (an)n∈N {0}×[0,1]⊂Z
であり,  だから  である. また,  は  の開集合({0}×[0,1])∪Z=Y Y⊂Z Y R2

((R−[0,1])×R)∪(R×(R−[0,1]))∪
∞
⋃
n=1

(( 1
n + 1 , 1

n )×(0,∞))

解答例の続き

の補集合だから  は閉集合で  を含むため, 幾何学Ⅰ命題6.14により  である.Y Z Z⊂Y
故に  となり,  だから幾何学Ⅰ命題10.7によりY=Z Z ⊂ Y−{(0,0)}⊂Y=Z

 は連結である.Y−{(0,0)}



解答例

 が位相空間  の空でない弧状連結な部分空間の族で, 次の条件が(Yi)i∈I (X, 𝒪)
満たされるとき  は弧状連結であることを示せ.⋃

i∈I
Yi

任意の  に対して  で, ,  とおけばi, j∈ I i2, i3,…, in−1 ∈ I i1 = i in = j
 に対し  を満たすものが存在する.s=2,3,…, n Yis−1

∩Yis ≠∅

例題 13.3

 に対し, ,  となる  をとる. 仮定より  で,p, q∈⋃
i∈I

Yi p∈Yi q∈Yj i, j∈ I i2,…, in−1 ∈ I

,  とおけば  に対し  を満たすものが存在するため,i1 = i in = j s=2,3,…, n Yis−1
∩Yis ≠∅

 が選べる.  に対し  (ただし , )as ∈Yis−1
∩Yis s=1,2,…, n as, as+1 ∈Yis a1 =p an+1 =q

であり,  の弧状連結性により, 連続写像  で , Yis ωs : [0,1]→Yis ωs(0)=as ωs(1)=as+1
となるものがある. 写像  を  で定めれば ω̄s :[ s − 1

n , s
n ]→Yis ω̄s(t)=ωs(nt−s+1) ω̄s

は連続関数  と連続写像  の合成写像だから, 幾何学I命題6.7により t↦nt−s+1 ωs ω̄s

は連続写像である. 



解答例の続き
 に対して  だから, 写像s=2,3,…, n ω̄s−1( s − 1

n )=ωs−1(1)=as =ωs(0)= ω̄s( s − 1
n )

 を  ( , ) で定義することがω : [0,1]→⋃
i∈I

Yi ω(t)= ω̄s(t) t∈[ s − 1
n , s

n ] s=1,2,…, n

できる.  を包含写像とする.  に対して  はすべてjs :Yis →⋃
i∈I

Yi s=1,2,…, n [ s − 1
n , s

n ]
 の閉集合で,  が成り立ち,  の定義から  であり,[0,1] [0,1]=

n
⋃
s=1

[ s − 1
n , s

n ] ω ω ∘ js = ω̄s

 は連続写像だから, 例題11.2により  は連続写像である. さらにω̄s ω
, ω(0)= ω̄1(0)=ω1(0)=p ω(1)= ω̄n(1)=ωn(1)=q

が成り立つため,  は弧状連結である.⋃
i∈I

Yi



位相空間  に対し,  の定点  で次の条件を満たすものが存在するとき, (X, 𝒪) X c (X, 𝒪)
例題 13.4

｢任意の  に対して, 連続写像  で,x∈X ω : [0,1]→X
は弧状連結であることを示せ.

,  を満たすものが存在する.｣ω(0)=c ω(1)=x
解答例
任意  に対し, 仮定から連続写像  で, , ,p, q∈X ω, χ : [0,1]→X ω(0)=c ω(1)=p

,  を満たすものが存在する. ,  をそれぞれχ(0)=c χ(1)=q ω̄ :[0, 1
2 ]→X χ̄ :[ 1

2 ,1]→X

の合成写像であり,  は連続関数  と連続写像  の合成写像だから, 幾何学Ⅰχ̄ t↦2t−1 χ
,  で定めると,  は連続関数  と連続写像 ω̄(t)=ω(1−2t) χ̄(t)=χ(2t−1) ω̄ t↦1−2t ω

命題6.7により ,  はともに連続写像である.  だからω̄ χ̄ ω̄( 1
2 )=ω(0)=c=χ(0)= χ̄( 1

2 )
写像  を  で定義することができる.ρ : [0,1]→X ρ(t)={

ω̄(t) 0 ≦ t ≦ 1
2

χ̄(t) 1
2 ≦ t ≦ 1



解答例の続き

閉集合で,  が成り立ち,  の定義から ,  であり,[0,1]=[0, 1
2 ]∪[ 1

2 ,1] ρ ρ ∘ i= ω̄ ρ ∘ j= χ̄
これらは連続写像だから, 例題11.2により,  は連続写像である.ρ
さらに ,  が成り立つため,  はρ(0)= ω̄(0)=ω(1)=p ρ(1)= χ̄(1)=χ(1)=q (X, 𝒪)

,  を包含写像とする. ,  はともに  のi :[0, 1
2 ]→ [0,1] j :[ 1

2 ,1]→ [0,1] [0, 1
2 ] [ 1

2 ,1] [0,1]

弧状連結である.



複素数を成分とする  次正方行列全体の集合を  で表す.n Mn(C)

 に対して  とおけば,  は A=(aij), B=(bij)∈Mn(C) (A, B)=
n

∑
i=1

n
∑
j=1

aijbij (A, B) Mn(C)

の内積になる. この内積によって  を  上の計量ベクトル空間とみなす. Mn(C) C

教科書の系7.3)ので  を  で定めれば,  はd :Mn(C)×Mn(C)→R d(A, B)=∥A − B∥ d

 とおけば三角不等式  が成り立つ(線形代数の∥A∥= (A, A) ∥A + B∥≦∥A∥ + ∥B∥

 の距離関数になる. そこで  には  から定まる位相を与える.Mn(C) Mn(C) d

ユニタリー行列全体からなる  の部分集合を  で表し,  には  にMn(C) U(n) U(n) Mn(C)
 が条件  を満たすとき  を  次ユニタリー行列と呼んだが,  次A∈Mn(C) A A=En A n n

関する相対位相を与える.

例題 13.5
 は弧状連結であることを示せ.U(n)

*



任意の  に対し,  を対角化するユニタリー行列が存在し(線形代数の教科書のA∈U(n) A
解答例

命題8.18)ことから,  を対角化するユニタリー行列を  として, 対角行列  のA U U−1AU
定理8.17),  の固有値はすべて絶対値が  である複素数である(線形代数の教科書のA 1

 成分を  ( ) とおく. ( j, j) cos θj+i sin θj 0≦θj <2π
 に対して,  成分が  である対角行列を  とすれば, 0≦ t≦1 ( j, j) cos(tθj)+i sin(tθj) D(t)

 はユニタリー行列である. また, ユニタリー行列の逆行列やユニタリー行列の積はD(t)
ユニタリー行列だから,  もユニタリー行列である.UD(t)U−1

そこで, 写像  を  で定めれば,  は  次単位行列ω : [0,1]→U(n) ω(t)=UD(t)U−1 D(0) n
 だから  であり,  だから  である.En ω(0)=En D(1)=U−1AU ω(1)=UD(1)U−1 =A

また,  の各成分は  の連続関数だから  は連続写像である.ω(t) t ω
従って例題13.4の結果から,  は弧状連結である.U(n)



を満たす  の点  が存在することを示せ.X p

例題 13.6

定理によって  をみたす  が存在する.g(p)=0 p∈X

 を位相空間とし, 連続関数  と連続写像  が与えられて(X, 𝒪) f :X→R T :X→X
いるとする.  が連結で, 合成写像  が  の恒等写像であるとき, X T∘T X f(T(p))= f(p)

解答例
関数  を  で定めれば  は連続関数である.g :X→R g(x)= f(T(x))− f(x) g

 を1つ選び,  ならば  とおけば  が成り立つ.c∈X g(c)=0 p=c f(T(p))= f(p)

g(T(c))= f(T(T(c)))− f(T(c))= f(c)− f(T(c))= − g(c)
 の場合,  が  の恒等写像であることからg(c)≠0 T∘T X

が成り立ち,  と  の符号が異なる.  は仮定により連結だから, 中間値のg(c) g(T(c)) X

このとき  が成り立つ.  f(T(p))= f(p)
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第14回　コンパクト性と最大値・最小値の定理



例題 14.1
位相空間  の部分空間 ,  がともにコンパクトならば,  もコンパクト(X, 𝒪) Y Z Y∪Z
であることを示せ.

解答例
 の開集合を要素とする集合  が  を満たすならば, ,X Γ Y∪Z⊂ ⋃

O∈Γ
O Y⊂Y∪Z⊂ ⋃

O∈Γ
O

 だから,  と  のコンパクト性から,  とZ⊂Y∪Z⊂ ⋃
O∈Γ

O Y Z U1, U2,…, Um ∈Γ

 で ,  を満たすものがある.V1, V2,…, Vn ∈Γ Y⊂U1∪U2∪⋯∪Um Z⊂V1∪V2∪⋯∪Vn

このとき  が成り立つため,  もY∪Z⊂U1∪U2∪⋯∪Um∪V1∪V2∪⋯∪Vn Y∪Z
コンパクトである.



 である.O = V ∩ X

X = {(x, y) ∈ R2 | y = 0} ∪ {(0,1)}
によって定義される  の部分集合であり,  の部分集合を要素とする集合  は次のR2 X 𝒪

   を含まない  の開集合  が存在して  である.(i) (0,1) R2 U O = U ∩ X
条件  または  を満たす集合  全体からなるとする.(i) (ii) O

以下の問いに答えよ.

  を含む  の開集合  で,  が有界であるものが存在して (ii) (0,1) R2 V X − V

位相空間  を例題8.2のように定める. すなわち,  は(X, 𝒪) X
例題 14.2

(2)  は Hausdorf 空間であることを示せ.(X, 𝒪)
(1)  はコンパクトであることを示せ.(X, 𝒪)



(1)  に対して  が成り立つならば  の定義から, 各  に対してΓ⊂𝒪 X= ⋃
O∈Γ

O 𝒪 O∈Γ
解答例

 を満たす  の開集合  が存在する.  だからO=WO∩X R2 WO (0,1)∈X= ⋃
O∈Γ

O

 を満たす  が存在する. このとき  が成り立ち, (0,1)∈O0 O0 ∈Γ O0 =WO0
∩X

 だから  は  の有界な集合である.  と  はともに (0,1)∈WO0
X−WO0

R2 X R2−WO0
R2

の閉集合だから  は  の有界閉集合, 従ってコンパクトX−WO0
=X ∩ (R2−WO0

) R2

である. ここで,  だから有限個の X−WO0
⊂X= ⋃

O∈Γ
O⊂ ⋃

O∈Γ
WO O1, O2,…, On ∈Γ

で,  を満たすものが存在する. 従ってX−WO0
⊂

n
⋃
k=1

WOk

 だから, この式の右端の辺と X ⊂ (X−WO0
)∪WO0

⊂(
n

⋃
k=1

WOk)∪WO0
=

n
⋃
k=0

WOk
X

故に  はコンパクトである. (X, 𝒪)

との共通部分を考えれば  が得られる.X=X∩(
n

⋃
k=0

WOk)=
n

⋃
k=0

(X∩WOk
)=

n
⋃
k=0

Ok



 だから  である.U1∩U2 =∅ O1∩O2 =∅

解答例の続き
(2)  かつ  とする.a, b∈X a≠b

 と  が  と異なる場合, ,  とおける.a b (0,1) a=(a,0) b=(b,0)
 とし, , r=min{1, |a − b |

2 } U1 ={x∈R2 |∥x−a∥<r} U2 ={x∈R2 |∥x−b∥<r}
とおけば, ,  はそれぞれ ,  を中心とする  の開円板だから開集合であり,U1 U2 a b R2

 より  と  は  を含まない. 従って ,  とおけばr≦1 U1 U2 (0,1) O1 =U1∩X O2 =U2∩X
 と  は  の開集合で, ,  である. また  よりO1 O2 X a∈O1 b∈O2 r≦ |a − b |

2

 の場合,  だから,  とおけば,  は a=(0,1) b≠ (0,1) U={x∈R2 | ∥x−b∥< 1
2 } U b

を中心とする  の開円板だから開集合であり,  は  を含まない. また, R2 U (0,1)
 とおけば,  は  の開集合であり,  と  の距離はV={x∈R2 |∥x−b∥> 1

2 } V R2 a b

 も有界である. 故に ,  とおけば  とX−V=X∩(R2−V) O1 =V∩X O2 =U∩X O1

 は  の開集合で, ,  であり,  だから  である.O2 X a∈O1 b∈O2 U∩V=∅ O1∩O2 =∅

 以上だから  である. さらに  は有界だから1 a∈V R2−V={x∈R2 |∥x−b∥≦ 1
2 }



注意 14.3

ならば  の任意の閉集合  に対して  が成り立つため  の逆写像X F ( f −1)−1(F)= f(F) f
 は幾何学Ⅰ命題7.6により連続である. 従って  は同相写像である.f −1 :Y→X f

,  を位相空間,  を全単射である連続写像とする.  が閉写像(X, 𝒪X) (Y, 𝒪Y) f :X→Y f

とする. 次の式で定義される写像  は同相写像であることを示せ.f :X→S1
 を単位円  とし,  を例題8.2で定義した位相空間S1 {(x, y)∈R2 |x2+ y2 =1} (X, 𝒪)

例題 14.4

f(x, y)= ( 1 − t2

1 + t2 , 2t
1 + t2 ) (x, y)=(t,0)

(−1,0) (x, y)=(0,1)



解答例
 とおくと  の定義から t=tan θ

2 f f(t,0)=(cos θ, sin θ)=(cos(2 tan−1t), sin(2 tan−1t))
であり,  が実数全体を動けば,  は  から  までの間の値をすべてとる狭義t 2 tan−1t −π π

全単射であり,  だから  は全単射である.f(0,1)=(−1,0) f

の開集合であり,  が成り立つため,  軸は  の開集合である.X′￼=U′￼∩X x X
 軸を  で表し,  とおけば  は  を含まない x X′￼ U′￼={(x, y)∈R2 | − 1<y<1} U′￼ (0,1) R2

単調増加関数だから,  の定義域を  軸に制限した写像は  軸から  へのf x x S1−{(−1,0)}

が成り立つため, 任意の  に対して  で次の条件を満たすものがある. ε>0 R>0

,  lim
t→−∞

1 − t2

1 + t2 = lim
t→∞

1 − t2

1 + t2 = − 1 lim
t→−∞

2t
1 + t2 = lim

t→∞
2t

1 + t2 = 0

 軸の位相と一致するため,  の定義より  は  軸上の各点で連続である. 等式x f f x
さらに  の定義から  の部分空間として  軸の位相は  の部分空間としての𝒪 (X, 𝒪) x R2

｢  ならば , ｣| t |>R 1 − t2

1 + t2 +1 < ε

2

2t
1 + t2 < ε

2



解答例の続き

おけば  は  を含む  の開集合で,V (0,1) R2
そこで  とV={(x, y)∈R2 |x2+(y−1)2 <1}∪{(x, y)∈R2 |x2+(y−1)2 >R2+1}

が成り立つため  は点  で連続である. 従って  はコンパクト空間  からf (0,1) f X

だから  は有界である. さらに X−V V∩X={(x, y)∈R2 | |x |>R, y=0}∪{(0,1)}

Hausdorf 空間  への連続写像だから幾何学Ⅰ命題11.16より閉写像で, 全単射S1

だから注意14.3より  の逆写像も連続写像である. 故に  は同相写像である.f f

∥f(x, y)−f(0,1)∥= ( 1 − t2

1 + t2 +1)2+( 2t
1 + t2 )2 <ε

だから,  ならば(x, y)∈V∩X

X−V=(R × {0})−{(x, y)∈R2 |x2+(y−1)2 >R2+1}=[−R, R]×{0}



 を  の開集合とし, 連続関数  は  の各点で各変数に関して偏微分可能U R2 f, g :U→R U

おくとき,  はコンパクトで  ならば  であると仮定する.X x∈X ( ∂g
∂x (x), ∂g

∂y (x))≠ (0,0)
このとき  で, 次の条件を満たすものが存在することを示せ.p∈X

で,  と  の偏導関数はすべて連続であるとする. さらに  とf g X={x∈R2 |g(x)=0}

例題 14.5

｢  が  における  の接ベクトルならば  である.｣v=(u, v) p S u ∂f
∂x (p)+v ∂f

∂y (p)=0

解答例
 の定義域を  に制限した写像  を考えれば,  は連続写像だから, 最大値・f X fX :X→R fX
最小値の定理から  は最大値をもつ.  が最大値をとる点を  とすれば,fX fX p=(p, q)∈X
仮定から  である.  の場合, 陰関数定理より  を含む( ∂g

∂x (p), ∂g
∂y (p))≠ (0,0) ∂g

∂y (p)≠0 p
開区間  と微分可能な関数  で, , 各  に対し  かつI φ : I→R φ(p)=q x∈ I (x, φ(x))∈U

 を定めれば  より  は  で最大値をとるため,  である.f̄ : I→R (x, φ(x))∈X f̄ p f̄′￼(p)=0
, すなわち  を満たすものがある.  でg(x, φ(x))=0 (x, φ(x))∈X f̄(x)= f(x, φ(x))



合成写像の微分法から  であり, 陰関数定理からf̄′￼(x)= ∂f
∂x (x, φ(x))+ ∂f

∂y (x, φ(x))φ′￼(x)
解答例の続き

 だから,  と  より φ′￼(x)= −
∂g
∂x (x, φ(x))

∂g
∂y (x, φ(x))

f̄′￼(p)=0 φ(p)=q ∂f
∂x (p, q)−

∂g
∂x (p, q)

∂f
∂y (p, q)

∂g
∂y (p, q)

=0

が得られる. 従って  が成り立つ.∂g
∂y (p) ∂f

∂x (p)− ∂g
∂x (p) ∂f

∂y (p)=0

 は零ベクトルではない  における  の接ベクトルだから, ( ∂g
∂y (p), − ∂g

∂x (p)) p X v=(u, v)

が  に おける  の接ベクトルならば  を満たす実数 p X v=(u, v)=c( ∂g
∂y (p), − ∂g

∂x (p)) c

があるため,  の両辺を  倍すれば ∂g
∂y (p) ∂f

∂x (p)− ∂g
∂x (p) ∂f

∂y (p)=0 c u ∂f
∂x (p)+v ∂f

∂y (p)=0

が得られる.  の場合は  と  を入れ替えて, 上と同様にして  が  ∂g
∂x (p)≠0 x y v=(u, v) p

における  の接ベクトルならば  であることが示される.X u ∂f
∂x (p)+v ∂f

∂y (p)=0



第15回　コンパクト性の応用
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が得られるため,  は  を上界にもち, 上に有界である.{d(x, y) |x, y∈A} 2R

 を距離空間とする.  の部分集合  が有界であるためには (X, d) X A {d(x, y) |x, y∈A}
例題 15.1

 が有界ならば  と  で,  となるものがあるので, A p∈X R>0 A⊂Bd(p ; R) x, y∈A

が上に有界な  の部分集合であることが必要十分であることを示せ.R
解答例

ならば  だから三角不等式からd(x, p), d(y, p)<R
d(x, y)≦d(x, p)+d(p, y)=d(x, p)+d(y, p)<R+R=2R

逆に  が上に有界で,  をその上界とする.  を選べば, 任意の{d(x, y) |x, y∈A} M p∈A
 に対して  だから  が成り立つため,  はx∈A d(x, p)≦M<M+1 A⊂Bd(p ; M+1) A

有界である.

 を距離空間とする.  の有界な部分集合  に対して(X, d) X A
定義 15.2

δ(A)=sup{d(x, y) |x, y∈A}
とおき,  を  の直径という.δ(A) A



 を距離空間とし,  から定まる  の位相に関して,  はコンパクトであると(X, d) d X X
する.  の開集合からなる集合族  が  を満たすとき, 次の条件をX (Oi)i∈I X=⋃

i∈I
Oi

満たす正の実数  が存在することを示せ.ε

例題 15.3

｢  を満たす  の任意の部分集合  に対して  となる  が存在する.｣δ(A)<ε X A A⊂Oi i∈ I
解答例
各  に対して  となる  が存在し, さらに  は開集合だから,x∈X x∈Oi(x) i(x)∈ I Oi(x)

 で  を満たすものが存在する. このとき, r(x)>0 Bd(x; r(x))⊂Oi(x) X= ⋃
x∈X

Bd(x; r(x)
2 )

だから  のコンパクト性から  で次の式を満たすものがある.X x1, x2,…, xn ∈X
X=Bd(x1;

r(x1)
2 )∪Bd(x2;

r(x2)
2 )∪⋯∪Bd(xn;

r(xn)
2 )

 とおき,  の部分集合  が  を満たすとする.ε=min{ r(x1)
2 , r(x2)

2 ,…,
r(xn)

2 } X A δ(A)<ε

 と  となる  を選べば,  である. 実際p∈A p∈Bd(xk;
r(xk)

2 ) k=1,2,…, n A⊂Bd(xk; r(xk))



 ならば  だから三角不等式から次の不等式が成り立つ.x∈A d(x, p)≦δ(A)<ε≦
r(xk)

2

解答例の続き

d(x, xk)≦d(x, p)+d(p, xk)<
r(xk)

2 +
r(xk)

2 =r(xk)
従って  だから  となり, 主張が成り立つ.x∈Bd(xk; r(xk)) A⊂Bd(xk; r(xk))⊂Oi(xk)

 を距離空間とする.   の部分集合  と  に対し, (X, d) X A B

とおく. また,  に対して  とおく.p∈X d(A, p)=d(A, {p})
d(A, B)=inf{d(x, y) | x∈A, y∈B}

定義 15.4



解答例
任意の ,  に対して  だから  を固定して考えれば左の不等式x∈A y∈B d(A, B)≦d(x, y) y
から  が得られる. この不等式がすべての d(A, B)≦ inf{d(x, y) |x∈A}=d(A, y) y∈B
に対して成り立つため,  が成り立つ.d(A, B)≦ inf{d(A, y) |y∈B}

 が任意の ,  に対して成り立つため,inf{d(A, y) |y∈B}≦d(A, y)≦d(x, y) x∈A y∈B
 である.inf{d(A, y) |y∈B}≦d(A, B)

以上から  が成り立つ.d(A, B)=inf{d(A, y) |y∈B}

d(A, B)=inf{d(A, y) |y∈B}

例題 15.5
 を距離空間とする.  の部分集合 ,  に対し, 次の等式が成り立つことを示せ.(X, d) X A B



例題 15.6

 ならば  であることを示せ.A∩B=∅ d(A, B)>0
 を距離空間,  を  の閉集合,  を  のコンパクトな部分空間とする.(X, d) A X B X

解答例
関数  を  で定めれば幾何学Ⅰ命題12.3から  は連続である.dA :X→R dA(x)=d(A, x) dA
 の定義域を  に制限すれば,  はコンパクトだから, 最大値・最小値の定理によりdA B B
 は  における最小値をとる. この最小値がもし  ならば  となる  がdA B 0 dA(b)=0 b∈B

存在するが,  が閉集合であることと幾何学Ⅰ命題12.4から  である.A b∈d−1
A ({0})=A

これは  と矛盾するため,  の  における最小値は正である.A∩B=∅ dA B
一方例題15.5から  の  における最小値は  だから  である.dA B d(A, B) d(A, B)>0
注意 15.7

 の部分集合 ,  を ,  で定めればR2 A B A={(x, y)∈R2 |y=0} B={(x, y)∈R2 |xy=1}
,  はともに閉集合で,  であるが  に対し ,  でありA B A∩B=∅ x>0 (x,0)∈A (x, 1

x )∈B
 だから  となる.lim

x→∞
d((x,0), (x, 1

x ))= lim
x→∞

1
x =0 d(A, B)=0



例題 15.8

 が  のコンパクトな閉部分集合になることが必要十分であることを示せ.f −1(C) X

 を位相空間とする.  に属さない点  に対し, 集合  と  の合併集合(X, 𝒪) X ∞ {∞} X
 を  で表わし,  の部分集合からなる集合  を以下で定める.X∪{∞} X* X* 𝒪*

 または  は  のコンパクトな閉部分集合.𝒪*={O⊂X* | O∈𝒪 X−O X }
(1)  は  の位相であり,  は  の部分空間であることを示せ.𝒪* X* (X, 𝒪) (X*, 𝒪*)
(2) 位相空間  はコンパクトであることを示せ.(X*, 𝒪*)
(3) 位相空間  に対し, 写像  が連続であるためには,  の  への制限(Y, 𝒪′￼) f :X*→Y f X

 が連続であり,   を含まない  の任意の閉集合  に対して,f |X :X→Y f(∞) Y C

解答例
(1)  だから  であり,  は  のコンパクトな閉部分集合だから∅∈𝒪 ∅∈𝒪* X−X*=∅ X

 である.X*∈𝒪*
 とする.  ならば  だから  である.O1, O2 ∈𝒪* O1, O2 ∈𝒪 O1∩O2 ∈𝒪 O1∩O2 ∈𝒪*



 で  が  のコンパクトな閉部分集合の場合, O1 ∈𝒪 X−O2 X X∩O2 =X−(X−O2)∈𝒪
であり,  より  だから  である.O1 ⊂X O1∩O2 =O1∩(X∩O2)∈𝒪 O1∩O2 ∈𝒪*

 と  が  のコンパクトな閉部分集合の場合,X−O1 X−O2 X
X−(O1∩O2)=(X−O1)∪(X−O2)

だから例題14.1から  は  のコンパクトな閉部分集合である. 従ってX−(O1∩O2) X
この場合も  である.O1∩O2 ∈𝒪*

解答例の続き

各  に対して  とする. すべての  に対して  ならば i∈ I Oi ∈𝒪* i∈ I Oi ∈𝒪 ⋃
i∈I

Oi ∈𝒪

だから  である.  が のコンパクトな閉部分集合である  が⋃
i∈I

Oi ∈𝒪* X−Oj X j∈ I

ある場合,  だから  はコンパクトな部分X−⋃
i∈I

Oi =⋂
i∈I

(X−Oi)⊂X−Oj X−⋃
i∈I

Oi

空間  の閉部分空間である. 故に幾何学Ⅰ命題11.8により  はX−Oj X−⋃
i∈I

Oi

コンパクトだから  である. 以上から  は  の位相である.⋃
i∈I

Oi ∈𝒪* 𝒪* X*



 の定義から  であり,  が  を満たせば  は  の閉部分𝒪* 𝒪⊂𝒪* O∈𝒪* O⊄X X−O X
集合だから  である. 故に  の相対位相は  に一致する.X∩O=X−(X−O)∈𝒪 X 𝒪

解答例の続き

(2)  を満たす  の開集合族  が与えられたとき,  となる X*=⋃
i∈I

Oi X* (Oi)i∈I ∞∈Oj j∈ I

がある. このとき  は  のコンパクトな閉部分空間で,  の相対位相が  にX−Oj X X 𝒪
一致することと  から,  でX−Oj ⊂X*=⋃

i∈I
Oi i1, i2,…, in ∈ I

X−Oj ⊂Oi1∪Oi2∪⋯∪Oin
を満たすものが存在する. 故に  であり,  よりX⊂Oi1∪Oi2∪⋯∪Oin∪Oj ∞∈Oj

 だから  はコンパクトである.X*=X∪{∞}=Oi1∪Oi2∪⋯∪Oin∪Oj (X*, 𝒪*)
(3)  を連続写像とすれば,  が  の部分空間であることとf :X*→Y (X, 𝒪) (X*, 𝒪*)
幾何学Ⅰ命題9.4から  も連続写像である.  を  である  のf |X :X→Y C f(∞)∉C Y
閉集合とすれば幾何学Ⅰ命題7.6より  は  の閉集合である.f −1(C) X*



 が成り立つため  であり,  は  を含む  の∞∉ f −1(C) f −1(C)⊂X X*− f −1(C) ∞ X*
解答例の続き

開集合である. 従って  の定義から  は𝒪* X−(X*− f −1(C))=X∩ f −1(C)= f −1(C)
 のコンパクトな閉部分集合である.X
逆に  が連続であり,  を満たす  の任意の閉集合  に対して,f |X :X→Y f(∞)∉C Y C

 が  のコンパクトな閉部分集合であると仮定して,  を  の任意の開集合f −1(C) X O Y
とする.  ならば  だから  の連続性から∞∉ f −1(O) f −1(O)=( f |X )−1(O) f |X

 である.  の場合,  だからf −1(O)=( f |X )−1(O)∈𝒪⊂𝒪* ∞∈ f −1(O) f(∞)∈O
 とおけば  は  を満たす  の閉集合である. 従って仮定からC=Y−O C f(∞)∉C Y

 は  のコンパクトな閉部分集合であり,  に注意すればf −1(C) X ∞∈ f −1(O)
幾何学Ⅰ補題7.5より  が得られるため  のf −1(C)=X*− f −1(O)=X− f −1(O) 𝒪*
定義から  である. 以上から  は連続写像である.f −1(O)∈𝒪* f



 がHausdorff空間で,  の各点がコンパクトな近傍をもてば, 例題15.8で与えた(X, 𝒪) X
位相空間  はHausdorff空間である. 実際  かつ  ならば仮定から(X*, 𝒪*) x, y∈X x≠y

, ,  を満たす  が存在する. ,  ならばx∈U y∈V U∩V=∅ U, V∈𝒪⊂𝒪* x∈X y=∞
 のコンパクトな近傍  をとり, ,  とおく.  であり,x C U=Ci V=X*−C x∈Ui ∈𝒪⊂𝒪*
幾何学Ⅰ命題11.5より  は  の閉集合で  だから  である.C X X−V=X∩C=C V∈𝒪*
さらに  だから  であり,  より  が成り立つ.C⊂X y=∞∈X*−C=V Ci ⊂C U∩V=∅

注意 15.9
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