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1 可算基をもつ距離空間
定義 1.1 集合 X に対し, 自然数全体の集合 N から X への全単射が存在するとき, X を可算集合という. また, 有限
集合または可算集合である集合をたかだか可算な集合という.

例題 1.2 自然数全体の集合 N の部分集合はたかだか可算な集合であることを示せ.

解答例 X を N の有限集合でない部分集合とし, 写像 f : N → X を次のように帰納的に定義する. 自然数全体
の集合の空でない部分集合は最小値をもつため, f(1) = minX と定めれば f(1) < min(X − {f(1)}) が成り立つ.

X は有限集合ではないため, X の有限部分集合の補集合は空集合ではない. そこで 2 以上の自然数 n に対し, f(n)

を f(n) = min(X − {f(1), f(2), . . . , f(n − 1)}) で定義する. X1 = X とおき, 2 以上の自然数 n に対して Xn =

X−{f(1), f(2), . . . , f(n−1)}とおけばXn+1 = Xn−{minXn}だから f(n+1) = minXn+1 > minXn = f(n)であ
り, f(n) < m < f(n+1) を満たす m ∈ X は存在しないため f は単射で {i ∈ X | i ≦ f(n)} = {f(1), f(2), . . . , f(n)}
が成り立つ. すなわち {i ∈ X | i ≦ f(n)} は X の要素を小さいものから順に n個選んで得られる集合である.

k ∈ X に対して {i ∈ X | i ≦ k} の要素の個数を νk とすれば, {i ∈ X | i ≦ k} は X の要素を小さいものから順に
νk 個選んで得られる集合だから {i ∈ X | i ≦ f(νk)} = {f(1), f(2), . . . , f(νk)} と一致する. さらに k, f(νk) ∈ X だか
ら k は {i ∈ X | i ≦ k} の最大値, f(νk) は {i ∈ X | i ≦ f(νk)} の最大値だから k = f(νk) が成り立つ. 故に f は全射
でもあるため, X は可算集合である. 従って N の部分集合はたかだか可算な集合である. □

例題 1.3 X が可算集合で, f : X → Y が全射ならば, Y はたかだか可算な集合であることを示せ.

解答例 f に全単射 N → X 合成することによって X = N としてよい. f は全射だから各 y ∈ Y に対して
f−1({y}) ̸= ∅ であり, y, z ∈ Y かつ y ̸= z ならば f−1({y}) ∩ f−1({z}) = ∅ である. 故に f−1({y}) の最小値を my

とおけば,「y, z ∈ Y かつ y ̸= z ならば my ̸= mz」が成り立つため g : Y → N を g(y) = my で定めれば g は単射で
あり, g は Y から N の部分集合 g(Y ) への全単射を与える. 従って例題 1.2より Y はたかだか可算な集合である. □

例題 1.4 自然数全体の集合の直積集合 N ×N も可算な集合であることを示せ.

解答例 k = 1, 2, . . . に対し,
k(k − 1)

2
< n ≦ k(k + 1)

2
を満たす自然数 n を R2 の点(

n− k(k − 1)

2
,
k(k + 1)

2
− n+ 1

)
に対応させることによって写像 φ : N → N ×N を定義すれば, φは全単射である. □

X, Y が可算集合ならば全単射 f : N → X, g : N → Y が存在する. 写像 h : N × N → X × Y を
h(m,n) = (f(m), g(n)) で定義すれば, h の逆写像は h−1(x, y) = (f−1(x), g−1(y)) で与えられるため, h は全単射で
ある. 例題 1.4から全単射 φ : N → N ×N が存在し, 全単射の合成写像は全単射だから, 次の命題が成り立つ.

命題 1.5 X, Y が可算集合ならば, 直積集合 X × Y も可算集合である.

例題 1.6 各 Xn (n ∈ N) がたかだか可算な集合ならば, 合併集合
∞⋃
n=1

Xn もたかだか可算な集合であることを示せ.

解答例 Xn が可算な集合ならば, 全単射 fn : N → Xn があり, Xn が有限集合ならば, 全射 fn : N → Xn がある. そ
こで写像 F : N ×N →

∞⋃
n=1

Xn を F (m,n) = fn(m) で定めれば F は全射だから例題 1.3と例題 1.4から
∞⋃
n=1

Xn は
たかだか可算な集合である. □

注意 1.7 (1) Y が有限集合ならば, 全射 N → Y が存在するので, 例題 1.3より Y がたかだか可算な集合であるため
には全射 N → Y が存在することが必要十分である.
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(2) 整数全体の集合 Z は可算集合である. 実際, 写像 f : N → Z を k ∈ N に対して f(2k− 1) = 1− k, f(2k) = k

で定めれば f は全単射である.

例題 1.8 有理数全体の集合 Q は可算集合であることを示せ.

解答例 注意 1.7の (2)と例題 1.5によって Z×N は可算集合である. さらに Z×N から Qへの写像 g : Z×N → Q

を g(m,n) =
m

n
で定めれば, g は全射だから例題 1.3から Q はたかだか可算な集合であるが, Q は有限集合ではない

のでQ は可算集合である. □

定義 1.9 (X,O) を位相空間とする.

(1) O のたかだか可算な集合である基底が存在するとき, (X,O) は可算基をもつという.

(2) X のたかだか可算な部分集合 A で X = A を満たすものが存在するとき, (X,O) は可分であるという.

例題 1.10 可算基をもつ位相空間は可分であることを示せ.

解答例 (X,O)を可算基 B をもつ位相空間とする. 空集合でない各 U ∈ B から点 pU を選び, A = {pU |U ∈ B, U ̸= ∅}
とおくと B はたかだか可算な集合だから A もたかだか可算な集合である. X の空でない任意の開集合 O は B の要素
の合併集合だから U ⊂ O を満たす空集合でない U ∈ B が存在する. pU ∈ U だから pU ∈ O となるため pU ∈ A ∩O
が成り立つ. 従って X の空でない任意の開集合 O に対して A ∩O ̸= ∅ だから X = A である. □

距離空間 (X, d) に対し, 距離関数 d から定まる X の位相を Od で表す.

例題 1.11 (X, d) を距離空間とする. X の部分集合 A が A = X を満たすとき, (X, d) の開球からなる集合
B =

{
Bd
(
p ; 1

n

)
| p ∈ A,n ∈ N

} は Od の基底であることを示せ.

解答例 任意の O ∈ Od と p ∈ O に対し, Od の定義から r > 0 で Bd(p ; r) ⊂ O を満たすものがある. 1
n <

r
2 を満

たす n ∈ N を選ぶ. p ∈ X = A より Bd
(
p ; 1

n

)
∩ A ̸= ∅ だから c ∈ Bd

(
p ; 1

n

)
∩ A が選べて Bd

(
c ; 1

n

)
∈ B かつ

p ∈ Bd
(
c ; 1

n

) が成り立つ. x ∈ Bd
(
c ; 1

n

) ならば d(x, c) < 1
n <

r
2 だから d(x, p) ≦ d(x, c) + d(c, p) < 2

n < r が得られ
る. 従って x ∈ Bd(p ; r) だから Bd

(
c ; 1

n

)
⊂ Bd(p ; r) が成り立つため Bd(p ; r) ⊂ O より Bd

(
c ; 1

n

)
⊂ O である. さ

らに p ∈ Bd
(
c ; 1

n

) かつ Bd
(
c ; 1

n

)
∈ B が成り立つため, 幾何学 I命題 8.5により B は Od の基底である. □

例題 1.12 (X, d) を距離空間とする. 位相空間 (X,Od) が可分ならば Od は可算基をもつことを示せ.

解答例 X のたかだか可算な部分集合 A で A = X を満たすものがある. 全射 f : N → A があるので例題 1.11の基
底 B =

{
Bd
(
p ; 1

n

)
| p ∈ A,n ∈ N

} を考えて写像 g : N ×N → B を g(m,n) = Bd
(
f(m) ; 1

n

) で定義すれば, g は全
射である. 従って例題 1.3と例題 1.4から B はたかだか可算な Od の基底である. □

例題 1.13 Qn={(x1, x2, . . . , xn)∈Rn |x1, x2, . . . , xn∈Q} とおく. Qn は可算集合で Qn = Rn であることを示せ.

解答例 命題 1.5 から数学的帰納法で可算集合の有限個の直積は可算集合であることが示されるため, Qn は可算集
合である. 任意の p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ Rn と r > 0 に対し, 開区間 (

pi − r√
n
, pi +

r√
n

) に含まれる有理数 qi を
各 i = 1, 2, . . . , n に対して 1 つずつ選んで q = (q1, q2, . . . , qn) とおけば q ∈ Qn であり, i = 1, 2, . . . , n に対して
|qi−pi| < r√

n
が成り立つため, ∥q−p∥ < r である. 故に中心が p で半径 r の開球は Qn の要素を含むため Qn = Rn

である. □

例題 1.12と例題 1.13から次の結果が得られる.

命題 1.14 n 次元ユークリッド空間 Rn の通常の距離関数から定まる Rn の位相は可算基をもつ.
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2 全有界な距離空間
定義 2.1 (X, d) を距離空間とする.

(1) X の有界な部分集合 A に対して δ(A) = sup{d(x, y)|x, y ∈ A} とおき, δ(A) を A の直径という.

(2) ε を正の実数とする. X の部分集合族 (Ui)i∈I が X =
⋃
i∈I

Ui かつすべての i ∈ I に対して δ(Ui) < ε を満たす
とき, (Ui)i∈I を (X, d) の ε-被覆という.

(3) 任意の ε > 0 に対して有限個の部分集合からなる (X, d) の ε-被覆が存在するとき (X, d) は全有界であるという.

(4) ε を正の実数とする. 条件「任意の k, l ∈ N に対して d(xk, xl) < ε.」を満たす X の点列 (xk)k∈N を (X, d) の
ε-列という.

距離空間 (X, d) が与えられたとき, X の部分集合 A, B に対し, d(A,B) = inf{d(x, y) |x ∈ A, y ∈ B} とおく.

例題 2.2 (X, d) を距離空間とする.

(1) A, B が有界な X の部分集合ならば A ∪B も有界で, 不等式 δ(A ∪B) ≦ δ(A) + δ(B) + d(A,B) を示せ.

(2) U1, U2, . . . , Un が有界な X の部分集合ならば次の不等式を示せ.

δ(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un) ≦
n∑
i=1

δ(Ui) +
n−1∑
i=1

d(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ui, Ui+1)

(3) (X, d) が全有界ならば X は有界, すなわち δ(X) = sup{d(x, y) |x, y ∈ X} は有限であることを示せ.

解答例 (1) x, y ∈ A ならば d(x, y) ≦ δ(A) であり, x, y ∈ B ならば d(x, y) ≦ δ(B) である. また任意の ε > 0 に対し
て p ∈ A, q ∈ B で d(p, q) < d(A,B) + ε を満たすものがあるため, x ∈ A, y ∈ B の場合, 三角不等式と上の不等式
から d(x, y) ≦ d(x, p) + d(p, q) + d(q, y) < δ(A) + d(A,B) + ε+ δ(B) が成り立つ. 従って x, y ∈ A ∪B ならば任意
の ε > 0 に対して d(x, y) < δ(A) + δ(B) + d(A,B) + ε が成り立つ. もし d(x, y) > δ(A) + δ(B) + d(A,B) ならば
ε =

1

2
(d(x, y)− δ(A)− δ(B)−d(A,B)) とおくと ε > 0 であり, 上の不等式から 2ε ≦ ε が得られ, ε ≦ 0 となって矛盾

が生じるため d(x, y) ≦ δ(A)+ δ(B)+d(A,B) である. 故に {d(x, y) |x, y∈A∪B} は上に有界な R の部分集合だから
幾何学演習 I例題 15.1からA∪B は有界であり, 上の不等式と δ(A∪B)の定義から δ(A∪B) ≦ δ(A)+δ(B)+d(A,B)

が得られる.

(2) n = 2 の場合は (1)から δ(U1 ∪U2) ≦ δ(U1) + δ(U2) + d(U1, U2) が成り立つ. n = k のとき, 主張が成り立つと
仮定して U1, U2, . . . , Uk+1 が有界な X の部分集合ならば (1)と帰納法の仮定から次の不等式が成り立つ.

δ(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk+1) ≦ δ(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk) + δ(Uk+1) + d(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk, Uk+1)

≦
k∑
i=1

δ(Ui) +

k−1∑
i=1

d(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ui, Ui+1) + δ(Uk+1) + d(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk, Uk+1)

=

k+1∑
i=1

δ(Ui) +

k∑
i=1

d(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ui, Ui+1)

従って n = k + 1 のときも主張が成り立つ.

(3) 仮定から有限個の部分集合からなる (X, d) の 1-被覆 (Ui)i=1,2,...,n が存在する. X = U1 ∪U2 ∪ · · · ∪Un より (2)

の不等式から δ(X) = δ(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un) ≦
n∑
i=1

δ(Ui) +
n−1∑
i=1

d(U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Ui, Ui+1) だから X は有界である.□

例題 2.3 (X, d) を全有界な距離空間, ε を正の実数とする. X の任意の点列は ε-列である部分列をもつことを示せ.

解答例 仮定から有限個の部分集合からなる (X, d) の ε-被覆 (Ui)i=1,2,...,n が存在する. X = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Un

だから, X の点列 (xk)k∈N に対して Si = {k ∈ N |xk ∈ Ui} とおけば N = S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn が成り立つ.

従って S1, S2, . . . , Sn の中に無限集合であるものが存在する. Sm が無限集合であるとして Sm = {k1, k2, . . . , ki, . . . }
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(k1 < k2 < · · · < ki < ki+1 < · · · )とすれば,任意の i, j ∈ N に対して xki , xkj ∈ Um だから d(xki , xkj ) ≦ δ(Um) < ε

が成り立つため (xki)i∈N は (X, d) の ε-列である. □

例題 2.4 距離空間 (X, d) が全有界ならば X の任意の点列は Cauchy列を部分列に含むことを示せ.

解答例 (xk)k∈N を X の任意の点列として (xk)k∈N の部分列 (x
(n)
i )i∈N を次のように帰納的に定める. 例題 2.3から,

(xk)k∈N の部分列で 1-列であるものが存在するため, (x
(1)
i )i∈N を 1-列である (xk)k∈N の部分列とする. (xk)k∈N の部

分列で 1
n -列である (x

(n)
i )i∈N が定まったとすれば, 例題 2.3から, (x

(n)
i )i∈N の部分列で 1

n+1 -列であるものが存在する
ため, (x

(n+1)
i )i∈N を 1

n+1 -列である (x
(n)
i )i∈N の部分列とする. このとき各 n, i ∈ N に対して xk(n)i = x

(n)
i を満たす

自然数 k(n)i が定まり, k(n)1 < k(n)2 < · · · < k(n)i < k(n)i+1 < · · · かつ {k(n+1)1, k(n+1)2, . . . , k(n+1)i, . . . }は
{k(n)1, k(n)2, . . . , k(n)i, . . . }に含まれる. 従って k(n)i ≦ k(n+1)i < k(n+1)i+1 だから,とくに k(n)n < k(n+1)n+1

となるため, (xk(n)n)n∈N は (xk)k∈N の部分列である. 任意の ε > 0 に対して N > 1
ε を満たす自然数 N を選べば

1
N < ε より (xk(N)i)i∈N = (x

(N)
i )i∈N は ε-列である. n ≧ N ならば (xk(n)i)i∈N は (xk(N)i)i∈N の部分列だから

(xk(n)n)n≧N は (xk(N)i)i∈N の部分列である. 故に m,n ≧ N ならば d(xk(m)m , xk(n)n) < ε だから (xk(n)n)n∈N は
Cauchy列である (xk)k∈N の部分列である. □

例題 2.5 距離空間 (X, d) における任意の点列が Cauchy列を部分列に含めば (X, d) は全有界であることを示せ.

解答例 (X, d) が全有界でないと仮定して Cauchy 列を部分列に含まない点列が存在することを示す. 仮定から
ε > 0 が存在して, 有限個の部分集合からなる (X, d) の ε-被覆は存在しない. 正の実数 r と任意の p ∈ X に対し,

x, y ∈ Bd(p ; r) ならば d(x, y) ≦ d(x, p) + d(p, y) ≦ 2r だから δ(Bd(p ; r)) ≦ 2r であることに注意すれば, r < ε
2 なら

ば X の任意の有限部分集合 S に対して X ̸=
⋃
p∈S

Bd(p ; r) が成り立つ.

x1 ∈ X を一つ選び, x1, x2, . . . , xk ∈ X が xi ∈ X −
i−1⋃
j=1

Bd(xj ; r) (i = 2, 3, . . . , k) を満たすように選べたとすれ

ば, X ̸=
k⋃
j=1

Bd(xj ; r) だから xk+1 ∈ X −
k⋃
j=1

Bd(xj ; r) が選べる. ここで k < l ならば xl ∈ X −
l−1⋃
j=1

Bd(xj ; r) より
xl ̸∈ Bd(xk ; r) となるため d(xk, xl) ≧ r が成り立つ. 従って点列 (xk)k∈N は Cauchy列を部分列に含まない. □

例題 2.4, 2.5から直ちに次の定理が得られる.

定理 2.6 距離空間が全有界であるためには, その任意の点列が Cauchy列を部分列に含むことが必要十分である.

3 点列コンパクト
例題 3.1 位相空間 (X,O) が可算基をもつとき, X =

⋃
i∈I

Ui を満たす X の開集合族 (Ui)i∈I に対して, I のたかだか
可算な部分集合 J で X =

⋃
i∈J

Ui を満たすものが存在することを示せ.

解答例 B をたかだか可算な O の基底とする. 各 O ∈ B に対し JO = {i ∈ I |O ⊂ Ui} とおき, B′ = {O ∈ B | JO ̸= ∅}
とおけば, B′ ⊂ B だから B′ もたかだか可算な集合である. 各 O ∈ B′ に対して jO ∈ JO を一つずつ選んで
J = {jO |O ∈ B′} とおけば J は I のたかだか可算な部分集合である. x ∈ X ならば X =

⋃
i∈I

Ui より x ∈ Ui となる
i ∈ I が存在する. Ui は B の要素の合併集合だから x ∈ O ⊂ Ui を満たす O ∈ B がある. このとき i ∈ JO だから
JO ̸= ∅ となるため O ∈ B′ である. 一方 jO ∈ JO だから O ⊂ UjO が成り立つため, x ∈ UjO ⊂

⋃
i∈J

Ui が得られる.

従って X =
⋃
i∈J

Ui である. □

例題 3.2 距離空間 (X, d) が全有界ならば d から定まる X の位相は可算基をもつことを示せ.

4



解答例 例題 1.11により d から定まる X の位相に関して X は可分であることを示せばよい. 仮定から任意の自然数 n

に対して有限個の X の部分集合からなる (X, d) の 1
n -被覆 (Un,i)i=1,2,...,ln が存在する. 各自然数 n と i = 1, 2, . . . , ln

に対して an,i ∈ Un,i を一つずつ選んで An = {an,1, an,2, . . . , an,ln} とおき, A =
∞⋃
n=1

An とおくと, 例題 1.5より A は
たかだか可算な集合である. 任意の x ∈ X と ε > 0 に対して n ≧ 1

ε である自然数 n をとれば 1
n ≦ ε であり, x ∈ Un,i

となる i = 1, 2, . . . , ln が存在するため, 不等式 d(x, an,i) ≦ δ(Un,i) <
1
n ≦ ε が成り立つ. 従って an,i ∈ Bd(x ; ε) だか

ら x ∈ A が成り立つため, X = A である. 故に d から定まる X の位相に関して X は可分である. □

定義 3.3 距離空間 (X, d) の任意の点列が収束する部分列をもつとき, (X, d) は点列コンパクトであるという.

例題 3.4 距離空間 (X, d) が点列コンパクトならば (X, d) は完備かつ全有界であることを示せ.

解答例 (X, d) が点列コンパクトならば, X の任意の点列 (xk)k∈N に対してその部分列 (xki)ki∈N で収束するものが
ある. (xki)ki∈N は収束するため幾何学 II 命題 1.7 によって Cauchy 列だから例題 2.5 によって (X, d) は全有界であ
る. また, (xk)k∈N が (X, d) の Cauchy列ならば仮定から (xk)k∈N は収束する部分列をもつため, 幾何学 II補題 1.9

から (xk)k∈N は収束する. 故に (X, d) は完備である. □

例題 3.5 距離空間 (X, d) が完備かつ全有界なら (X, d) が点列コンパクトであることを示せ.

解答例 (xk)k∈N を X の任意の点列とする. 例題 2.4から (xk)k∈N は Cauchy列を部分列に含み, (X, d) の Cauchy

列は収束するため, (xk)k∈N は収束する部分列をもつ. 故に (X, d) は点列コンパクトである. □

例題 3.6 距離空間 (X, d) が点列コンパクトならば距離関数 d から定まる X の位相に関して X はコンパクトである
ことを示せ.

解答例 仮定と例題 3.4 から (X, d) は全有界だから例題 3.2 によって d から定まる X の位相は可算基をもつ.

従って例題 3.1 から X =
⋃
i∈I

Ui を満たす X の開集合族 (Ui)i∈I に対して, I のたかだか可算な部分集合 J で
X =

⋃
i∈J

Ui を満たすものが存在する. J が有限集合でない場合を考えればいいので J = {i1, i2, . . . , in, . . . } とする.

An = X − (Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uin) とおき, すべての自然数 n に対して An ̸= ∅ と仮定する. このとき各 n ∈ N に
対して an ∈ An を一つずつ選んで X の点列 (an)n∈N が得られる. (X, d) は点列コンパクトだから (an)n∈N の収
束する部分列 (ank

)k∈N が存在する. lim
k→∞

ank
= p とおけば X =

∞⋃
n=1

Uin より p ∈ Uim を満たす自然数 m が存在
する. Uim は開集合だから自然数 N で条件「k ≧ N ならば ank

∈ Uim」を満たすものがある. ここで (nk)k∈N は
n1 < n2 < · · · < nk < · · · を満たす自然数の列だから nk ≧ k が任意の k ∈ N に対して成り立つため, m と N の大
きい方を l とすれば anl

∈ Uim ∩Anl
かつ nl ≧ l ≧ m が成り立つ. 後者の不等式から Anl

⊂ Am だから

Uim ∩Anl
⊂ Uim ∩Am = Uim ∩ (X − (Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uim)) = ∅

より Uim ∩ Anl
= ∅ が得られて anl

∈ Uim ∩ Anl
と矛盾が生じる. 故に An = ∅ を満たす自然数 n が存在するため,

X = Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uin となり, X はコンパクトであることがわかる. □

これまでの結果をまとめれば次の定理が得られる.

定理 3.7 距離空間 (X, d) について次の 3つの条件は同値である.

(i) 距離関数 d から定まる X の位相に関して X はコンパクトである.

(ii) (X, d) は点列コンパクトである.

(iii) (X, d) は完備かつ全有界である.

(i) ⇒ (ii) は幾何学 II定理 1.4, (ii) ⇒ (iii) は例題 3.4, (iii) ⇒ (ii) は例題 3.5, (ii) ⇒ (i) は例題 3.6で示された.

5



4 写像の微分
例題 4.1 実数を成分とする n 次対称行列 A に対して関数 f : Rn → R を f(x) = txAx で定めるとき, f の p ∈ Rn

における微分 f ′(p) を求めよ.

解答例 A は対称行列で tpA(x− p) はスカラーだから tpA(x− p) = t(tpA(x− p)) = t(x− p)Ap であり, 幾何学 II

補題 2.1から |t(x− p)A(x− p)| ≦ ∥t(x− p)∥∥A(x− p)∥ ≦ ∥t(x− p)∥∥A∥∥x− p∥ = ∥A∥∥x− p∥2 だから∣∣∣∣f(x)− f(p)− 2tpA(x− p)

∥x− p∥

∣∣∣∣ = |txAx− tpAp− 2tpA(x− p)|
∥x− p∥

=
|t(x− p)Ax− tpA(x− p)|

∥x− p∥

=
|t(x− p)Ax− t(x− p)Ap|

∥x− p∥
=

|t(x− p)A(x− p)|
∥x− p∥

≦ ∥A∥∥x− p∥

が得られる. lim
x→p

∥A∥∥x− p∥ = 0 だから上式より lim
x→p

∣∣∣∣f(x)− f(p)− 2tpA(x− p)

∥x− p∥

∣∣∣∣ = 0 が成り立つ.

故に lim
x→p

f(x)− f(p)− 2tpA(x− p)

∥x− p∥
= 0 が成り立つため, 微分の定義から f ′(p) = 2tpA である. □

例題 4.2 X をRn の開集合とし,写像 f, g : X → Rm はともに p ∈ X で微分可能であるとする. F (x) = f(x)+g(x)

で定義される写像 F : X → Rm の p ∈ X における微分 F ′(p) は F ′(p) = f ′(p) + g′(p) で与えられることを示せ.

解答例 仮定から lim
x→p

f(x)− (f(p) + f ′(p)(x− p))

∥x− p∥
= lim

x→p

g(x)− (g(p) + g′(p)(x− p))

∥x− p∥
= 0 が成り立つため,

lim
x→p

F (x)− (F (p) + (f ′(p) + g′(p))(x− p))

∥x− p∥
= lim

x→p

f(x) + g(x)− (f(p) + g(p) + (f ′(p) + g′(p))(x− p))

∥x− p∥

= lim
x→p

f(x)− (f(p) + f ′(p)(x− p)) + g(x)− (g(p) + g′(p)(x− p))

∥x− p∥

= lim
x→p

f(x)− (f(p) + f ′(p)(x− p))

∥x− p∥
+ lim

x→p

g(x)− (g(p) + g′(p)(x− p))

∥x− p∥
= 0

である. 従って微分の定義から F ′(p) = f ′(p) + g′(p) である. □

例題 4.3 X を Rn の開集合とし, 写像 f : X → Rm, φ : X → R はともに p ∈ X で微分可能であるとする.

F (x) = φ(x)f(x) で定義される写像 F : X → Rm の p ∈ X における微分 F ′(p) は F ′(p) = f(p)φ′(p) +φ(p)f ′(p)

で与えられることを示せ.

解答例 εf,p : X → Rm, εφ,p : X → R を以下で定めれば, 仮定から lim
x→p

εf,p(x) = 0, lim
x→p

εφ,p(x) = 0 である.

εf,p(x) =


f(x)− (f(p) + f ′(p)(x− p))

∥x− p∥
x ̸= p

0 x = p
εφ,p(x) =


φ(x)− (φ(p) + φ′(p)(x− p))

∥x− p∥
x ̸= p

0 x = p

このとき f(x) = f(p) + f ′(p)(x − p) + ∥x − p∥εf,p(x), φ(x) = φ(p) + φ′(p)(x − p) + ∥x − p∥εφ,p(x) が任意の
x ∈ X に対して成り立つため, φ′(p)(x− p) がスカラーであることに注意すれば, 次の等式が得られる.

F (x)− F (p) = φ(x)f(x)− φ(p)f(p) = (φ(x)− φ(p))f(x) + φ(p)(f(x)− f(p))

= (φ′(p)(x− p) + ∥x− p∥εφ,p(x))f(x) + φ(p)(f ′(p)(x− p) + ∥x− p∥εf,p(x))
= φ′(p)(x− p)f(x) + ∥x− p∥εφ,p(x)f(x) + φ(p)f ′(p)(x− p) + φ(p)∥x− p∥εf,p(x)
= f(x)φ′(p)(x− p) + ∥x− p∥εφ,p(x)f(x) + φ(p)f ′(p)(x− p) + ∥x− p∥φ(p)εf,p(x)
= (f(x)φ′(p) + φ(p)f ′(p))(x− p) + ∥x− p∥(εφ,p(x)f(x) + φ(p)εf,p(x))
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従って次の等式が得られる.

F (x)− (F (p) + (f(p)φ′(p) + φ(p)f ′(p))(x− p))

∥x− p∥
=

(f(x)− f(p))φ′(p)(x− p)

∥x− p∥
+ εφ,p(x)f(x) + φ(p)εf,p(x)

=
(f ′(p)(x− p) + ∥x− p∥εf,p(x))φ′(p)(x− p)

∥x− p∥
+ εφ,p(x)f(x) + φ(p)εf,p(x)

=
f ′(p)(x− p)φ′(p)(x− p)

∥x− p∥
+ εφ,p(x)f(x) + (φ(p) + φ′(p)(x− p))εf,p(x) · · · (∗)

幾何学 II補題 2.1から ∥f ′(p)(x− p)∥ ≦ ∥f ′(p)∥∥x− p∥, |φ′(p)(x− p)| ≦ ∥φ′(p)∥∥x− p∥ だから∥∥∥∥f ′(p)(x− p)φ′(p)(x− p)

∥x− p∥

∥∥∥∥ ≦ ∥φ′(p)∥∥f ′(p)∥∥x− p∥2

∥x− p∥
= ∥φ′(p)∥∥f ′(p)∥∥x− p∥

が成り立つため lim
x→p

f ′(p)(x− p)φ′(p)(x− p)

∥x− p∥
= 0 である. また, lim

x→p
εf,p(x) = 0, lim

x→p
εφ,p(x) = 0 だから (∗) よ

り lim
x→p

F (x)− (F (p) + (f(p)φ′(p) + φ(p)f ′(p))(x− p))

∥x− p∥
= 0 だから F ′(p) = f(p)φ′(p) + φ(p)f ′(p) である. □

例題 4.4 m, n を 0以上の整数, r を正の実数とし, f : R2 → R を次で定義される関数とする.

f( xy ) =


xmyn

(x2 + y2)r
( xy ) ̸= ( 00 )

0 ( xy ) = ( 00 )

f が原点で微分可能であるためには m+ n > 2r + 1 が成り立つことが必要十分条件であることを示せ.

解答例 f( t0 ) =

 0 n > 0

tm−2r n = 0
より ∂f

∂x
( 00 ) = lim

t→0

f( t0 )− f( 00 )

t
=


0 n > 0またはm > 2r + 1

1 n = 0かつm = 2r + 1

∞ n = 0かつm < 2r + 1

であり,

f( 0t ) =

 0 m > 0

tn−2r m = 0
より ∂f

∂y
( 00 ) = lim

t→0

f( 0t )− f( 00 )

t
=


0 m > 0または n > 2r + 1

1 m = 0かつ n = 2r + 1

∞ m = 0かつ n < 2r + 1

が成り立つ.

f が原点で微分可能ならば, 幾何学 II命題 2.9より f ′( 00 ) =
(
∂f
∂x (

0
0 )

∂f
∂y (

0
0 )
) が成り立ち, 幾何学 II命題 2.7より f

は原点において ( 11 ) 方向に微分可能だから lim
t→0

f( tt )− f( 00 )

t
= f ′( 00 ) (

1
1 ) =

∂f

∂x
( 00 )+

∂f

∂y
( 00 ) が成り立つ. 一方 t ̸= 0

ならば f( tt )− f( 00 )

t
=
tm+n−2r−1

2r
だから, m+ n = 2r + 1 ならば lim

t→0

f( tt )− f( 00 )

t
=

1

2r
であり, m+ n < 2r + 1

ならば lim
t→0

f( tt )− f( 00 )

t
= ∞ である. 前者の場合は 0 < lim

t→0

f( tt )− f( 00 )

t
< 1 であるが,

∂f

∂x
( 00 ) と

∂f

∂y
( 00 ) が存在

する場合, これらの値は 0 または 1 だから lim
t→0

f( tt )− f( 00 )

t
̸= ∂f

∂x
( 00 ) +

∂f

∂y
( 00 ) である. 後者の場合, f は原点にお

いて ( 11 ) 方向に微分不可能である. 以上から, m+ n ≦ 2r + 1 ならば f は原点で微分不可能である.

m + n > 2r + 1 とする. x = ( xy ) ̸= ( 00 ) に対して |x|m =
(√
x2
)m ≦ ∥x∥m, |y|n =

(√
y2
)n ≦ ∥x∥n だから∣∣∣∣f(x)− (f(0) + ( 0 0 )x)

∥x∥

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣ xmyn

(x2 + y2)r+
1
2

∣∣∣∣ = |x|m|y|n

∥x∥2r+1
≦ ∥x∥m+n−2r−1 であり, lim

x→0
∥x∥m+n−2r−1 = 0 だから,

上の不等式から lim
x→0

f(x)− (f(0) + ( 0 0 )x)

∥x∥
= 0 が成り立つ. 故に f は原点で微分可能で, f ′(0) = ( 0 0 ) である. □
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5 偏微分
例題 5.1 U を Rn の開集合, a < b とし, 連続関数 f : U × [a, b] → R に対して F (x) =

∫ b

a

f(x, t) dt によって関数
F : U → R を定義すれば F は連続関数であることを示せ.

解答例 U は開集合だから p ∈ U に対し, Bn(p ; 2r) ⊂ U となる r > 0 がある. B̄n(p ; r) = {x ∈ Rn | ∥x− p∥ ≦ r}
とおけば B̄n(p ; r) ⊂ Bn(p ; 2r) より B̄n(p ; r) は U に含まれ, 有界閉集合だから幾何学 I定理 11.19からコンパクト
である. また幾何学 I定理 11.3から [a, b] もコンパクトだから幾何学 I定理 11.6によって B̄n(p ; r) × [a, b] もコンパ
クトである. 従って幾何学 I定理 12.10により f の定義域を B̄n(p ; r)× [a, b] に制限して得られる関数は一様連続であ
るため, 任意の ε > 0 に対して δ > 0 で条件

「x,y ∈ B̄n(p ; r), u, v ∈ [a, b] かつ ∥x− y∥2 + |u− v|2 < δ2 ならば |f(x, u)− f(y, v)| < ε

2(b− a)
.」

を満たすものがある. 故に ∥x− p∥ < min{δ, r} ならば

|F (x)− F (p)| =
∣∣∣∣∫ b

a

f(x, t) dt−
∫ b

a

f(p, t) dt

∣∣∣∣ ≦ ∫ b

a

|f(x, t)− f(p, t)| dt ≦
∫ b

a

ε

2(b− a)
dt =

ε

2
< ε

が成り立つため, F は p で連続である. □

例題 5.2 U を Rn の開集合, a < b とする. 関数 f : U × [a, b] → R は連続で, i 番目 (1 ≦ i ≦ n)の変数に関して偏
微分可能かつ偏導関数 ∂f

∂xi
: U × [a, b] → R は連続であるとする. 関数 F : U → R を F (x) =

∫ b

a

f(x, t) dt で定義

すれば F は i 番目の変数に関して偏微分可能で,
∂F

∂xi
(p) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(p, t) dt が成り立つことを示せ.

解答例 平均値の定理から f(x+ hei, t)− f(x, t) = h
∂f

∂xi
(x+ θhei, t) を満たす 0 < θ < 1 があるため,

F (x+ hei)− F (x)

h
=

1

h

(∫ b

a

f(x+ hei, t) dt−
∫ b

a

f(x, t) dt

)
=

1

h

(∫ b

a

(f(x+ hei, t)− f(x, t)) dt

)
=

∫ b

a

∂f

∂xi
(x+ θhei, t) dt · · · (∗)

が成り立つ. U は開集合だから p ∈ U に対し, B̄n(p ; r) を例題 5.1の解答例と同様に選べば, 仮定から ∂f

∂xi
の定義域

を B̄n(p ; r)× [a, b] に制限して得られる関数は一様連続である. 故に任意の ε > 0 に対して δ > 0 で条件
「x,y ∈ B̄n(p ; r), u, v ∈ [a, b] かつ ∥x− y∥2 + |u− v|2 < δ2 ならば

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x, u)− ∂f

∂xi
(y, v)

∣∣∣∣ < ε

2(b− a)
.」

を満たすものがある. 従って |h| < δ ならば (∗) から次の不等式が成り立つ.∣∣∣∣F (x+ hei)− F (x)

h
−
∫ b

a

∂f

∂xi
(x, t) dt

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫ b

a

(
∂f

∂xi
(x+ θhei, t)−

∂f

∂xi
(x, t)

)
dt

∣∣∣∣
≦
∫ b

a

∣∣∣∣ ∂f∂xi (x+ θhei, t)−
∂f

∂xi
(x, t)

∣∣∣∣ dt ≦ ∫ b

a

ε

2(b− a)
dt =

ε

2
< ε

故に ∂F

∂xi
(p) =

∫ b

a

∂f

∂xi
(p, t) dt が成り立つ. □

注意 5.3 例題 5.2の仮定がすべての i = 1, 2, . . . , nに対して満たされるとき, 例題 5.1と例題 5.2から ∂F

∂xi
は連続だか

ら F はC1級関数である. すべての s = 1, 2, . . . , rと 1 ≦ i1, i2, . . . , is ≦ nに対して ∂sf

∂xi1∂xi2 · · · ∂xis
: U×[a, b] → R

が存在して連続ならば F は Cr 級関数であることが, r による数学的帰納法で示される.

8



例題 5.4 C1 級関数 g, h : R2 → R に対して f : R2 → R を f(x, y) =

∫ x

0

g(s, 0) ds+

∫ y

0

h(x, t) dt で定める.

(1)
∂f

∂x
= g ならば ∂h

∂x
=
∂g

∂y
であることを示せ.

(2)
∂h

∂x
=
∂g

∂y
ならば ∂f

∂x
= g,

∂f

∂y
= h が成り立つことを示せ.

解答例 (1) 微分積分学の基本定理と例題 5.2 から ∂f

∂x
(x, y) = g(x, 0) +

∫ y

0

∂h

∂x
(x, t) dt だから,

∂f

∂x
= g ならば∫ y

0

∂h

∂x
(x, t) dt = g(x, y)− g(x, 0) が成り立つ. この両辺を y で偏微分すれば ∂h

∂x
=
∂g

∂y
が得られる.

(2) 1番目の変数を固定して g を 2番目の変数に関する 1変数関数とみなしたとき, g は ∂g

∂y
の原始関数であことに

注意すれば微分積分学の基本定理と例題 5.2 および仮定から, 次の等式が成り立つ.

∂f

∂x
(x, y) = g(x, 0) +

∫ y

0

∂h

∂x
(x, t) dt = g(x, 0) +

∫ y

0

∂g

∂y
(x, t) dt = g(x, 0) + g(x, y)− g(x, 0) = g(x, y)

∫ x

0

g(s, 0) ds は 2番目の変数に関しては定数値関数だから, 微分積分学の基本定理より ∂f

∂y
= h である. □

例題 5.5 I1, I2, . . . , In を開区間として, X = I1 × I2 × · · · × In とおく. X で定義された Cr 級関数 (r ≧ 1) f と
p = (p1, p2, . . . , pn) ∈ X に対し, X で定義された Cr−1 級関数 f1, f2, . . . , fn で, 任意の x = (x1, x2, . . . , xn) ∈ X

に対して次の等式を満たすものがあることを示せ.

f(x) = f(p) +

n∑
i=1

(xi − pi)fi(x)

解答例 i = 0, 1, . . . , nに対して xi = (x1, . . . , xi, pi+1, . . . , pn)とおくと X の形状から xi ∈ X である. i = 1, 2, . . . , n

に対して関数 gi : [0, 1] → Rを gi(t) = f(xi−1+t(xi−xi−1))で定める. i = 1, 2, . . . , nならば xi−xi−1 = (xi−pi)ei
だから, 合成写像の微分法により g′i(t) = (xi − pi)

∂f

∂xi
(xi−1 + t(xi − xi−1)) である. 従って, 微分積分学の基本定理か

ら次の等式が得られる.

f(xi)− f(xi−1) = gi(1)− gi(0) =

∫ 1

0

g′i(t) dt = (xi − pi)

∫ 1

0

∂f

∂xi
(xi−1 + t(xi − xi−1)) dt

fi(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xi
(xi−1 + t(xi − xi−1)) dt で関数 fi : X → R を定義すれば,

∂f

∂xi
が Cr−1 級関数であることと例題

5.1, 例題 5.2から fi は Cr−1 級関数であり, f(x) = f(p) +
n∑
i=1

(f(xi)− f(xi−1)) = f(p) +
n∑
i=1

(xi − pi)fi(x) が成り
立つ. □
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6 常微分方程式の解の存在定理
例題 6.1 0以上の整数 n に対して関数 fn を帰納的に f0(t) = 1, fn+1(t) = 1 +

∫ t

0

fn(s)
2 ds で定める.

(1) n = 1, 2, 3 に対して fn(t) を求めよ.

(2) fn(t)− (1 + t+ t2 + · · ·+ tn) は tn+1 で割り切れる t の多項式であることを示せ.

(3) fn(t) は 2n − 1 次の t の多項式であることを示せ.

(4) fn(t) の tk の係数を cn,k とおけば 0 ≦ cn,k ≦ 1 であることを示せ.

(5) |t| < 1 のとき lim
n→∞

fn(t) =
1

1− t
であることを示せ.

解答例 (1) f1(t) = 1 + t, f2(t) = 1 + t+ t2 +
1

3
t3, f3(t) = 1 + t+ t2 + t3 +

2

3
t4 +

1

3
t5 +

1

9
t6 +

1

63
t7

(2) n による数学的帰納法で主張を示す. n = 0 のときは主張は明らかに成り立つ. fn−1(t)− (1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1)

は tn で割り切れる t の多項式であると仮定すれば, fn−1(t)− (1 + t+ t2 + · · ·+ tn−1) = tngn−1(t) を満たす t の多
項式 gn−1(t) がある. t の多項式

∫ t

0

fn−1(s)
2 ds の n次以下の項は fn−1(s)

2 の n − 1次以下の項を積分して得られ,

fn−1(s)
2 = (1 + s+ s2 + · · ·+ sn−1)2 + 2sngn−1(s)(1 + s+ s2 + · · ·+ sn−1) + s2ngn−1(s)

2 より fn−1(s)
2 の n− 1

次以下の項は (1 + s+ s2 + · · ·+ sn−1)2 の n− 1次以下の項に等しい.

(1 + s+ s2 + · · ·+ sn−1)2 =
∑

0≦i,j≦n−1

si+j =

2n−2∑
k=0

∑
0≦i,j≦n−1,i+j=k

si+j =

n−1∑
k=0

(k + 1)sk +

2n−2∑
k=n

(2n− 1− k)sk

だから fn−1(s)
2 の n− 1次以下の項は

n−1∑
k=0

(k + 1)sk である. 従って fn(t) = 1 +

∫ t

0

fn−1(s)
2 ds の n次以下の項は

n∑
k=0

tk となるため, fn(t)− (1 + t+ t2 + · · ·+ tn) は tn+1 で割り切れる.

(3) fn(t) の次数を dn, t
dn の係数を c とすれば c ̸= 0 である. fn(t)

2 は 2dn 次の多項式で, t2dn の係数は c2 だから,

fn+1(t) の t2dn+1 の係数は c2

2dn + 1
̸= 0 である. 従って fn+1(t) は 2dn + 1 次の多項式だから dn+1 = 2dn + 1 が成

り立つ. この漸化式と d0 = 0 から dn = 2n − 1 が得られる.

(4) k ≧ 2n ならば cn,k = 0 とすれば fn(t) =
∑
k≧0

cn,kt
k より fn(t)

2 =
∑
i,j≧0

cn,icn,jt
i+j =

∑
k≧0

( ∑
i+j=k

cn,icn,j

)
tk であ

る. 従って ∑
k≧0

cn+1,kt
k = 1 +

∑
k≧0

1

k + 1

( ∑
i+j=k

cn,icn,j

)
tk+1 だから, この両辺の tk の係数を比較すれば cn+1,0 = 1,

k ≧ 1 ならば cn+1,k =
1

k

∑
i+j=k−1

cn,icn,j が得られる. f0(t) = 1 より c0,0 = 1, k ≧ 1 ならば c0,k = 0 である.

0 ≦ cn,k ≦ 1 がすべての k ≧ 0 に対して成り立つと仮定すれば, 0 ≦ cn,icn,j ≦ 1 だから 0 ≦
∑

i+j=k−1

cn,icn,j ≦ k で
ある. 故に上で得た式から 0 ≦ cn+1,k ≦ 1 となるため, 数学的帰納法によって主張が示された.

(5) (2)と (4)の結果から |t| < 1 ならば次の不等式が成り立つ.

|fn(t)− (1 + t+ t2 + · · ·+ tn)| =
∣∣∣∣ ∑
k≧n+1

cn,kt
k

∣∣∣∣ ≦ ∑
k≧n+1

cn,k|t|k ≦
∑

k≧n+1

|t|k =
|t|n+1

1− |t|

故に三角不等式から次の不等式が得られる.∣∣∣∣fn(t)− 1

1− t

∣∣∣∣ ≦ |fn(t)− (1 + t+ t2 + · · ·+ tn)|+
∣∣∣∣(1 + t+ t2 + · · ·+ tn)− 1

1− t

∣∣∣∣
≦ |t|n+1

1− |t|
+

∣∣∣∣1− tn+1

1− t
− 1

1− t

∣∣∣∣ = |t|n+1

1− |t|
+

|t|n+1

1− t

|t| < 1 ならば lim
n→∞

(
|t|n+1

1− |t|
+

|t|n+1

1− t

)
= 0 だから, 上の不等式から lim

n→∞
fn(t) =

1

1− t
である. □
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例題 6.2 実数を成分とする n次正方行列 A と b,x0 ∈ Rn に対し, f0(t) = x0, fk(t) = x0 +

∫ t

0

(Afk−1(s) + b) ds

によって写像 fk : R → Rn を帰納的に定義する.

(1) fk(t) =

(
En + tA+ · · ·+ ti

i!
Ai + · · ·+ tk

k!
Ak
)
x0 +

(
tEn +

t2

2
A+ · · ·+ ti

i!
Ai−1 + · · ·+ tk

k!
Ak−1

)
b を示せ.

(2) 任意の t ∈ R に対して Rn の点列 (fk(t))k≧0 は収束することを示せ.

(3) f(t) = lim
k→∞

fk(t) によって写像 f : R → Rn を定めれば f ′(t) = Af(t) + b が成り立つことを示せ.

解答例 (1) f0(t) = x0 = Enx0 であり, 帰納的に fk(t) =

(
k∑
i=0

ti

i!
Ai
)
x0 +

(
k∑
i=1

ti

i!
Ai−1

)
b が成り立つと仮定する. †∫ t

0

si

i!
Ai+1x0 ds =

ti+1

(i+ 1)!
Ai+1x0,

∫ t

0

si

i!
Aib ds =

ti+1

(i+ 1)!
Aib だから fk+1(t) = x0 +

∫ t

0

(Afk(s) + b) ds の右辺は

x0 +

k∑
i=0

ti+1

(i+ 1)!
Ai+1x0 +

k∑
i=1

ti+1

(i+ 1)!
Aib+ tb =

(k+1∑
i=0

ti

i!
Ai
)
x0 +

(k+1∑
i=1

ti

i!
Ai−1

)
b

に等しい. 故に数学的帰納法によって主張が示される.

(2) Rn は完備だから (fk(t))k≧0 が Cauchy 列であることを示せばよい. 幾何学 II 補題 2.1 を繰り返し用いると
∥Ajx∥ = ∥AAj−1x∥ ≦ ∥A∥∥Aj−1x∥ ≦ · · · ≦ ∥A∥j∥x∥ が得られ, さらに K = ∥A∥ + 1 とおけば ∥A∥i ≦ Ki,

∥A∥i−1 ≦ Ki−1 ≦ Ki だから (1)と三角不等式から

∥fk+l(t)− fk(t)∥ =

∥∥∥∥∥
k+l∑
i=k+1

(
ti

i!
Aix0 +

ti

i!
Ai−1b

)∥∥∥∥∥ ≦
k+l∑
i=k+1

(
|t|i

i!
∥Aix0∥+

|t|i

i!
∥Ai−1b∥

)

≦
k+l∑
i=k+1

(
|t|i

i!
∥A∥i∥x0∥+

|t|i

i!
∥A∥i−1∥b∥

)
≦

k+l∑
i=k+1

|tK|i

i!
(∥x0∥+ |b∥) · · · (∗)

が成り立つ. m ≧ 2|tK| を満たす自然数 m を選べば, i ≧ m に対し,

|tK|i

i!
=

|tK|m−1

(m− 1)!

|tK|
m

|tK|
m+ 1

· · · |tK|
i

≦ |tK|m−1

(m− 1)!

(
|tK|
m

)i−m+1

≦ |tK|m−1

(m− 1)!

1

2i−m+1

だから, L = ∥x0∥+ ∥b∥ とおくと k ≧ m− 1 ならば (∗) より次の不等式が成り立つ.

∥fk+l(t)− fk(t)∥ ≦
k+l∑
i=k+1

|tK|m−1

(m− 1)!

L

2i−m+1
=

|tK|m−1L

2k−m+1(m− 1)!

(
1− 1

2l

)
≦ |tK|m−1L

2k−m+1(m− 1)!

lim
k→∞

|tK|m−1L

2k−m+1(m− 1)!
= 0 だから, 上の不等式から (fk(t))k≧0 は Cauchy列である.

(3) ∥Aix0 + Ai−1b∥ ≦ ∥Aix0∥ + ∥Ai−1b∥ ≦ ∥A∥i∥x0∥ + ∥A∥i−1∥b∥ ≦ Ki∥x0∥ +Ki∥b∥ = KiL に注意すれば
t, h ∈ R に対して次の不等式が成り立つ.∥∥∥∥fk(t+ h)− fk(t)

h
− (Afk−1(t) + b)

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k∑
i=2

(
1

i(i− 1)

i−2∑
j=0

tjhi−j−1

j!(i− j − 2)!

)
(Aix0 +Ai−1b)

∥∥∥∥∥
≦ |h|L

k∑
i=2

(
i−2∑
j=0

|t|j |h|i−j−2

j!(i− j − 2)!

)
Ki = |h|K2L

k∑
i=2

(K(|t|+ |h|))i−2

(i− 2)!
≦ |h|K2LeK(|t|+|h|)

上の不等式で k → ∞ とすれば
∥∥∥∥f(t+ h)− f(t)

h
− (Af(t) + b)

∥∥∥∥ ≦ |h|K2LeK(|t|+|h|) が得られ, h → 0 のとき, この
右辺は 0に近づくため, f ′(t) = Af(t) + b が成り立つ. □
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7 陰関数定理
例題 7.1 X, U をそれぞれ Rl, Rn ×Rm の開集合とする. C1 級写像 f : X → Rn, g : X → Rm と F : U → Rk

が与えられており, すべての x ∈ X に対して
(
f(x)
g(x)

)
∈ U が成り立つとき, 写像 φ : X → Rk を φ(x) = F

(
f(x)
g(x)

)
で

定める. φ の x ∈ X における微分 φ′(x) は φ′(x) = D1F
(
f(x)
g(x)

)
f ′(x)+D2F

(
f(x)
g(x)

)
g′(x) で与えられることを示せ.

解答例 写像 h : X → U を h(x) =
(
f(x)
g(x)

)
で定義すれば, φ = F ◦ h である. 幾何学 II 命題 2.10 の (1) から

h′(x) =

(
f ′(x)

g′(x)

)
であり, F ′ ( xy ) =

(
D1F ( xy ) D2F ( xy )

)
, だから, 合成写像の微分法から次の等式が得られる.

φ′(x) = F ′(h(x))h′(x) =
(
D1F

(
f(x)
g(x)

)
D2F

(
f(x)
g(x)

))(f ′(x)
g′(x)

)
= D1F

(
f(x)
g(x)

)
f ′(x) +D2F

(
f(x)
g(x)

)
g′(x) □

U を Rn ×R の開集合とし, F : U → R を C2 級関数とする. ( x0
y0 ) ∈ U は F ( x0

y0 ) = 0 を満たし,
∂F

∂xn+1
( x0
y0 ) ̸= 0

ならば, 陰関数定理により x0 を含む Rn の開集合 U0 と C2 級関数 f : U0 → R で, f(x0) = y0 かつ, すべての
x ∈ U0 に対して

( x
f(x)

)
∈ U かつ ∂F

∂xn+1

( x
f(x)

)
̸= 0 であり, F

( x
f(x)

)
= 0 を満たすものがある. さらに x ∈ U0 と

j = 1, 2, . . . , n に対し ∂f

∂xj
(x) = −

∂F
∂xj

( x
f(x)

)
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) が成り立つ.

例題 7.2 上の設定の下で ∂2f

∂xi∂xj
(x) (i, j = 1, 2, . . . , n)は次で与えられることを示せ.

(
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

))−3(
∂F

∂xi

( x
f(x)

) ∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) ∂2F

∂xj∂xn+1

( x
f(x)

)
+
∂F

∂xj

( x
f(x)

) ∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) ∂2F

∂xi∂xn+1

( x
f(x)

)
− ∂F

∂xi

( x
f(x)

) ∂F
∂xj

( x
f(x)

) ∂2F

∂x2n+1

( x
f(x)

)
−
(

∂F

∂xn+1

( x
f(x)

))2 ∂2F

∂xi∂xj

( x
f(x)

))
とくに n = 1 の場合は次の等式が成り立つ.

f ′′(x) =

(
∂F

∂y

( x
f(x)

))−3(
2
∂F

∂x

( x
f(x)

)∂F
∂y

( x
f(x)

) ∂2F
∂x∂y

( x
f(x)

)
−
(
∂F

∂x

( x
f(x)

))2 ∂2F
∂y2

( x
f(x)

)
−
(
∂F

∂y

( x
f(x)

))2 ∂2F
∂x2

( x
f(x)

))
解答例 ψj : U0 → Rを ψj(x) =

∂F

∂xj

( x
f(x)

)で定めれば,例題 7.1より ψ′
j(x) = D1

∂F

∂xj

( x
f(x)

)
+D2

∂F

∂xj

( x
f(x)

)
f ′(x)

だから, この両辺の (1, i)成分を比較すれば次の等式が得られる.

∂ψj
∂xi

(x) =
∂2F

∂xi∂xj

( x
f(x)

)
+

∂2F

∂xj∂xn+1

( x
f(x)

) ∂f
∂xi

(x)

∂f

∂xj
(x) = −

∂F
∂xj

( x
f(x)

)
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) = − ψj(x)

ψn+1(x)
の両辺を xi で偏微分すれば, 上の等式から

∂2f

∂xi∂xj
(x) = −

∂ψj

∂xi
(x)ψn+1(x)− ψj(x)

∂ψn+1

∂xi
(x)

(ψn+1(x))2

=

∂F
∂xj

( x
f(x)

)(
∂2F

∂xi∂xn+1

( x
f(x)

)
+ ∂2F
∂x2

n+1

( x
f(x)

)
∂f
∂xi

(x)
)
−
(

∂2F
∂xi∂xj

( x
f(x)

)
+ ∂2F
∂xj∂xn+1

( x
f(x)

)
∂f
∂xi

(x)
)

∂F
∂xn+1

( x
f(x)

)
(

∂F
∂xn+1

( x
f(x)

))2
が得られる. さらに,

∂f

∂xi
(x) = −

∂F
∂xi

( x
f(x)

)
∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) だから, これを上式に代入して, 分母と分子に ∂F

∂xn+1

( x
f(x)

) をかけれ
ば, 結果が得られる. □
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注意 7.3 p ∈ U と j = 1, 2, . . . , n に対し ∂f

∂xj
(p) = 0 が成り立つとき, 例題 7.2 の上の等式から ∂F

∂xj

( p
f(p)

)
=

− ∂F

∂xn+1

( p
f(p)

) ∂f
∂xj

(p) = 0 だから,
∂2f

∂xi∂xj
(p) = −

∂2F
∂xi∂xj

( p
f(p)

)
∂F

∂xn+1

( p
f(p)

) が成り立つ.

例題 7.4 a, b, c を実数の定数とし, c ̸= 0 とする. z を x, y の関数とみなしたとき, 方程式

ab(a+ b)z3 − (a2x+ 2ab(x+ y) + b2y − ab)z2 + (ax2 + 2(a+ b)xy + by2 − ax− by + c)z − x2y − xy2 + xy = 0

で与えられる陰関数の極値を求めよ.

解答例 関数 F : R3 → R を次のように定義する.

F
(
x
y
z

)
= ab(a+ b)z3 − (a2x+2ab(x+ y) + b2y− ab)z2 + (ax2 +2(a+ b)xy+ by2 − ax− by+ c)z− x2y− xy2 + xy

このとき ∂F

∂x

(
x
y
z

)
= −(y − az)(2x + y − (a + 2b)z − 1),

∂F

∂y

(
x
y
z

)
= −(x − bz)(x + 2y − (2a + b)z − 1) だから

∂F

∂x

(
x
y
z

)
=
∂F

∂y

(
x
y
z

)
= 0 ならば

x = bz

y = az
,

x = bz + 1

y = az
,

x = bz

y = az + 1
,

x = bz + 1
3

y = az + 1
3

のいずれかが成り立つ.

ここで, F
(
bz
az
z

)
= F

(
bz+1
az
z

)
= F

(
bz

az+1
z

)
= cz, F

(
bz+ 1

3

az+ 1
3

z

)
= cz +

1

27
だから F

(
x
y
z

)
=
∂F

∂x

(
x
y
z

)
=
∂F

∂y

(
x
y
z

)
= 0 を

満たすR3 の点は
(

0
0
0

)
,
(

1
0
0

)
,
(

0
1
0

)
,

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

)
の 4つである. また,

∂F

∂z

(
x
y
z

)
= 3ab(a+ b)z2 − 2a(a+ 2b)xz − 2b(2a+ b)yz + 2abz + ax2 + 2(a+ b)xy + by2 − ax− by + c

だから ∂F

∂z

(
0
0
0

)
=

∂F

∂z

(
1
0
0

)
=

∂F

∂z

(
0
1
0

)
=

∂F

∂z

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

)
= c ̸= 0 である. 従って, 陰関数定理から ( 00 ) の近

傍で定義された関数 f1 で f1( 00 ) = 0 を満たすもの, ( 10 ) の近傍で定義された関数 f2 で f2( 10 ) = 0 を満たす
もの, ( 01 ) の近傍で定義された関数 f3 で f3( 01 ) = 0 を満たすもの,

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

)
の近傍で定義された関数 f4 で

f4

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

)
= − 1

27c
を満たすものが存在する. 従って q1 = ( 00 ), q2 = ( 10 ), q3 = ( 01 ), q4 =

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

)
とおけば注意

7.3 より ∂2fi
∂x2

(qi) = −
∂2F
∂x2

( qi

fi(qi)

)
∂F
∂z

( qi

fi(qi)

) ,
∂2fi
∂y2

(qi) = −
∂2F
∂y2

( qi

fi(qi)

)
∂F
∂z

( qi

fi(qi)

) ,
∂2fi
∂x∂y

(qi) = −
∂2F
∂x∂y

( qi

fi(qi)

)
∂F
∂z

( qi

fi(qi)

) が i = 1, 2, 3, 4 に対し

て成り立つため H
(
x
y
z

)
=
∂2F

∂x2

(
x
y
z

) ∂2F
∂y2

(
x
y
z

)
−
(
∂2F

∂x∂y

(
x
y
z

))2
, hi(x) =

∂2fi
∂x2

(x)
∂2fi
∂y2

(x) −
(
∂2fi
∂x∂y

(x)

)2
とおけば

i = 1, 2, 3, 4 に対して hi(qi) =

(
∂F

∂z

(
qi

fi(qi)

))−2

H
(

qi

fi(qi)

)
が成り立つ.

ここで ∂2F

∂x2

(
x
y
z

)
= 2az − 2y,

∂2F

∂y2

(
x
y
z

)
= 2bz − 2x,

∂2F

∂x∂y

(
x
y
z

)
= 2(a + b)z − 2x − 2y + 1 であることから

H
(

0
0
0

)
= H

(
1
0
0

)
= H

(
0
1
0

)
= −1, H

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

)
=

1

3
となるため h1( 00 ) =

(
∂F

∂z

(
0
0
0

))−2

H
(

0
0
0

)
= − 1

c2
< 0,

h2( 10 ) =

(
∂F

∂z

(
1
0
0

))−2

H
(

1
0
0

)
= − 1

c2
< 0, h3( 01 ) =

(
∂F

∂z

(
0
1
0

))−2

H
(

0
1
0

)
= − 1

c2
< 0 だから f1, f2, f3 は

それぞれ ( 00 ), ( 10 ), ( 01 ) で極値をとらない. h4

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

)
=

(
∂F

∂z

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

))−2

H

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

)
=

1

3c2
> 0 かつ

∂2f4
∂x2

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

)
= −

(
∂F

∂z

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

))−1
∂2F

∂x2

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

− 1
27c

)
= −2

3
< 0 より f4 は

(
1
3−

b
27c

1
3−

a
27c

)
で極大値 − 1

27c
をとる. □
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8 条件付き極値
X を R2 の開集合とし, F,φ : X → R は C2 級関数で, p = ( pq ) ∈ X は F (p) = 0 かつ ∂F

∂y
(p) ̸= 0 を満たすとす

る. このとき, 陰関数定理により p を含む開区間 U と C2 級関数 f : U → R で, f(p) = q であり, 各 x ∈ U に対し
て ( x

f(x)

)
∈ X かつ F

( x
f(x)

)
= 0 を満たすものがある. また,

∂F

∂y
(p) ̸= 0 と ∂F

∂y
, f の連続性から各 x ∈ U に対して

∂F

∂y

( x
f(x)

)
̸= 0 であるように U をとっておく.

例題 8.1 上記の設定のもとで, 関数 ψ : U → R を ψ(x) = φ
( x
f(x)

) で定めるとき, 次の等式が成り立つことを示せ.

ψ′′(x) =
∂2φ

∂x2
( x
f(x)

)
− 2

∂2φ

∂x∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−1
∂F

∂x

( x
f(x)

)
+
∂2φ

∂y2
( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−2(
∂F

∂x

( x
f(x)

))2
− ∂φ

∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−1
∂2F

∂x2
( x
f(x)

)
+ 2

∂φ

∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−2
∂F

∂x

( x
f(x)

) ∂2F
∂x∂y

( x
f(x)

)
− ∂φ

∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−3(
∂F

∂x

( x
f(x)

))2 ∂2F
∂y2

( x
f(x)

)
解答例 関数 ξ1, ξ2 : U → R を ξ1(x) =

∂φ

∂x

( x
f(x)

)
, ξ2(x) =

∂φ

∂y

( x
f(x)

) で定義すれば, 合成写像の微分法から

ψ′(x) =
∂φ

∂x

( x
f(x)

)
+
∂φ

∂y

( x
f(x)

)
f ′(x) = ξ1(x) + ξ2(x)f

′(x) · · · (i)

ξ′1(x) =
∂2φ

∂x2
( x
f(x)

)
+

∂2φ

∂x∂y

( x
f(x)

)
f ′(x) · · · (ii) ξ′2(x) =

∂2φ

∂x∂y

( x
f(x)

)
+
∂2φ

∂y2
( x
f(x)

)
f ′(x) · · · (iii)

が得られる. 幾何学 II系 5.3から f ′(x) = −
(
∂F

∂y

( x
f(x)

))−1
∂F

∂x

( x
f(x)

) であり, 例題 7.2から

f ′′(x) =

(
∂F

∂y

( x
f(x)

))−3(
2
∂F

∂x

( x
f(x)

)∂F
∂y

( x
f(x)

) ∂2F
∂x∂y

( x
f(x)

)
−
(
∂F

∂x

( x
f(x)

))2 ∂2F
∂y2

( x
f(x)

)
−
(
∂F

∂y

( x
f(x)

))2 ∂2F
∂x2

( x
f(x)

))
である. これらの等式と (i), (ii), (iii)より

ψ′′(x) = ξ′1(x) + ξ′2(x)f
′(x) + ξ2(x)f

′′(x) =
∂2φ

∂x2
( x
f(x)

)
+ 2

∂2φ

∂x∂y

( x
f(x)

)
f ′(x)+

∂2φ

∂y2
( x
f(x)

)
f ′(x)2+

∂φ

∂y

( x
f(x)

)
f ′′(x)

=
∂2φ

∂x2
( x
f(x)

)
− 2

∂2φ

∂x∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−1
∂F

∂x

( x
f(x)

)
+
∂2φ

∂y2
( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−2(
∂F

∂x

( x
f(x)

))2
+ 2

∂φ

∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−2
∂F

∂x

( x
f(x)

) ∂2F
∂x∂y

( x
f(x)

)
− ∂φ

∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−3(
∂F

∂x

( x
f(x)

))2 ∂2F
∂y2

( x
f(x)

)
− ∂φ

∂y

( x
f(x)

)(∂F
∂y

( x
f(x)

))−1
∂2F

∂x2
( x
f(x)

)
が得られるので, 主張が示された. □

例題 8.2 X を R2 の開集合とし, F,φ : X → R は C2 級関数で, C = {x ∈ X|F (x) = 0} とおく. p ∈ C に対し
∂F

∂x
(p) ̸= 0 または ∂F

∂y
(p) ̸= 0 であり ∂φ

∂x
(p) = λ

∂F

∂x
(p) かつ ∂φ

∂y
(p) = λ

∂F

∂y
(p) を満たす実数 λ があると仮定する.

δ =

(
∂2φ

∂x2
(p)−λ∂

2F

∂x2
(p)

)(
∂F

∂y
(p)

)2
−2

(
∂2φ

∂x∂y
(p)−λ ∂

2F

∂x∂y
(p)

)
∂F

∂x
(p)

∂F

∂y
(p)+

(
∂2φ

∂y2
(p)−λ∂

2F

∂y2
(p)

)(
∂F

∂x
(p)

)2
とおくとき, φ : X → R の定義域を C に制限した関数 φ|C : C → R は, δ > 0 ならば p において極小値をとり, δ < 0

ならば p において極大値をとることを示せ.
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解答例 p = ( pq ) とおくと ∂F

∂y
(p) ̸= 0 の場合, 陰関数定理により p を含む開区間 U と C2 級関数 f : U → R で,

f(p) = q であり, 各 x ∈ U に対して ( x
f(x)

)
∈ C を満たすものがある. 関数 ψ : U → R を ψ(x) = φ

( x
f(x)

) で定めれ
ば, f(p) = q より ψ(p) = φ(p) であり, 幾何学 II系 5.3から f ′(p) = −

(
∂F

∂y
(p)

)−1
∂F

∂x
(p) だから, 仮定から

ψ′(p) =
∂φ

∂x
(p) +

∂φ

∂y
(p)f ′(p) = λ

∂F

∂x
(p)− λ

∂F

∂y
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)−1
∂F

∂x
(p) = 0

である. 例題 8.1から, 次の等式が得られる.

ψ′′(p) =
∂2φ

∂x2
(p)− 2

∂2φ

∂x∂y
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)−1
∂F

∂x
(p) +

∂2φ

∂y2
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)−2(
∂F

∂x
(p)

)2
− ∂φ

∂y
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)−1
∂2F

∂x2
(p)

+ 2
∂φ

∂y
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)−2
∂F

∂x
(p)

∂2F

∂x∂y
(p)− ∂φ

∂y
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)−3(
∂F

∂x
(p)

)2
∂2F

∂y2
(p)

上式の両辺に
(
∂F

∂y
(p)

)2
をかけて ∂φ

∂y
(p) に λ

∂F

∂y
(p) を代入すれば次の等式が得られる.

(
∂F

∂y
(p)

)2
ψ′′(p) =

∂2φ

∂x2
(p)

(
∂F

∂y
(p)

)2
− 2

∂2φ

∂x∂y
(p)

∂F

∂x
(p)

∂F

∂y
(p) +

∂2φ

∂y2
(p)

(
∂F

∂x
(p)

)2
− λ

(
∂F

∂y
(p)

)2
∂2F

∂x2
(p) + 2λ

∂F

∂x
(p)

∂F

∂y
(p)

∂2F

∂x∂y
(p)− λ

(
∂F

∂x
(p)

)2
∂2F

∂y2
(p)

=

(
∂2φ

∂x2
(p)− λ

∂2F

∂x2
(p)

)(
∂F

∂y
(p)

)2
− 2

(
∂2φ

∂x∂y
(p)− λ

∂2F

∂x∂y
(p)

)
∂F

∂x
(p)

∂F

∂y
(p)

+

(
∂2φ

∂y2
(p)− λ

∂2F

∂y2
(p)

)(
∂F

∂x
(p)

)2
= δ

ψ′(p) = 0 であり, 上式から ψ′′(p) は δ と同符号だから δ > 0 ならば ψ は p で極小値をとり, δ < 0 ならば ψ は p

で極大値をとる. f の選び方から t ∈ U を (
t

f(t)

) に対応させる写像は p の近くでの曲線 C のパラメータ表示であり
ψ(p) = φ(p) だから, φ の定義域を C に制限した関数は, δ > 0 ならば p ∈ C において極小値をとり, δ < 0 ならば
p ∈ C において極大値をとる. δ の定義式は x と y を入れ替えても変わらない式だから,

∂F

∂x
(p) ̸= 0 の場合も同様に

主張が示される. □

例題 8.3 φ( xy ) = xy で定義される関数 φ : R2 → R の条件 ax2y + xy2 = 2a2b3 (a, b ̸= 0) のもとでの極値を求めよ.

解答例 F ( xy ) = ax2y + xy2 − 2a2b3 で F : R2 → R を定義すると ∂F

∂x
= 2axy + y2,

∂F

∂y
= ax2 + 2xy だから

F ( xy ) =
∂F

∂x
( xy ) =

∂F

∂y
( xy ) = 0 は ax2y + xy2 = 2a2b3 かつ y(2ax+ y) = x(ax+ 2y) = 0 と同値である. a, b ̸= 0 よ

り 1つ目の方程式から x ̸= 0 だから ax+2y = 0 である. 故に y = −a
2
x だから y(2ax+ y) = 0 から x = 0 が得られ

て矛盾が生じる. 従って F (x) =
∂F

∂x
(x) =

∂F

∂y
(x) = 0 を満たす x ∈ R2 は存在しないため, φ が条件 F ( xy ) = 0のも

とで, 点 ( xy )で極値をとるならば,
∂φ

∂x
= y,

∂φ

∂y
= xより, 次の関係式を満たす λ ∈ Rが存在する.

ax2y + xy2 = 2a2b3 · · · (i), y = λ(2axy + y2) · · · (ii), x = λ(ax2 + 2xy) · · · (iii)
(i)より xy ̸= 0 だから (ii), (iii)より λ(2ax+ y) = λ(ax+ 2y) = 1 が得られるので y = ax である. これを (i)に代
入して x = b, y = ab が得られるため, φ が条件 F ( xy ) = 0 のもとで極値をとる可能性があるのは ( bab ) のみである.

∂F

∂x

(
b
ab

)
= 3a2b2,

∂F

∂y

(
b
ab

)
= 3ab2,

∂2F

∂x2
(
b
ab

)
= 2a2b,

∂2F

∂x∂y

(
b
ab

)
= 4ab,

∂2F

∂y2
(
b
ab

)
= 2b,

∂2φ

∂x2
(
b
ab

)
=
∂2φ

∂y2
(
b
ab

)
= 0,

∂2φ

∂x∂y

(
b
ab

)
= 1, λ =

1

3ab
だから p =

(
b
ab

) としたときの, 例題 8.2の δ は −6a3b4 となるため, φ は条件 F ( xy ) = 0

のもとで ( bab ) において a > 0 ならば極大値 φ
(
b
ab

)
= a2b をとり, a < 0 ならば極小値 φ( aab ) = a2b をとる. □
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9 正規行列の対角化
例題 9.1 a ∈ C3, λ ∈ C, ε = ±1 として A = λE3 + εaa∗ とおく. a ̸= 0 のとき, 以下の問いに答えよ.

(1) λ, a, ε を用いて, A の固有値とそれらに対する固有空間を表せ.

(2) a の第 j 成分を aj とする. |a1|2 + |a2|2 ̸= 0 の場合に, A を対角化するユニタリー行列を一つ求めよ.

解答例 (1) Aa = (λE3+ εaa∗)a = λa+ ε∥a∥2a = (λ+ ε∥a∥2)a より, λ+ ε∥a∥2 は A の固有値で, a は λ+ ε∥a∥2

に対する固有ベクトルである. x ∈ ⟨a⟩⊥ ならば a∗x = (x,a) = 0 だから Ax = (λE3+εaa∗)x = λx+εaa∗x = λx

が得られる. 従って, λ は A の固有値で, ⟨a⟩⊥ は λ に対する固有空間に含まれる. C3 = ⟨a⟩ ⊕ ⟨a⟩⊥ だから各 x ∈ C2

に対して x = xa+b を満たす x ∈ C と b ∈ ⟨a⟩⊥ がある. Ax = A(xa+b) = x(λ+ ε∥a∥2)a+λb だから, µ ∈ C に
対して Ax = µx ならば Ax = xµa+ µb より x ̸= 0 ならば µ = λ+ ε∥a∥2 かつ b = 0 であり, b ̸= 0 ならば µ = λ

かつ x = 0 である. 故に A の固有値は λ+ ε∥a∥2 と λ のみで, ⟨a⟩ は λ+ ε∥a∥2, ⟨a⟩⊥ は λ に対する固有空間である.

(2) v = −ā2e1 + ā1e2 とおけば仮定から v ̸= 0 であり (a,v) = 0 だから v ∈ ⟨a⟩⊥ である. w = xe1 + ye2 + ze3

を a と v の両方に垂直なベクトルとすれば (w,a) = (w,v) = 0 より
{
ā1x+ ā2y + ā3z = 0

−a2x+ a1y = 0
が得られる. 従って

w = −a1ā3e1 − a2ā3e2 + (|a1|2 + |a2|2)e3 とおけば w は a と v の両方に垂直で零でないベクトルである. 故に

P =

(
1

∥a∥
a

1√
|a1|2 + |a2|2

v
1

∥a∥
√

|a1|2 + |a2|2
w

)
=


a1
∥a∥

−ā2√
|a1|2+|a2|2

−a1ā3
∥a∥

√
|a1|2+|a2|2

a2
∥a∥

ā1√
|a1|2+|a2|2

−a2ā3
∥a∥

√
|a1|2+|a2|2

a3
∥a∥ 0

√
|a1|2+|a2|2

∥a∥


は A を対角化するユニタリー行列であり, P−1AP =

(
λ+ε∥a∥20 0

0 λ 0
0 0 λ

)
である. □

例題 9.2 A を行列式の値が 1である 3次実直交行列とする. このとき 0 ≦ θ ≦ π を満たす θ と行列式の値が 1 であ

る 3次実直交行列 P で, P−1AP =

(
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

)
となるものが存在することを示し, θ は cos θ =

1

2
(trA− 1)

を満たすことを示せ. 従って A は P の第 3列 Pe3 を方向ベクトルとして原点を通る直線を軸として Pe3 の方向を向
いて時計回りに θ だけ回転する 1次変換を表す行列である.

解答例 A の固有多項式 FA(x) は x3 の係数が 1の実数係数の 3次式だから, lim
x→−∞

FA(x) = −∞, lim
x→∞

FA(x) = ∞
である. 従って中間値の定理から FA(x) = 0 は実数解をもつ. A は正規行列だから, FA(x) = 0 の解がすべて実数の
場合は幾何学 II命題 8.13から A はエルミート行列になるが, A の成分はすべて実数なので A は対称行列である. ま
た A は直交行列だから A の固有値の絶対値は 1で, FA(x) = 0 のすべての解の積は Aの行列式の値 1 に等しいため,

FA(x) = 0 は 1を三重解にもつか, 1と重解 −1を解にもつ. A は実対称行列だから A を対角化する実直交行列 P が
存在して, 前者の場合は P−1AP = E3 となるため, A = E3 だから θ = 0 であり, 後者の場合は

P−1AP =

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 1

)
だから θ = π である. ここで, 必要ならば P の第 1列と第 2列を入れ替えることによって, |P | = 1 であるとしてよい.

FA(x) = 0 が虚数解をもつ場合, その解を β とすれば FA(x) の係数がすべて実数であることから β̄ も FA(x) = 0

の解である. FA(x) = 0 の実数解を α とすれば, 仮定と幾何学 II 命題 7.20 から α|β|2 = αββ̄ = |A| = 1 であり,

A はユニタリー行列だから幾何学 II 命題 8.12 から |β| = 1 となるため α = 1 である. 従って β = cos θ + i sin θ,

β̄ = cos θ − i sin θ を満たす θ がある. 必要なら β を β̄ で置き換えることによって 0 < θ < π と仮定して
よい. A の固有値 cos θ − i sin θ に対する長さ 1 の固有ベクトルを u とすれば Au = (cos θ − i sin θ)u だから,

Aū = Āū = Au = (cos θ − i sin θ)u = (cos θ+ i sin θ)ū となるため, ū は cos θ+ i sin θ に対する長さ 1の固有ベクト
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ルである. u と ū は正規行列 A の相異なる固有値に対する固有ベクトルだから, 幾何学 II命題 8.6によりこれらは直交
する. x =

1√
2
(u+ ū), y =

1√
2i
(u− ū) とおけば, x̄ =

1√
2
(ū+ ¯̄u) = x, ȳ = − 1√

2i
(ū− ¯̄u) = y より x,y ∈ R3 で

あり, (x,y) = − 1

2i
(u+ ū,u− ū) = − 1

2i
((u,u)− (ū, ū)) = 0, (x,x) =

1

2
(u+ ū,u+ ū) =

1

2
((u,u) + (ū, ū)) = 1,

(y,y) =
1

2
(u − ū,u − ū) =

1

2
((u,u) + (ū, ū)) = 1 となるため, x,y は正規直交系である. さらに, z = x × y と

おくと, z は x と y の両方に垂直な単位ベクトルであり, [x,y, z] は R3 の右手系の正規直交基底だから P を x, y,

z をそれぞれ第 1列, 第 2列, 第 3列にもつ行列とすれば P は行列式の値が 1である直交行列である. A の固有値 1

に対する固有空間は固有値 β, β̄ に対する固有空間と直交するため, x と y の両方に垂直である. 故に z は A の固
有値 1 に対する固有ベクトルである. Au = (cos θ − i sin θ)u, Aū = (cos θ + i sin θ)ū から, Ax = cos θx + sin θy,

Ay = − sin θx+ cos θy が得られ, Az = z だから次の等式が得られる.

AP = A
(
x y z

)
=
(
Ax Ay Az

)
=
(
cos θx+ sin θy − sin θx+ cos θy z

)
=
(
cos θPe1 + sin θPe2 − sin θPe1 + cos θPe2 Pe3

)
= P

(
cos θe1 + sin θe2 − sin θe1 + cos θe2 e3

)
従って P−1AP =

(
cos θe1 + sin θe2 − sin θe1 + cos θe2 e3

) が成り立つため, 前半の結果が得られる. このとき, 幾
何学 II命題 7.4の (2)から trA = tr(P−1AP ) = 2 cos θ + 1 だから cos θ =

1

2
(trA− 1) が得られる. □

例題 9.3 A, θ を例題 9.2と同じとする. A が対称行列でないとして,
1

2
(A− tA) の (3, 2)成分, (1, 3) 成分, (2, 1)成分

をそれぞれ順に第 1成分, 第 2成分, 第 3成分とする R3 のベクトルを v とすれば Av = v, ∥v∥ = sin θ が成り立つこ
とを示せ. また v を方向ベクトルとして原点を通る直線を ℓ とすれば, A が表す R3 の 1次変換は, ℓ を軸に v の方向
を向いて時計回りに θ だけ回転する 1次変換であることを示せ.

解答例 t
(1
2
(A− tA)

)
= −1

2
(A− tA) が成り立つため 1

2
(A− tA) =

(
0 −c b
c 0 −a
−b a 0

)
とおける. このとき v =

(
a
b
c

)
だ

から 1

2
(A− tA)v = 0 が成り立ち, A は対称行列ではないので 1

2
(A− tA) ̸= O だから v ̸= 0 である. A が直交行列で

tA = A−1 であることから 1

2
(A− tA)v = 0 より Av = tAv = A−1v, 従って A2v = v が得られる. P を例題 9.2の直

交行列として v′ = P−1v とおけば v = Pv′ だから A2Pv′ = Pv′ より (P−1AP )2v′ = P−1A2Pv′ = P−1Pv′ = v′

である. 従って v′ は (P−1AP )2 の固有値 1に対する固有ベクトルである. 一方 (P−1AP )2 =

(
cos 2θ − sin 2θ 0
sin 2θ cos 2θ 0
0 0 1

)
であり, この行列は z 軸の周りに 2θ の回転を表すため, (P−1AP )2 の固有値 1に対する固有空間は e3 で生成される部
分空間である. 故に v′ = ke3 を満たす実数 k が存在することと P−1AP の第 3列が e3 だから APe3 = Pe3 である
ことから Av = APv′ = kAPe3 = kPe3 = Pv′ = v が成り立ち, v は A の固有値 1に対する固有ベクトルである. 例
題 9.2の解答と同様に x, y, z を定めれば Ax = cos θx + sin θy, Ay = − sin θx + cos θy が得られ, z は A の固有
値 1に対する固有空間の基底で単位ベクトルである. 従って v = rz となる r ∈ R が存在する. Ax = cos θx+ sin θy,

Ay = − sin θx+ cos θy より A−1x = cos θx− sin θy が得られ, 任意の w ∈ R3 に対して 1

2
(A− tA)w = v×w が成

り立つことと tA = A に注意すれば
r = r(z, z) = (z, rz) = (z,v) = (x× y,v) = det

(
x y v

)
= det

(
v x v

)
= (v × x,y)

=
1

2
((A− tA)x,y) =

1

2
(Ax−A−1x,y) = (sin θy,y) = sin θ(y,y) = sin θ

が得られる. 故に r = sin θ > 0 で v = rz だから ∥v∥ = ∥ sin θz∥ = sin θ∥z∥ = sin θ である.

R3 の右手系の正規直交基底 [x,y, z] に関する A の表現行列は P−1AP =

(
cos θ − sin θ 0
sin θ cos θ 0
0 0 1

)
だから A は原点

を通り z 方向の直線を軸に z 方向を向いて時計回りに θ だけ回転するR3 の 1次変換を表す. v は z の正の実数 sin θ

倍をしたベクトルだから A は ℓ を軸に v の方向を向いて時計回りに θ だけ回転する 1次変換を表す. □
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10 実正規行列の標準化
Cn を R 上の 2n 次元ベクトル空間とみなせば, Rn は Cn の n 次元部分空間であることに注意する.

例題 10.1 Rn のベクトル v1,v2, . . . , vk が Rn において 1 次独立であるためには, Rn ⊂ Cn とみなしたとき,

v1,v2, . . . , vk が Cn において 1次独立であることが必要十分であることを示せ.

解答例 v1,v2, . . . , vk が Cn において 1次独立ならばRn において 1次独立であることは明らかである. v1,v2, . . . , vk

が Rn において 1 次独立であるとして, z1, z2, . . . , zk ∈ C に対し z1v1 + z2v2 + · · · + zkvk = 0 が成り立つとする.

zj = xj + yji (xj , yj ∈ R, j = 1, 2, . . . , k) とおいて上式に代入すれば次の等式が得られる.

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xkvk + i(y1v1 + y2v2 + · · ·+ ykvk) = 0

x1v1+x2v2+· · ·+xkvk, y1v1+y2v2+· · ·+ykvk ∈ Rn だから, x1v1+x2v2+· · ·+xkvk = y1v1+y2v2+· · ·+ykvk = 0

が成り立つ. 故に v1,v2, . . . , vk の Rn における 1次独立性から x1 = x2 = · · · = xk = y1 = y2 = · · · = yk = 0 であ
る. 従って z1 = z2 = · · · = zk = 0 となるため v1,v2, . . . , vk は Cn において 1次独立である. □

例題 10.2 A ∈Mm,n(R) の階数 rankRA は, A を A ∈Mm,n(C) とみなした場合の階数 rankCA と等しいことを
示せ.

解答例 rankRA は A の列ベクトル Ae1, Ae2, . . . , Aen ∈ Rm の中で 1次独立なベクトルの最大個数であるが, 例題
10.1により, この個数は Ae1, Ae2, . . . , Aen を Cm のベクトルとみなした場合の 1次独立なベクトルの最大個数に等
しい. さらにこの個数は rankCA であるため rankRA = rankCA である. □

例題 10.3 A ∈Mm,n(K) に対し, V = {x ∈ Kn|Ax = 0} とおけば, dimV = n− rankA であることを示せ.

解答例 dimV = k とおいて v1,v2, . . . , vk を V の基底とする. また, rankA = r とおいて, Aej1 , Aej2 , . . . , Aejr

(1 ≦ j1 < j2 < · · · < jr ≦ n) が 1次独立であるとする. ここで, r は A の列ベクトル Ae1, Ae2, . . . , Aen の中で 1次
独立なベクトルの最大個数であるため, 任意の i = 1, 2, . . . , n に対して Aej1 , Aej2 , . . . , Aejr , Aei は 1次従属になる.

従って Aei は Aej1 , Aej2 , . . . , Aejr の 1次結合で表される.

任意の x ∈ Kn に対し, x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen とおくと Ax = x1Ae1 + x2Ae2 + · · ·+ xnAen だから, 上
のことから Ax は Aej1 , Aej2 , . . . , Aejr の 1次結合になるため Ax = y1Aej1 + y2Aej2 + · · ·+ yrAejr と表すことが
できる. このとき A(x− (y1ej1 + y2ej2 + · · ·+ yrejr )) = 0 が成り立つため, x− (y1ej1 + y2ej2 + · · ·+ yrejr ) ∈ V

である. よって x− (y1ej1 + y2ej2 + · · ·+ yrejr ) = z1v1 + z2v2 + · · ·+ zkvk と表されるため,

x = y1ej1 + y2ej2 + · · ·+ yrejr + z1v1 + z2v2 + · · ·+ zkvk

である. 故に ej1 , ej2 , . . . , ejr ,v1,v2, . . . , vk は Kn を生成する.

a1ej1 + a2ej2 + · · · + arejr + b1v1 + b2v2 + · · · + bkvk = 0 が成り立つとして, この両辺に左から A をかけると,

j = 1, 2, . . . , k に対して Avj = 0 より a1Aej1 + a2Aej2 + · · ·+ arAejr = 0 である. Aej1 , Aej2 , . . . , Aejr は 1次独
立だから a1 = a2 = · · · = ar = 0 であり, これより b1v1 + b2v2 + · · · + bkvk = 0 を得る. さらに v1,v2, . . . , vk は
1次独立だから b1 = b2 = · · · = bk = 0 である. 従って ej1 , ej2 , . . . , ejr ,v1,v2, . . . , vk は 1次独立である. 以上から
ej1 , ej2 , . . . , ejr ,v1,v2, . . . , vk はKn の基底であるため r + k = n である. よって dimV = k = n− r = n− rankA

が成り立つ. □

例題 10.4 A ∈ Mm,n(R) に対し, V = {x ∈ Cn|Ax = 0}, W = {x ∈ Rn|Ax = 0} とおく. v1,v2, . . . , vk が W

の基底ならば Rn ⊂ Cn とみなしたとき, v1,v2, . . . , vk は V の基底であることを示せ.
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解答例 例題 10.3と例題 10.2から dimV = n− rankCA = n− rankRA = dimV = k である. 一方, 例題 10.1から
v1,v2, . . . , vk は V の 1次独立な k 個のベクトルだから v1,v2, . . . , vk は V の基底である. □

例題 10.5 λ を A ∈ Mn(R) の実数の固有値とし, Vλ を λ に対する A の固有空間 {x ∈ Cn|Ax = λx} とする. こ
のとき, Vλ の正規直交基底 v1,v2, . . . , vk で, j = 1, 2, . . . , k に対して vj ∈ Rn であるものが存在することを示せ.

解答例 v′
1,v

′
2, . . . , v

′
k を Wλ = {x ∈ Rn|Ax = λx} の基底として, これらを正規直交化したものを v1,v2, . . . , vk と

すれば, v1,v2, . . . , vk はWλ の正規直交基底である. さらに例題 10.4により v1,v2, . . . , vk は Vλ の基底である. □

例題 10.6 µ を A ∈Mn(R) の虚数の固有値とし, Vµ を µ に対する A の固有空間とする.

(1) µ の共役複素数 µ̄ も A の固有値で, {x ∈ Cn| x̄ ∈ Vµ} は µ̄ に対する A の固有空間であることを示せ.

(2) v1,v2, . . . , vk が Vµ の基底ならば v̄1, v̄2, . . . , v̄k は µ̄ に対する A の固有空間 Vµ̄ の基底であることを示せ.

(3) v1,v2, . . . , vk が Vµ の正規直交基底ならば v̄1, v̄2, . . . , v̄k は Vµ̄ の正規直交基底であることを示せ.

解答例 (1) x を µ に対する A の固有ベクトルとして Ax = µx の両辺の共役を考えれば幾何学 II 命題 7.3 の (2)

により Ax̄ = µ̄x̄ である. 一方 A の成分は実数だから A = A であるため, Ax̄ = µ̄x̄ となって µ̄ も A の固有値で,

x̄ は µ̄ に対する A の固有ベクトルである. µ̄ に対する A の固有空間を Vµ̄ とすれば, x̄ ∈ Vµ ならば x = ¯̄x ∈ Vµ̄

である. 逆に x ∈ Vµ̄ ならば Ax = µ̄x だから, 両辺の共役を考えると Ax̄ = µx̄ となるため x̄ ∈ Vµ である. 故に
Vµ̄ = {x ∈ Cn| x̄ ∈ Vµ} が成り立つ.

(2) v1,v2, . . . , vk を Vµ の基底とする. x1v̄1 + x2v̄2 + · · · + xkv̄k = 0 ならば, 両辺の共役を考えると x̄1v1 +

x̄2v2 + · · · + x̄kvk = 0 が得られ, v1,v2, . . . , vk の 1 次独立性により x̄1 = x̄2 = · · · = x̄k = 0 である. 従って
x1 = x2 = · · · = xk = 0 となるため v̄1, v̄2, . . . , v̄k は 1 次独立である. 任意の x ∈ Vµ̄ に対して x̄ ∈ Vµ だから
x̄ = x1v1 + x2v2 + · · · + xkvk と表される. この両辺の共役をとれば x = x1v̄1 + x2v̄2 + · · · + xkv̄k と なるため,

v̄1, v̄2, . . . , v̄k は Vµ̄ を生成する. 従って v̄1, v̄2, . . . , v̄k は Vµ̄ の基底である.

(3) v1,v2, . . . , vk を Vµ の正規直交基底とする. (2)により v̄1, v̄2, . . . , v̄k は Vµ̄ の基底であり,

(v̄i, v̄j) =
tv̄ivj = tviv̄j = (vi,vj) =

{
1 i = j
0 i ̸= j

だから v̄1, v̄2, . . . , v̄k は正規直交系である. □

共役複素数の性質から, 実数を係数にもつ方程式 anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0 = 0 (an ̸= 0) が α を解にもて
ば, ᾱ も解であることが容易に示されるため, 代数学の基本定理から次の結果が得られる.

命題 10.7 実数を係数にもつ 1変数の多項式は, 実数を係数とする 1次式と 2次式の積に因数分解される.

成分が実数である正規行列を実正規行列と呼ぶ. A を n 次実正規行列とすれば, 命題 10.7 により, A の固有多項式
FA(x) は λ1, λ2, . . . , λr を相異なる実数, µ1, µ2, . . . , µs を相異なる虚数として

FA(x) = (x− λ1)
m1(x− λ2)

m2 · · · (x− λr)
mr (x− µ1)

l1(x− µ̄1)
l1(x− µ2)

l2(x− µ̄2)
l2 · · · (x− µs)

ls(x− µ̄s)
ls

(m1 +m2 + · · ·+mr + 2(l1 + l2 + · · ·+ ls) = n) という形に因数分解される. A を複素数を成分とする行列とみなせ
ば λ1, λ2, . . . , λr, µ1, µ̄1, µ2, µ̄2, . . . , µs, µ̄s は相異なる A の固有値であり, λj , µj , µ̄j に対する A の固有空間をそれぞ
れ Vλj

, Vµj
, Vµ̄j

とする. このとき幾何学 II定理 7.26により, dimVλj
= mj , dimVµj

= dimVµ̄j
= lj であることに注

意する. λj は実数だから, 例題 10.5により Vλj の正規直交基底 vj1,vj2, . . . , vj mj で, Rn に含まれるものがとれる.

また, wj1,wj2, . . . ,wj lj を Vµj の正規直交基底とすれば, 例題 10.6 により w̄j1, w̄j2, . . . , w̄j lj は Vµ̄j の正規直交基
底である. そこで j = 1, 2, . . . , s, k = 1, 2, . . . , lj に対して

xjk =
1√
2
(wjk + w̄jk), yjk =

1√
2i
(wjk − w̄jk)
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とおくと xjk,yjk ∈ Rn であり, wjk =
1√
2
(xjk + iyjk), w̄jk =

1√
2
(xjk − iyjk) が成り立つため,

Axjk =
1√
2
(Awjk +Aw̄jk) =

1√
2
(µjwjk + µ̄jw̄jk) =

1

2
(µj + µ̄j)xjk −

1

2i
(µj − µ̄j)yjk

Ayjk =
1√
2i
(Awjk −Aw̄jk) =

1√
2i
(µjwjk − µ̄jw̄jk) =

1

2i
(µj − µ̄j)xjk +

1

2
(µj + µ̄j)yjk

である. 従って µj = aj + bji (aj , bj ∈ R) とおくと

Axjk = ajxjk − bjyjk, Ayjk = bjxjk + ajyjk · · · (∗)

が成り立つ. 幾何学 II命題 8.6により

v11,v12, . . . , v1m1
, . . . , vr1,vr2, . . . , vrmr

,w11, w̄11, . . . ,w1l1 , w̄1l1 , . . . ,ws1, w̄s1, . . . ,ws ls , w̄s ls

は Cn の正規直交系だから, ∥vjk∥ = ∥wjk∥ = ∥w̄jk∥ = 1, (vjk,wlm) = (vjk, w̄lm) = (wjk, w̄lm) = 0 であり,

(j, k) ̸= (k, l) ならば (vjk,vlm) = (wjk,wlm) = (w̄jk, w̄lm) = 0 が成り立つため xjk, yjk の定義から

v11,v12, . . . , v1m1 , . . . , vr1,vr2, . . . , vrmr ,x11,y11, . . . ,x1l1 ,y1l1 , . . . ,xs1,ys1, . . . ,xs ls ,ys ls

は Rn の正規直交系である. これらのベクトルをこの順に列ベクトルにもつ行列を P とすれば, 幾何学 II命題 8.7によ
り, P は直交行列である.

Avjk = λjvjk と関係式 (∗)が成り立つことから, Cj =

(
aj −bj
bj aj

)
とおき, Dj を lj 個の Cj が対角線上に並んだ

Dj =


Cj 0Cj

. . .

0 Cj


という形の 2lj 次正方行列とすれば, P−1AP は

P−1AP =



λ1Em1

. . . 0λrEmr

D1

0 . . .

Ds


という形になる. 以上から, 次の定理が示された.

定理 10.8 A を実正規行列とするとき, 直交行列 P で P−1AP が対角線上に対角行列と
(
a −b
b a

)
の形の行列が並ぶ

ようになるものがある.

実正規行列 A に対して直交行列 P で P−1AP が対角線上に対角行列と
(
a −b
b a

)
の形の行列が並ぶようになるも

のを求め, さらにその P に対して P−1AP を求めることを,「A を標準化する」という.
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11 行列の級数
例題 11.1 ak, x0 ∈ C とする.

∞∑
k=0

akx
k
0 が収束すれば, |x| < |x0| を満たす任意の複素数 x に対して

∞∑
k=0

anx
k は絶対

収束し,
∞∑
k=0

akx
k
0 が発散すれば, |x| > |x0| を満たす任意の複素数 x に対して

∞∑
k=0

akx
k は発散することを示せ.

解答例
∞∑
k=0

akx
k
0 が収束すれば, lim

k→∞
akx

k
0 = 0 であり, 収束する点列は有界だから, 実数 K で 0以上のすべての整数

k に対して |akxk0 | ≦ K を満たすものが存在する. |x| < |x0| ならば |akxk| = |akxk0 |
∣∣∣∣ xx0

∣∣∣∣k ≦ K

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣k が 0以上のすべ

ての整数 k に対して成り立つ.

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣ < 1 だから等比級数

∞∑
k=0

K

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣ は収束するため, 0 以上の任意の整数 N に対して

N∑
k=0

|akxk| ≦
N∑
k=0

K

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣ ≦ ∞∑

k=0

K

∣∣∣∣ xx0
∣∣∣∣ だから N∑

k=0

|akxk| は上に有界である. 従って幾何学 II命題 9.6から
∞∑
k=0

akx
k は

絶対収束する. もし |x| > |x0| を満たす x で
∞∑
k=0

akx
k が収束するものがあれば, 上の結果から

∞∑
k=0

akx
k
0 は絶対収束す

る. 従って
∞∑
k=0

akx
k が x = x0 で発散すれば, |x| > |x0| を満たす任意の x に対して

∞∑
k=0

akx
k は発散する. □

例題 11.2 複素数を係数とする整級数
∞∑
k=0

akx
k について, 以下の三つのうち一つが成り立つことを示せ.

(i) 任意の複素数 x に対して
∞∑
k=0

akx
k は絶対収束する.

(ii) 条件「|x| < ρ ならば
∞∑
k=0

akx
k は絶対収束し, |x| > ρ ならば

∞∑
k=0

akx
k は発散する.」を満たす ρ > 0 がある.

(iii) x ̸= 0 ならば
∞∑
k=0

akx
k は発散する.

解答例 明らかに (i), (ii), (iii)のうちのどの二つも同時に成り立たない. (i)と (iii)が成り立たない場合に (ii)が成り
立つことを示す. (iii)が成り立たないことから, 0 でない複素数 c で

∞∑
k=0

akc
k が収束するものがあるため, 例題 11.1か

ら, |x| < |c| ならば
∞∑
k=0

akx
k は絶対収束する. そこで, S =

{
s ∈ R

∣∣∣ |x| < s ならば
∞∑
k=0

akx
k は絶対収束する.

}
に

よって正の実数全体の集合の部分集合 S を定めれば |c| ∈ S だから S は空集合ではない. また, (i)が成り立たないこ
とから, S に属さない正の実数 d がある. もし s0 > d である S の要素 s0 が存在すれば, |d| = d < s0 だから

∞∑
k=0

akd
k

は絶対収束するため, 例題 11.1から, |x| < d ならば
∞∑
k=0

akx
k は絶対収束する. このことは, d が S に属さないことに

矛盾する. 故に, 任意の s ∈ S に対して s ≦ d となるため, S は上に有界な空でない R の部分集合である. 幾何学 I定
理 10.12によって S は上限をもつため, それを ρ とおく.

|x| < ρ ならば |x|+ ρ

2
< ρ であり, ρ は S の上限だから |x|+ ρ

2
< s ≦ ρ を満たす s ∈ S が存在する. さらに

|x| < |x|+ ρ

2
< s だから

∞∑
k=0

akx
k は絶対収束する. 故に「|x| < ρ ならば

∞∑
k=0

akx
k は絶対収束する.」ことが示せた.

|x0| > ρ を満たす複素数 x0 で,
∞∑
k=0

akx
k
0 が収束するものが存在すると仮定する. このとき例題 11.1 によって,

|x| < |x0| ならば
∞∑
k=0

akx
k は絶対収束するため, |x0| ∈ S となって, |x0| > ρ は ρ が S の上界であることと矛盾する.

従って, |x| > ρ ならば
∞∑
k=0

akx
k は発散する. □

整級数
∞∑
k=0

akx
k の収束半径を, 上の例題の (i)の場合は無限大, (ii)の場合は ρ, (iii) の場合は 0であると定義する.
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例題 11.3 f(x) =
∞∑
k=0

akx
k, g(x) =

∞∑
k=0

bkx
k をそれぞれ収束半径が α, β である整級数とする.

(1) f(x)m =
∞∑
k=0

cm,kx
k とするとき, a0, a1, a2, . . . を用いて cm,k を表せ.

(2) a0 = 0 とし, 0 < γ ≦ α は条件「|x| < γ ならば
∞∑
k=0

|ak||x|k < β」を満たすとする. X ∈ Mn(C) が ∥X∥ < γ

を満たすならば
∞∑
k=0

(
k∑

m=0
bmcm,k

)
Xk は g(f(X)) に絶対収束することを示せ.

解答例 (1) f(x)m=

(∞∑
l=0

alx
l

)m
を展開したときの xk の係数と

(
k∑
l=0

alx
l

)m
を展開したときの xk の係数は等しいため,

xl = alx
l とおけば次の等式から cm,k =

∑
i0+i1+···+ik=m
i1+2i2+···+kik=k

m!

i0!i1! · · · ik!
ai00 a

i1
1 · · · aikk である.

(
k∑
l=0

alx
l

)m
= (x0 + x1 + · · ·+ xk)

m =
∑

i0+i1+···+ik=m

m!

i0!i1! · · · ik!
xi00 x

i1
1 · · ·xikk

=
∑

i0+i1+···+ik=m

m!

i0!i1! · · · ik!
ai00 a

i1
1 · · · aikk xi1+2i2+···+kik =

km∑
l=0

( ∑
i0+i1+···+ik=m
i1+2i2+···+kik=l

m!

i0!i1! · · · ik!
ai00 a

i1
1 · · · aikk

)
xl

(2) f̄(x) =
∞∑
k=0

|ak|xk, c̃m,k =
∑

i0+i1+···+ik=m
i1+2i2+···+kik=k

m!

i0!i1! · · · ik!
|a0|i0 |a1|i1 · · · |ak|ik とおけば |x| < α ならば (1) から

f̄(x)m =
∞∑
k=0

c̃m,kx
k であり, |cm,k| ≦ c̃m,k が成り立つため, 0 以上の整数 l に対して次の不等式が成り立つ.

l∑
k=0

∣∣∣∣ k∑
m=0

bmcm,k

∣∣∣∣|x|k ≦
l∑

k=0

k∑
m=0

|bm||cm,k||x|k ≦
l∑

k=0

k∑
m=0

|bm|c̃m,k|x|k =
l∑

m=0
|bm|

(
l∑

k=m

c̃m,k|x|k
)

≦
l∑

m=0
|bm|

( ∞∑
k=0

c̃m,k|x|k
)

=
l∑

m=0
|bm|f̄(|x|)m

|x| < γ を満たす x に対し, 0 ≦ f̄(|x|) < β だから g(f̄(|x|)) =
∞∑
m=0

bmf̄(|x|)m は絶対収束するため
∞∑
m=0

|bm|f̄(|x|)m

は収束する. ここで h̃(x) =
∞∑
m=0

|bm|f̄(x)m =
∞∑
k=0

(
k∑

m=0
|bm|c̃m,k

)
xk とおくと上の不等式から 0 以上の任意の整数 l

に対して
l∑

k=0

∣∣∣∣ k∑
m=0

bmcm,k

∣∣∣∣|x|k ≦
∞∑
m=0

|bm|f̄(|x|)m が成り立つため, |x| < γ ならば
∞∑
k=0

(
k∑

m=0
bmcm,k

)
xk は絶対収束す

る. h(x) =
∞∑
k=0

(
k∑

m=0
bmcm,k

)
xk とおけば, 幾何学 II命題 9.10から ∥X∥ < γ を満たす X ∈Mn(C) に対し, h(X) =

∞∑
k=0

(
k∑

m=0
bmcm,k

)
Xk は絶対収束する. 0 以上の整数 l に対して gl(x) =

l∑
m=0

bmx
m, h̃l(x) =

l∑
k=0

(
k∑

m=0
|bm|c̃m,k

)
xk

とおく. |x| < α ならば gl(f(x))=
l∑

m=0
bmf(x)

m=
l∑

m=0
bm

( ∞∑
k=0

cm,kx
k

)
=

∞∑
k=0

(
l∑

m=0
bmcm,k

)
xk である. また a0 = 0

より m > k ならば cm,k = 0 だから ∥X∥ < γ ならば次の不等式が成り立つ.

∥gl(f(X))− h(X)∥ =

∥∥∥∥ ∞∑
k=0

(
l∑

m=0
bmcm,k −

k∑
m=0

bmcm,k

)
Xk

∥∥∥∥ =

∥∥∥∥− ∞∑
k=l+1

(
k∑

m=l+1

bmcm,k

)
Xk

∥∥∥∥
≦

∞∑
k=l+1

(
k∑

m=l+1

|bm||cm,k|
)
∥X∥k ≦

∞∑
k=l+1

(
k∑

m=0
|bm|c̃m,k

)
∥X∥k

=
∞∑
k=0

(
k∑

m=0
|bm|c̃m,k

)
∥X∥k −

l∑
k=0

(
k∑

m=0
|bm|c̃m,k

)
∥X∥k = h̃(∥X∥)− h̃l(∥X∥)

l → ∞ のとき gl(f(X)) → g(f(X)), h̃l(∥X∥) → h̃(∥X∥) だから, 上の不等式から g(f(X)) = h(X) が得られる. □

22



12 行列の指数写像（その 1）

例題 12.1 複素数 a, b, c に対し, 2次正方行列 A を A =

(
a− bc b2

−c2 a+ bc

)
で定める.

(1) 2次ユニタリー行列 P で, P−1AP が上半三角行列になるようなものを求めよ.

(2) exp(tA) を求めよ.

(3) a, b, c が実数のとき, 連立微分方程式

x′ = (a− bc)x+ b2y

y′ = −c2x+ (a+ bc)y
の解を求めよ.

解答例 (1) b = c = 0 の場合は A = aE2 だから P = E2 とすればよい. 以下 b, c の少なくとも一方は 0でないとする.

A = aE2 +

(
b

c

)(
−c b

) だから v =

(
b

c

)
とおけば, Av =

(
aE2 +

(
b

c

)(
−c b

))
v = av となるため, a は A

の固有値で, v は a に対する A の固有ベクトルである. w =

(−c̄
b̄

)
とおき, P =

(
1

∥v∥
v

1

∥w∥
w

)
とおけば,

1

∥v∥
v,

1

∥w∥
w は C2 の正規直交基底だから P はユニタリー行列で,

1

∥v∥
v = Pe1, ∥v∥ = ∥w∥ =

√
|b|2 + |c|2

より A

(
1

∥w∥
w

)
=

a

∥w∥
w +

√
|b|2 + |c|2v = (|b|2 + |c|2)Pe1 + aPe2 = P

(
(|b|2 + |c|2)e1 + ae2

) が成り立つ.

従って AP =

(
A

(
1

∥v∥
v

)
A

(
1

∥w∥
w

))
=
(
aPe1 P

(
(|b|2 + |c|2)e1 + ae2

))
= P

(
ae1 (|b|2 + |c|2)e1 + ae2

) より
P−1AP =

(
a |b|2 + |c|2

0 a

)
は上半三角行列となり, P =

1√
|b|2 + |c|2

(
b −c̄
c b̄

)
が求めるユニタリー行列である.

(2) N =

(
0 1

0 0

)
とおけば, N2 = O であり, P−1AP = aE2 + (|b|2 + |c|2)N だから

P−1 exp(tA)P = exp(tP−1AP ) = exp(atE2 + t(|b|2 + |c|2)N) = exp(atE2) exp(t(|b|2 + |c|2)N)

= eat(E2 + t(|b|2 + |c|2)N) = eat
(
1 t(|b|2 + |c|2)
0 1

)
exp(tA) = eatP

(
1 t(|b|2 + |c|2)
0 1

)
P−1 =

eat

|b|2 + |c|2

(
b −c̄
c b̄

)(
1 t(|b|2 + |c|2)
0 1

)(
b̄ c̄
−c b

)
=

eat

|b|2 + |c|2

(
b bt(|b|2 + |c|2)− c̄
c ct(|b|2 + |c|2) + b̄

)(
b̄ c̄
−c b

)
= eat

(
1− bct b2t
−c2t 1 + bct

)
が得られる.

(3) 与えられた連立微分方程式の解で t = 0 のときの値が v ∈ R2 であるものは
(
x

y

)
= exp(tA)v で与えられる.

v =

(
p

q

)
とおけば, (2)より

(
x

y

)
= exp(tA)v = eat

(
1− bct b2t

−c2t 1 + bct

)(
p

q

)
=

(
eat(p+ b(bq − cp)t)

eat(q + c(bq − cp)t)

)
である. □

例題 12.2 2次正方行列 A の固有多項式が (x− α)(x− β) であるとする.

(1) α ̸= β ならば expA =
βeα − αeβ

β − α
E2 +

eβ − eα

β − α
A が成り立つことを示せ.

(2) α = β ならば expA = eα((1− α)E2 +A) が成り立つことを示せ.

(3) A の成分がすべて実数で, α = λ+ µi (λ, µ ∈ R, µ ̸= 0) ならば, 次の等式が成り立つことを示せ.

expA =
eλ

µ
((µ cosµ− λ sinµ)E2 + sinµA)

23



解答例 (1) 仮定から 2次正則行列 P で, P−1AP =

(
α 0

0 β

)
を満たすものが存在するため, Q = A− αE2 とおけば,

P−1QP = P−1AP − αE2 =

(
0 0

0 β − α

)
より P−1QkP = (P−1QP )k =

(
0 0

0 (β − α)k

)
= (β − α)k−1P−1QP だ

から, Qk = (β − α)k−1Q が成り立つ. 故に

expQ = E2 +

∞∑
k=1

1

k!
Qk = E2 +

∞∑
k=1

(β − α)k−1

k!
Q = E2 +

1

β − α

( ∞∑
k=0

(β − α)k

k!
− 1

)
Q = E2 +

eβ−α − 1

β − α
Q

が得られ, αE2 と Q の積は交換可能だから次の等式が成り立つ.

expA = exp(αE2 +Q) = exp(αE2) expQ = eαE2

(
E2 +

eβ−α − 1

β − α
Q

)
= eαE2 +

eβ − eα

β − α
(A− αE2)

=
βeα − αeβ

β − α
E2 +

eβ − eα

β − α
A

(2) A = αE2 ならば expA = eαE2 = eα((1−α)E2+A)だから A ̸= αE2 の場合を考える. このとき |αE2−A| = 0

かつ αE2 − A は零行列ではないため, αE2 − A の階数は 1である. α に対する固有ベクトルで単位ベクトルであるも

のを v =

(
p

q

)
とし, w =

(−q̄
p̄

)
とおけば [v,w] は C2 の正規直交基底である. Av = αv であり, Aw = βv + δw,

P =
(
v w

) とおけば, P は C2 の標準基底から [v,w] への基底の変換行列である. TA を TA(x) = Ax で定義される

C2 の 1次変換とすれば, P−1AP =

(
α β

0 δ

)
は基底 [v,w] に関する TA の表現行列だから, この固有多項式と A の

固有多項式は一致するため δ = α である. 従って N =

(
0 1

0 0

)
とおけば P−1AP = αE2 + βN が成り立ち, αE2 と

βN の積が交換可能であることと, N2 = O だから, 次の等式が成り立つ.

P−1(expA)P = exp(P−1AP ) = exp(αE2 + βN) = exp(αE2) exp(βN) = eαE2(E2 + βN) = eα(E2 + βN)

一方, P−1AP = αE2 + βN より, A = P (αE2 + βN)P−1 = αE2 + βPNP−1 だから βPNP−1 = A− αE2 である.

従って expA = eαP (E2 + βN)P−1 = eα(E2 + βPNP−1) = eα(E2 +A− αE2) = eα((1− α)E2 +A).

(3) A の固有多項式の係数は実数だから, α = λ+ µi より β = λ− µi である. 従って

βeα − αeβ

β − α
=

(λ− µi)eλ+µi − (λ+ µi)eλ−µi

−2µi
=
eλ(µi(eµi + e−µi)− λ(eµi − e−µi))

2µi

=
eλ(µRe(eµi)− λIm(eµi))

µ
=
eλ(µ cosµ− λ sinµ)

µ

eβ − eα

β − α
=
eλ−µi − eλ+µi

−2µi
=
eλ(eµi − e−µi)

2µi
=
eλIm(eµi)

µ
=
eλ sinµ

µ

だから, (1)の結果から expA =
eλ

µ
((µ cosµ− λ sinµ)E2 + sinµA) が得られる. □
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13 行列の指数写像（その 2）
K の要素を成分にもつ正規行列全体からなる Mn(K) の部分空間を Nn(K) で表す. また m × n行列の零行列を

Om,n で表し, On,n = On とおき, a, b ∈ R に対して Sa,b =

(
a −b
b a

)
とおく.

例題 13.1 exp による Nn(C) の像は Nn(C) ∩GLn(C) であることを示せ.

解答例 A ∈ Nn(C) ならば A∗A = AA∗ だから幾何学 II命題 10.3の (1)と注意 9.12より次の等式が成り立つ.

(expA)∗(expA) = (exp(A∗))(expA) = exp(A∗ +A) = exp(A+A∗) = (expA)(exp(A∗)) = (expA)(expA)∗

故に expA ∈ Nn(C) となり, exp による Nn(C) の像は Nn(C) に含まれ, 幾何学 II命題 10.3の (2)から exp はつね
に正則行列を値にとるため, exp による Nn(C) の像は Nn(C) ∩GLn(C) に含まれる.

任意の C ∈ Nn(C) ∩ GLn(C) に対し, 幾何学 II 定理 8.11 により C を対角化するユニタリー行列 U が存在す
る. U−1CU の (j, j) 成分を rj(cos θj + i sin θj) (rj ≧ 0, 0 ≦ θj < 2π) と表せば, C が正則行列であることから C

の固有値は 0 でないため, rj > 0 である. 従って elog rj+iθj = rj(cos θj + i sin θj) だから log rj + iθj を (j, j) 成
分とする n 次対角行列を D とおけば D は正規行列で, expD = U−1CU が成り立つため, 幾何学 II 注意 9.12 から
exp(UDU−1) = C が得られる. 幾何学 II命題 8.8の (1)と (3)から UDU−1 は正規行列だから exp による Nn(C) の
像は Nn(C) ∩GLn(C) である. □

例題 13.2 N+
n (R) = {A ∈ Nn(R) ∩ GLn(R) |Aの固有方程式の負の解の重複度は偶数である.} とおくとき, exp に

よる Nn(R) の像は N+
n (R) であることを示せ.

解答例 A ∈ Nn(R) ならば例題 13.1から expA も正規行列で, A の成分がすべて実数ならば expA の成分もすべて
実数だから expA ∈ Nn(R) である. 定理 10.8から実直交行列 P で, P−1AP が対角線上に対角行列 D と Sa,b の形
の行列が並んだ形になるものがある. D の (j, j)成分を λj とすれば expD は eλj > 0 を (j, j)成分にもつ対角行列で,

幾何学 II例 10.4から expSa,b = Sea cos b,ea sin b だから exp(P−1AP ) は正の実数を対角成分にもつ対角行列 expD と
Sea cos b,ea sin b の形の行列が並んだ形になる. expA の固有多項式 FexpA(x) は P−1(expA)P = exp(P−1AP ) の固有
多項式に一致して Sea cos b,ea sin b の固有多項式は (x− ea cos b)2 + e2a sin2 b だから, 上のことから FexpA(x) は 1次式
x− eλj と (x− ea cos b)2 + e2a sin2 b という形の 2次式の積である. 後者が負の解をもつのは b が π の奇数倍のときに
限り, この場合 −ea が重解になるため, FexpA(x) = 0 の負の解の重複度は偶数である. 故に expA ∈ N+

n (R) である.

Sa,0 = aE2 に注意すれば, 任意の C ∈ N+
n (R) に対し, 仮定と定理 10.8 より (0, 0) とは異なる実数の対

(a1, b1), (a2, b2), . . . , (al, bl)と正の実数を対角成分とする n−2l次対角行列 D に対して直交行列 P で P−1CP が

P−1CP =


Sa1,b1

O2 ··· O2 O2,n−2l

O2 Sa2,b2

. . .
...

...
...

. . .
. . . O2 O2,n−2l

O2 ··· O2 Sal,bl
O2,n−2l

On−2l,2 ··· On−2l,2 On−2l,2 D


の形になるようなものがある. rj =

√
a2j + b2j とおき, cos θj =

aj
rj

, sin θj =
bj
rj
を満たす 0 ≦ θj < 2π をとれば幾何学

II例 10.4により expSlog rj ,θj = Saj ,bj である. また, D の (j, j)成分を dj として (j, j)成分が log dj である n − 2l

次対角行列を T とおけば expT = D だから, 次のように n次正方行列 A を定めれば expA = P−1CP が成り立つ.

A =


Slog r1,θ1

O2 ··· O2 O2,n−2l

O2 Slog r2,θ2

. . .
...

...
...

. . .
. . . O2 O2,n−2l

O2 ··· O2 Slog rl,θl
O2,n−2l

On−2l,2 ··· On−2l,2 On−2l,2 T
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故に 幾何学 II注意 9.12から exp(PAP−1) = C が得られる. 幾何学 II命題 8.8の (1)と (3)から PAP−1 は正規行列
で, 実数を成分とするため exp による Nn(R) の像は N+

n (R) である. □

実数を成分とする n次正方行列Aが tA= −Aを満たすとき n次交代行列という. n次交代行列全体からなるMn(R)

の部分空間を A(n)で表し,行列式の値が 1である n次直交行列全体からなるMn(R)の部分空間を SO(n)で表す.

例題 13.3 exp による A(n) の像は SO(n) であることを示せ.

解答例 A ∈ A(n) ならば A の対角成分はすべて 0だから trA = 0 である. 従って A(n) ⊂ SH0(n) だから幾何学 II命
題 10.11により, expA は行列式の値が 1のユニタリー行列である. A の各成分は実数だから expA の各成分も実数で
あるため, expA ∈ SO(n) である.

任意の U ∈ SO(n) に対して, P−1UP が定理 10.8 の形の行列になるような直交行列 P をとると P−1UP も直交
行列であることから対角線上に並ぶ Sa,b の形の行列は a2 + b2 = 1 を満たし, 対角行列になっている部分の成分は 1

か −1 に等しい. さらに, U の行列式の値が 1 であることから, P−1UP の対角成分に並ぶ −1 の個数は偶数である.

S−1,0 = −E2 だから, U の固有値 ±1 に対する固有ベクトルからなる P の列ベクトルを適当に入れ換えることで,

P−1UP =


Scos θ1,sin θ1

O2 ··· O2 O2,n−2l

O2 Scos θ2,sin θ2

. . .
...

...
...

. . .
. . . O2 O2,n−2l

O2 ··· O2 Scos θl,sin θl
O2,n−2l

On−2l,2 ··· On−2l,2 On−2l,2 En−2l


という形にできる. そこで B ∈Mn(R) を次のように定めれば B ∈ A(n) である.

B =


S0,θ1

O2 ··· O2 O2,n−2l

O2 S0,θ2

. . .
...

...
...

. . .
. . . O2 O2,n−2l

O2 ··· O2 S0,θl
O2,n−2l

On−2l,2 ··· On−2l,2 On−2l,2 On−2l


幾何学 II例 10.4から expB = P−1UP だから幾何学 II命題 10.3から exp(PBP−1) = U が得られる. 一方, P−1 = tP

と tB = −B より t(PBP−1) = t(PBtP ) = t(PBtP ) = t(tP )tBtP = P (−B)tP = −PBP−1 だから PBP−1 ∈ A(n)

である. 故に exp による A(n) の像は SO(n) である. □

例題 13.4 r > 0 に対し, Dn(r) = {X ∈ Mn(C)| ∥X∥ < r} とおき, 整級数
∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk を L(x) とおく.

X ∈ Dn(1) ならば exp(L(X)) = En +X, X ∈ Dn(log 2) ならば L(exp(X)− En) = X が成り立つことを示せ.

解答例 x の整級数 L(x), expx =
∞∑
k=0

xk

k!
の収束半径はそれぞれ 1, ∞ である. 任意の複素数 x に対して expx = ex

であり, |x| < 1 ならば L(x) = log(1 + x) である. |x| < 1 ならば exp(L(x)) = elog(1+x) = 1 + x が成り立つため, x

の整級数として exp(L(x)) = 1 + x が成り立つ. 故に例題 11.3の (2)から X ∈ Dn(1) ならば exp(L(X)) = En +X

である. また |x| < log 2 ならば
∞∑
k=1

|x|k

k!
= e|x| − 1 < 1 であり, このとき log(1 + (ex − 1)) = x だから x の整級数と

して L(expx− 1) = x が成り立つ. 故に例題 11.3の (2)から X∈Dn(log 2) ならば L(exp(X)− En)=X である. □
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14 正則行列の極分解
例題 14.1 0 でない実数 r に対し, 写像 ρr : H

+(n) → H+(n) を ρr(A) = exp(r logA) で定める.

(1) ρr ◦ ρs = ρrs が成り立つことを示せ.

(2) m を 0 でない整数とするとき, ρ 1
m
(A)m = A が成り立つことを示せ.

解答例 (1) X∈H(n) に対し log(expX)=X より, A∈H+(n) ならば次の等式が成り立つため, ρr ◦ ρs = ρrs である.

(ρr ◦ ρs)(A) = ρr(ρs(A)) = ρr(exp(s logA)) = exp(r log(exp(s logA))) = exp(rs logA) = ρrs(A)

(2) 任意の n次正方行列 A と正の整数 m に対して, exp(mA) = (expA)m が成り立つことをm による数学的帰納法
で示す. m = 1 の場合は, 主張は明らかに成り立つ. exp(mA) = (expA)m が成り立つ仮定すれば, (mA)A = A(mA)

だから幾何学 II 命題 10.3 の (1) から exp((m + 1)A) = exp(mA + A) = exp(mA)(expA) = (expA)m(expA) =

(expA)m+1 が成り立つ. exp(0A) = exp(O) = En = (expA)0 だから m = 0 の場合も exp(mA) = (expA)m が成り
立つ. m が負の整数の場合, −m は正の整数だから, 上で示したことによって exp((−m)A) = (expA)−m である. ま
た, 正則行列 X と正の整数 k に対し, X−k は Xk の逆行列だから (Xk)−1 = X−k である. 従って

exp(mA) = exp(−(−m)A) = exp((−m)A)−1 = ((expA)−m)−1 = (expA)m

である. 以上から, 任意の整数 m に対して exp(mA) = (expA)m が成り立つ.

故に任意の A ∈ H+(n) に対して ρ 1
m
(A)m = exp

( 1

m
logA

)m
= exp

(
m· 1

m
logA

)
= exp(logA) = A が成り立つ. □

例題 14.2 正の実数 a, b と α2 + β2 ̸= 0 を満たす実数 α, β に対し, log

(
aα2 + bβ2 (a− b)αβ

(a− b)αβ bα2 + aβ2

)
を求めよ.

解答例 A =

(
aα2 + bβ2 (a− b)αβ

(a− b)αβ bα2 + aβ2

)
とおくと, 次の等式から A の固有値は a(α2 + β2) と b(α2 + β2) である.

∣∣∣∣x− (aα2 + bβ2) −(a− b)αβ
−(a− b)αβ x− (bα2 + aβ2)

∣∣∣∣ = x2 − (a+ b)(α2 + β2)x+ ab(α2 + β2)2 = (x− a(α2 + β2))(x− b(α2 + β2))

a(α2 + β2)E2 − A = (a − b)

(
β2 −αβ
−αβ α2

)
, b(α2 + β2)E2 − A = (b − a)

(
α2 αβ

αβ β2

)
だから a ̸= b ならば

1√
α2 + β2

(
α

β

)
,

1√
α2 + β2

(−β
α

)
はそれぞれ a(α2 + β2), b(α2 + β2) に対する A の固有空間の正規直交基底である.

a = b ならば 1√
α2 + β2

(
α

β

)
,

1√
α2 + β2

(−β
α

)
は a(α2 + β2) に対する A の固有空間の正規直交基底である. 故に

P =
1√

α2 + β2

(
α −β
β α

)
とおけば P−1AP =

(
a(α2 + β2) 0

0 b(α2 + β2)

)
である. P はユニタリー行列だから, 幾

何学 II補題 11.5の (2)より logA = log(PP−1APP−1) = P log(P−1AP )P−1 が成り立つため

logA =
1

α2 + β2

(
α −β
β α

)(
log(a(α2 + β2)) 0

0 log(b(α2 + β2))

)(
α β
−β α

)
=

1

α2 + β2

(
α log(a(α2 + β2)) −β log(b(α2 + β2))
β log(a(α2 + β2)) α log(b(α2 + β2))

)(
α β
−β α

)
=

1

α2 + β2

(
α2 log(a(α2 + β2)) + β2 log(b(α2 + β2)) αβ(log a− log b)

αβ(log a− log b) α2 log(b(α2 + β2)) + β2 log(a(α2 + β2))

)
が得られる. □
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例題 14.3 a, b, θ, φ ∈ R に対し A =

(
(a− b) cos θ cos(θ − φ) + b cosφ (a− b) cos θ sin(θ − φ)− b sinφ

(a− b) cos θ sin(θ − φ) + a sinφ −(a− b) cos θ cos(θ − φ) + a cosφ

)
とお

く. a, b ̸= 0 のとき A の極分解を求めよ.

解答例 AA∗ =

(
a2 cos2 θ + b2 sin2 θ (a2 − b2) cos θ sin θ

(a2 − b2) cos θ sin θ b2 cos2 θ + a2 sin2 θ

)
だから AA∗ は例題 14.2の解答例の行列 A の a, b, α,

β をそれぞれ a2, b2, cos θ, sin θ で置き換えた行列だから, log x2 = 2 log |x| に注意すれば, 例題 14.2の結果から

log(AA∗) = 2

(
cos2 θ log |a|+ sin2 θ log |b| cos θ sin θ(log |a| − log |b|)
cos θ sin θ(log |a| − log |b|) cos2 θ log |b|+ sin2 θ log |a|

)

が得られる. 従って 1

2
log(AA∗) は例題 14.2の解答例の行列 A の a, b, α, β をそれぞれ log |a|, log |b|, cos θ, sin θ で

置き換えた行列だから, P =

(
cos θ − sin θ

sin θ cos θ

)
とおけば P は直交行列で P−1

(
1

2
log(AA∗)

)
P =

(
log |a| 0

0 log |b|

)
となることが例題 14.2の解答例からわかる. H = exp

(
1

2
log(AA∗)

)
, U = H−1A とおけば (H,U) は A の極分解で

あり, H は次で与えられる.

H = exp

(
PP−1

(
1

2
log(AA∗)

)
PP−1

)
= P exp

(
P−1

(
1

2
log(AA∗)

)
P

)
P−1 = P exp

(
log |a| 0

0 log |b|

)
P−1

=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
|a| 0
0 |b|

)(
cos θ sin θ
− sin θ cos θ

)
=

(
|a| cos2 θ + |b| sin2 θ (|a| − |b|) cos θ sin θ
(|a| − |b|) cos θ sin θ |b| cos2 θ + |a| sin2 θ

)

=



(
a cos2 θ + b sin2 θ (a− b) cos θ sin θ

(a− b) cos θ sin θ b cos2 θ + a sin2 θ

)
a > 0, b > 0(

−a cos2 θ + b sin2 θ −(a+ b) cos θ sin θ

−(a+ b) cos θ sin θ b cos2 θ − a sin2 θ

)
a < 0, b > 0(

a cos2 θ − b sin2 θ (a+ b) cos θ sin θ

(a+ b) cos θ sin θ −b cos2 θ + a sin2 θ

)
a > 0, b < 0(

−a cos2 θ − b sin2 θ −(a− b) cos θ sin θ

−(a− b) cos θ sin θ −b cos2 θ − a sin2 θ

)
a < 0, b < 0

故に |H| = |ab|, H−1 =
1

|ab|

( |b| cos2 θ + |a| sin2 θ −(|a| − |b|) cos θ sin θ
−(|a| − |b|) cos θ sin θ |a| cos2 θ + |b| sin2 θ

)
だから U は以下で与えられる.

U =
1

|ab|

(
a|b| cos θ cos(θ − φ) + |a|b sin θ sin(θ − φ) a|b| cos θ sin(θ − φ)− |a|b sin θ cos(θ − φ)
a|b| sin θ cos(θ − φ)− |a|b cos θ sin(θ − φ) a|b| sin θ sin(θ − φ) + |a|b cos θ cos(θ − φ)

)

=



(
cosφ − sinφ

sinφ cosφ

)
a > 0, b > 0(

− cos(2θ − φ) − sin(2θ − φ)

− sin(2θ − φ) cos(2θ − φ)

)
a < 0, b > 0(

cos(2θ − φ) sin(2θ − φ)

sin(2θ − φ) − cos(2θ − φ)

)
a > 0, b < 0(

− cosφ sinφ

− sinφ − cosφ

)
a < 0, b < 0

□
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15 正規直交化法の応用と Cayley変換
K の要素を成分とする n次上半三角行列で, 対角成分がすべて正の実数であるもの全体からなるMn(K) の部分空
間を T+

n (K) で表す. T+
n (K) は正の実数全体 (0,∞) の n個の直積空間 (0,∞)n と K

n(n−1)
2 の直積空間と同相であ

り, (0,∞) は R と同相だから T+
n (C) は Rn2 と同相で, T+

n (R) は R
n(n+1)

2 と同相である. このことから Schmidtの
正規直交化法を使って示される次の結果からも幾何学 II定理 12.12が得られる.

例題 15.1 写像 µC : U(n) × T+
n (C) → GLn(C), µR : O(n) × T+

n (R) → GLn(R) をそれぞれ µC(U, T ) = UT ,

µR(U, T ) = UT で定めるとき, これらは同相写像であることを示せ.

解答例 A ∈ GLn(K)に対し,幾何学 II定理 7.13で示した方法でKn の基底 Ae1, Ae2, . . . , Aen を直交化して得られる
正規直交基底を w1,w2, . . . ,wn とする. wj を第 j列にもつユニタリー行列を AU で表し, Kn の基底 w1,w2, . . . ,wn

から Ae1, Ae2, . . . , Aen への基底の変換行列を AT で表す. 幾何学 II 定理 7.13 から基底 Ae1, Ae2, . . . , Aen から
w1,w2, . . . ,wn への基底の変換行列は T+

n (K) に属し, その逆行列が AT である. 一方, 対角成分がすべて正の実数で
ある上半三角行列の逆行列も上半三角行列であり, その対角成分はもとの行列の対応する対角成分の逆数になるため, す
べて正の実数である. 従って AT ∈ T+

n (K) である.

νC : GLn(C) → U(n)×T+
n (C), νR : GLn(R) → O(n)×T+

n (R) を νC(A) = (AU , AT ), νR(A) = (AU , AT ) で定
める. A ∈ GLn(K) に対し, AT の (i, j)成分を tij , AU の第 j 列を wj とすれば Aej = t1jw1 + t2jw2 + · · ·+ tnjwn

が j = 1, 2, . . . , n に対して成り立つため A = AUAT だから µK ◦ νK は GLn(K) (K = C,R)の恒等写像である.

U ∈ U(n), T ∈ T+
n (K) に対し, T の (i, j) 成分を tij , U の第 j 列を zj として UT の第 j 列を vj とおく

と j = 1, 2, . . . , n に対して vj = t1jz1 + t2jz2 + · · · + tjjzj である. T の逆行列も T+
n (K) に属するため zj は

zj = t′1jv1 + t′2jv2 + · · · + t′jjvj の形に表せるので zj は v1,v2, . . . , vj で生成される Kn の部分空間に属する.

v1,v2, . . . , vn を幾何学 II定理 7.13で示した方法で直交化して得られる正規直交基底を w1,w2, . . . ,wn として, j に
よる数学的帰納法で wj = zj であることを示す. Kn の基底 v1,v2, . . . , vn から w1,w2, . . . ,wn への基底の変換
行列は T+

n (K) に属するため, その逆行列である w1,w2, . . . ,wn から v1,v2, . . . , vn への基底の変換行列も T+
n (K)

に属する. 従って j = 1, 2, . . . , n に対して sjj が正の実数である sij ∈ K で vj = s1jw1 + s2jw2 + · · · + sjjwj

を満たすものがある. j = 1 のとき t11z1 = v1 = s11w1 であり s11 と t11 は正の実数で ∥w1∥ = ∥z1∥ = 1 だか
ら t11 = |t11|∥z1∥ = ∥t11z1∥ = ∥s11w1∥ = |s11|∥w1∥ = s11 が得られ, これより w1 = z1 が成り立つ. 帰納的に
j = 1, 2, . . . , k−1 に対して sij = tij (i = 1, 2, . . . , j) と wj = zj が成り立つと仮定する. v1,v2, . . . , vk で生成される
Kn の部分空間を Vk とすれば wk は zk と同様に Vk に属し, z1, z2, . . . , zk−1 で生成される部分空間は Vk−1 に一致
する. z1, z2, . . . , zk, w1,w2, . . . ,wk は正規直交系だから wk と zk は Vk−1 の直交補空間 V ⊥

k−1 に属する. Vk は Kn

の k 次元部分空間で Vk−1 は Vk の k − 1次元部分空間だから Vk ∩ V ⊥
k−1 は 1次元である. 故に wk, zk ∈ Vk ∩ V ⊥

k−1

から wk = czk を満たす c ∈ K がある. t1kz1 + t2kz2 + · · ·+ tkkzk = vk = s1kw1 + s2kw2 + · · ·+ skkwk より
(t1k − s1k)z1 + (t2k − s2k)z2 + · · ·+ (tk−1k − sk−1k)zk−1 + (tkk − cskk)zk = 0

が成り立つため z1, z2, . . . , zk の 1 次独立性から i = 1, 2, . . . , k − 1 に対して sik = tik と tkk = cskk が成り立つ.

skk と tkk は正の実数だから c も正の実数になるので c = |c|∥zk| = ∥czk∥ = ∥wk∥ = 1 がわかる. 従ってすべて
の i, j = 1, 2, . . . , n に対して sij = tij と wj = zj が成り立つため νK(UT ) = (U, T ) である. これは νK ◦ µK が
K = C の場合は U(n)× T+

n (C) の恒等写像, K = R の場合は O(n)× T+
n (R) の恒等写像であることを意味する.

µK は行列の積を対応させる写像だから連続写像である. A ∈ GLn(K) に対して A の列ベクトルを直交化して得ら
れる各ベクトルの成分と AT の成分は A の成分の間の四則演算と平方根をとることによって得られるため, A の成分
の連続関数である. 故に νK も連続写像である. 以上から µK は同相写像である. □

A ∈ Mn(C) に対し Mn(C) の部分空間 U(A), S(A) を U(A) = {X ∈ Mn(C) | det(En +X) ̸= 0, X∗AX = A},
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S(A) = {Y ∈ Mn(C) | det(En + Y ) ̸= 0, Y ∗A = −AY } で定義する. とくに A が n次単位行列 En の場合, U(En)

は −1を固有値にもたない n次ユニタリー行列全体からなり, 幾何学 II命題 8.8の (2)から −1を固有値にもつ歪エル
ミート行列は存在しないため, S(En) は n次歪エルミート行列全体の集合に一致することに注意する.

例題 15.2 上の記号のもとで, 以下の問いに答えよ.

(1) X ∈ U(A), Y ∈ S(A) ならば (En −X)(En +X)−1 ∈ S(A), (En − Y )(En + Y )−1 ∈ U(A) であること示せ.

(2) f : U(A) → S(A), g : S(A) → U(A) を f(X) = (En −X)(En +X)−1, g(Y ) = (En − Y )(En + Y )−1 で定め
れば, f と g は互いに逆写像であることを示せ.

解答例 (1) X ∈ U(A), Y ∈ S(A) に対し f(X) = (En −X)(En +X)−1, g(Y ) = (En − Y )(En + Y )−1 とおくと

(En +X∗)f(X)∗A(En +X) = (En +X∗)((En −X)(En +X)−1)∗A(En +X)

= (En +X∗)((En +X)−1)∗(En −X)∗(A+AX)

= (En +X∗)(En +X∗)−1(En −X∗)(A+AX) = A+AX −X∗A−X∗AX

= AX −X∗A = −A−X∗A+AX +X∗AX = −(En +X∗)(A−AX)

= −(En +X∗)A(En −X) = (En +X∗)(−Af(X))(En +X)

(En + Y ∗)g(Y )∗Ag(Y )(En + Y ) = (En + Y ∗)((En − Y )(En + Y )−1)∗A(En − Y )

= (En + Y ∗)(En + Y ∗)−1(En − Y ∗)(A−AY ) = A−AY − Y ∗A+ Y ∗AY

= A+ Y ∗AY = A+AY + Y ∗A+ Y ∗AY = (En + Y ∗)(A+AY )

= (En + Y ∗)A(En + Y )

が成り立つ. En + X, En + X∗ = (En + X)∗, En + Y , En + Y ∗ = (En + Y )∗ は正則行列だから, 上式から
f(X)∗A = −Af(X) と g(Y )∗Ag(Y ) = A が得られる. さらに det(En +X) ̸= 0 ならば

det(En + (En −X)(En +X)−1) = det((En(En +X) + (En −X))(En +X)−1)

= det(2En) det((En +X)−1) =
2n

det(En +X)
̸= 0

が成り立つ. 以上から f(X) ∈ S(A), g(Y ) ∈ U(A) である.

(2) X ∈ U(A) ならば次の等式が成り立つため g ◦ f は U(A) の恒等写像である.

g(f(X)) = g((En −X)(En +X)−1) = (En − (En −X)(En +X)−1)(En + (En −X)(En +X)−1)−1

= (En(En +X)− (En −X))(En +X)−1(En + (En −X)(En +X)−1)−1

= 2X((En + (En −X)(En +X)−1)(En +X))−1 = 2X((En +X) + (En −X))−1 = 2X(2En)
−1 = X

Y ∈ S(A) ならば上と全く同じ式変形を行えば f(g(Y )) = Y が得られるので f ◦ g は S(A) の恒等写像である. □

−1を固有値にもたない n次正方行列 X に対して (En −X)(En +X)−1 を対応させる写像を Cayley変換という.
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