
幾何学演習Ⅱ

第1回　可算基をもつ距離空間



補集合は空集合ではない. そこで  以上の自然数  に対し,  を2 n f(n)

定義 1.1
集合  に対し, 自然数全体の集合から  への全単射が存在するとき,  を可算集合とX X X
いう. また, 有限集合または可算集合である集合をたかだか可算な集合という.

自然数全体の集合  の部分集合はたかだか可算な集合であることを示せ.N
例題 1.2

解答例
 を  の有限集合でない部分集合とし, 写像  を次のように帰納的に定義する.X N f :N→X
 の空でない部分集合は最小値をもつため,   と定める. このときN f(1)=min X

f(n)=min(X−{f(1), f(2),…, f(n−1)})

 が成り立つ.  は有限集合ではないため,  の有限部分集合のf(1)<min(X−{f(1)}) X X

で定義する.  とおき,  以上の自然数  に対して X1 =X 2 n Xn =X−{f(1), f(2),…, f(n−1)}
とおけば  だから  である.Xn+1 =Xn−{min Xn} f(n+1)=min Xn+1 >min Xn = f(n)



例題1.2により可算集合の部分集合はたかだか可算な集合であることがわかる.

解答例の続き
 を満たす  は存在しないため  は単射であり, 次が成り立つ.f(n)<m< f(n+1) m∈X f

{i∈X | i≦ f(n)}={f(1), f(2),…, f(n)}
すなわち  は  の要素を小さいものから順に  個選んで得られる集合{i∈X | i≦ f(n)} X n
である.  に対して  の要素の個数を  とすれば,  はk∈X {i∈X | i≦k} νk {i∈X | i≦k}
 の要素を小さいものから順に  個選んで得られる集合だからX νk

{i∈X | i≦ f(νk)}={f(1), f(2),…, f(νk)}
と一致する.
さらに  だから  は  の最大値,  は  のk, f(νk)∈X k {i∈X | i≦k} f(νk) {i∈X | i≦ f(νk)}
最大値だから  が成り立つ. 故に  は全射でもあるため,  は可算集合である.k= f(νk) f X
従って  の部分集合はたかだか可算な集合である. N



例題 1.3
 が可算集合で,  が全射ならば,  はたかだか可算な集合であることを示せ.X f :X→Y Y

 に全単射  合成することによって  としてよい.  は全射だから各 f N→X X=N f y∈Y

成り立つため  を  で定めれば,  は単射であり  は  から  の部分g :Y→N g(y)=my g g Y N
集合  への全単射を与える. 従って例題1.2より  はたかだか可算な集合である.g(Y) Y

に対して  であり  かつ  ならば  でf −1({y})≠∅ y, z∈Y y≠z f −1({y})∩ f −1({z})=∅
ある. 故に  の最小値を  とおけば, ｢  かつ  ならば ｣ がf −1({y}) my y, z∈Y y≠z my ≠mz

解答例



例題 1.4

に対応させることによって写像  を定義すれば,  は全単射である.φ :N→N×N φ

解答例
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自然数全体の集合の直積集合  も可算集合であることを示せ.N×N

 に対し,  を満たす自然数  を  平面上の点k=1,2,… k(k − 1)
2 <n≦ k(k + 1)

2 n xy

(n− k(k − 1)
2 , k(k + 1)

2 −n + 1)

x

y



を  で定義すれば,  の逆写像は  でh(m, n)=( f(m), g(n)) h h−1(x, y)=( f −1(x), g−1(y))
,  が可算集合ならば全単射 ,  が存在する. 写像 X Y f :N→X g :N→Y h :N×N→X×Y

で与えられるため,   は全単射である. 例題1.4から全単射  が存在し,h φ :N→N×N
全単射の合成写像は全単射だから, 次の命題が成り立つ.
命題 1.5
,  が可算集合ならば, 直積集合  も可算集合である.X Y X×Y

例題 1.6

例題1.3と例題1.4から  はたかだか可算な集合である.
∞
⋃
n=1

Xn

がある. そこで写像  を  で定めれば  は全射だからF :N×N→
∞
⋃
n=1

Xn F(m, n)= fn(m) F

各  ( ) がたかだか可算な集合ならば, 合併集合  もたかだか可算なXn n=1,2,…
∞
⋃
n=1

Xn
集合であることを示せ.
解答例

 が可算集合ならば全単射  があり,  が有限集合ならば全射 Xn fn :N→Xn Xn fn :N→Xn



注意1.7の(2)と命題1.5によって  は可算集合である. さらに  から  へのZ×N Z×N Q
写像  を  で定めれば  は全射だから例題1.3から  はg :Z×N→Q g(m, n)= m

n g Q

有理数全体の集合  は可算集合であることを示せ.Q

解答例

たかだか可算な集合であるが,  は有限集合ではないので,  は可算集合である.Q Q

例題 1.8

(2) 整数全体の集合  は可算集合である. 実際, 写像  を  に対してZ f :N→Z n∈N

で定めれば  は全単射である.f

注意 1.7
(1)  が有限集合ならば, 全射  が存在するので, 例題1.3より  がたかだかY N→Y Y
可算な集合であるためには全射  が存在することが必要十分である.N→Y

f(n)={1− k n=2k −1
k n=2k



例題 1.10
可算基をもつ位相空間は可分であることを示せ.
解答例

 を可算基  をもつ位相空間とする. 空集合でない各  から点  を選び(X, 𝒪) ℬ U∈ℬ pU

可算な集合である.  の空でない任意の開集合  は  の要素の合併集合だからX O ℬ
 とおくと  はたかだか可算な集合だから  もたかだかA={pU |U∈ℬ, U≠∅} ℬ A

 を満たす空集合でない  が存在する.  だから  となるためU⊂O U∈ℬ pU ∈U pU ∈O
 が成り立つ. 従って  の空でない任意の開集合  に対して pU ∈A∩O X O A∩O≠∅

だから  である. X=A

定義 1.9

(1)  のたかだか可算な集合である基底が存在するとき,  は可算基をもつと𝒪 (X, 𝒪)
 を位相空間とする.(X, 𝒪)

いう.
(2)  のたかだか可算な部分集合  で  を満たすものが存在するとき, X A X=A (X, 𝒪)
は可分であるという.



例題 1.11
 を距離空間とする.  の部分集合  が  を満たすとき,  の開球から(X, d) X A A=X (X, d)

なる集合  は  の基底であることを示せ.ℬ={Bd(p ; 1
n ) |p∈A, n∈N} 𝒪d

任意の  と  に対し,  の定義から,  で  を満たすものO∈𝒪d p∈O 𝒪d r>0 Bd(p ; r)⊂O

 が選べて,  かつ  が成り立つ. c∈Bd(p ; 1
n )∩A Bd(c ; 1

n )∈ℬ p∈Bd(c ; 1
n )

 ならば  だから  がx∈Bd(c ; 1
n ) d(x, c)< 1

n < r
2 d(x, p)≦d(x, c)+d(c, p)< 2

n <r

得られる. 従って  だから  が成り立つため,x∈Bd(p ; r) Bd(c ; 1
n )⊂Bd(p ; r)

が成り立つため, 幾何学Ⅰ命題8.5により  は  の基底である.ℬ 𝒪d

がある.  を満たす  を選ぶ.  より  だから1
n < r

2 n∈N p∈X=A Bd(p ; 1
n )∩A≠∅

解答例

距離空間  に対し, 距離関数  から定まる  の位相を  で表す.(X, d) d X 𝒪d

 より  である. さらに  かつ Bd(p ; r)⊂O Bd(c ; 1
n )⊂O p∈Bd(c ; 1

n ) Bd(c; 1
n )∈ℬ



例題 1.12
 を距離空間とする. 位相空間  が可分ならば  は可算基をもつことを(X, d) (X, 𝒪d) 𝒪d

ので, 例題1.11の基底  を考えて, 写像 ℬ={Bd(p ; 1
n ) |p∈A, n∈N} g :N×N→ℬ

を  で定義すれば,  は全射である.g(m, n)=Bd(f(m) ; 1
n ) g

従って例題1.3と例題1.4から  はたかだか可算な  の基底である.ℬ 𝒪d

例題 1.13
 とおけば  は可算集合で, Qn ={(x1, x2,…, xn)∈Rn |x1, x2,…, xn ∈Q} Qn Qn =Rn

が成り立つことを示せ.

命題1.5から数学的帰納法によって可算集合の有限個の直積は可算集合であることが

解答例

解答例

示せ.

 のたかだか可算な部分集合  で  を満たすものがある. 全射  があるX A A=X f :N→A

示されるため,  は可算集合である.Qn



故に中心が  で半径  の開球は  の要素を含むため   である.p r Qn Qn =Rn

 に対して  が成り立つため,  である.i=1,2,…, n |qi − pi |< r

n
∥q−p∥<r

解答例の続き
任意の  と  に対し, 開区間  に含まれる有理数  をp∈Rn r>0 (pi−

r

n
, pi+

r

n ) qi

各  に対して1つずつ選んで  とおけば  であり,i=1,2,…, n q=(q1, q2,…, qn) q∈Qn

命題 1.14
 次元ユークリッド空間  の通常の距離関数から定まる  の位相は可算基をもつ.n Rn Rn

例題1.12と例題1.13から次の結果が得られる.



幾何学演習Ⅱ

第2回　全有界な距離空間



 を距離空間とする.(X, d)
定義 2.1

(1)  の有界な部分集合  に対して  とおき,  をX A δ(A)=sup{d(x, y) |x, y∈A} δ(A)
 の直径という.A

(2)  を正の実数とする.  の部分集合族  が  かつすべての  にε X (Ui)i∈I X=⋃
i∈I

Ui i∈ I

対して  を満たすとき,  を  の -被覆という.δ(Ui)<ε (Ui)i∈I (X, d) ε
(3) 任意の正の実数  に対して有限個の  の部分集合からなる  の -被覆がε X (X, d) ε
存在するとき,  は全有界であるという.(X, d)

(4)  を正の実数とする. 次の条件を満たす  の点列  を  の -列という.ε X (xk)k∈N (X, d) ε
｢任意の  に対して .｣k, l∈N d(xk, xl)<ε

距離空間  が与えられたとき,  の部分集合 ,  に対し,(X, d) X A B

とおく.
d(A, B)=inf{d(x, y) | x∈A, y∈B}



例題 2.2
(1) ,  が有界な  の部分集合ならば  も有界で, 次が成り立つことを示せ.A B X A∪B

δ(A∪B)≦δ(A)+δ(B)+d(A, B)

(3)  が全有界ならば  は有界, すなわち  は(X, d) X δ(X)=sup{d(x, y) |x, y∈X}

(2)  が有界な  の部分集合ならば次の不等式が成り立つことを示せ.U1, U2,…, Un X

有限であることを示せ.

δ(U1∪U2∪⋯∪Un)≦
n

∑
i=1

δ(Ui)+
n−1
∑
i=1

d(U1∪U2∪⋯∪Ui, Ui+1)

解答例
(1)  ならば  であり,  ならば  である. またx, y∈A d(x, y)≦δ(A) x, y∈B d(x, y)≦δ(B)
任意の  に対して ,  で  を満たすものがあるε>0 p∈A q∈B d(p, q)<d(A, B)+ε
ため, ,  の場合, 三角不等式と上の不等式から次の不等式が成り立つ.x∈A y∈B

d(x, y)≦d(x, p)+d(p, q)+d(q, y)<δ(A)+d(A, B)+ε+δ(B)
故に  ならば任意の  に対し x, y∈A∪B ε>0 d(x, y)<δ(A)+δ(B)+d(A, B)+ε
である.



ため,  である. 故に  は上にd(x, y)≦δ(A)+δ(B)+d(A, B) {d(x, y) |x, y∈A∪B}

不等式と  の定義から  が得られる.δ(A∪B) δ(A∪B)≦δ(A)+δ(B)+d(A, B)
有界な  の部分集合だから幾何学演習Ⅰ例題15.1から  は有界であり, 上のR A∪B

 ならば  とd(x, y)>δ(A)+δ(B)+d(A, B) ε= 1
2 (d(x, y)−δ(A)−δ(B)−d(A, B))

おくと  であり, 上の不等式から  が得られ  となって矛盾が生じるε>0 2ε≦ε ε≦0

解答例の続き

(2)  の場合は(1)から  が成り立つ.  のn=2 δ(U1∪U2)≦δ(U1)+δ(U2)+d(U1, U2) n=k
とき, 主張が成り立つと仮定して  が有界な  の部分集合ならば(1)U1, U2,…, Uk+1 X
と帰納法の仮定から次の不等式が成り立つため  のときも主張が成り立つ.n=k+1

δ(U1∪U2∪⋯∪Uk+1)≦δ(U1∪U2∪⋯∪Uk)+δ(Uk+1)+d(U1∪U2∪⋯∪Uk, Uk+1)

≦
k

∑
i=1

δ(Ui)+
k−1
∑
i=1

d(U1∪U2∪⋯∪Ui, Ui+1)+δ(Uk+1)+d(U1∪U2∪⋯∪Uk, Uk+1)

=
k+1
∑
i=1

δ(Ui)+
k

∑
i=1

d(U1∪U2∪⋯∪Ui, Ui+1)



解答例の続き
(3) 仮定から有限個の部分集合からなる  の -被覆  が存在する.(X, d) 1 (Ui)i=1,2,…,n

 より上の不等式からX=U1∪U2∪⋯∪Un

δ(X)=δ(U1∪U2∪⋯∪Un)≦
n

∑
i=1

δ(Ui)+
n−1
∑
i=1

d(U1∪U2∪⋯∪Ui, Ui+1)
だから  は有界である.X



 を全有界な距離空間,  を任意の正の実数とする.  の任意の点列は -列で(X, d) ε X ε
例題 2.3

ある部分列をもつことを示せ.

解答例

とすれば, 任意の  に対して  だから  が成りi, j∈N xki
, xkj

∈Um d(xki
, xkj

)≦δ(Um)<ε

仮定から有限個の部分集合からなる  の -被覆  が存在する.(X, d) ε (Ui)i=1,2,…,n
 だから,  の点列  に対して  とX=U1∪U2∪⋯∪Un X (xk)k∈N Si ={k∈N |xk ∈Ui}

おけば  が成り立つ. 故に  の中に無限集合であるものN=S1∪S2∪⋯∪Sn S1, S2,…, Sn

が存在する.  が無限集合であるとき  ( )Sm Sm ={k1, k2,…, ki,…} k1 <⋯<ki <ki+1 <⋯

立つため  は  の -列である.(xki
)i∈N (X, d) ε



を示せ.

例題 2.4
距離空間  が全有界ならば  の任意の点列は Cauchy 列を部分列に含むこと(X, d) X

解答例
 を  の任意の点列として  の部分列  を次のように帰納的に(xk)k∈N X (xk)k∈N (x(n)

i )i∈N

定める. 例題2.3から  の部分列で -列であるものが存在するため,  を(xk)k∈N 1 (x(1)
i )i∈N

-列である  の部分列とする.  の部分列で -列である  が1 (xk)k∈N (xk)k∈N
1
n (x(n)

i )i∈N

定まったとすれば, 例題2.3から,  の部分列で -列であるものが存在する(x(n)
i )i∈N

1
n + 1

ため,  を -列である  の部分列とする. このとき各  に(x(n+1)
i )i∈N

1
n + 1 (x(n)

i )i∈N n, i∈N
対して  を満たす  が定まり,  かつxk(n)i

=x(n)
i k(n)i ∈N k(n)1 <⋯<k(n)i <k(n)i+1 <⋯

 は  に含まれる.{k(n + 1)1, k(n + 1)2,…, k(n + 1)i,…} {k(n)1, k(n)2,…, k(n)i,…}
従って  だから, とくに  となるため,k(n)i ≦k(n + 1)i <k(n + 1)i+1 k(n)n <k(n + 1)n+1

 は  の部分列である.(xk(n)n
)n∈N (xk)k∈N



解答例の続き
任意の  に対し,  である自然数  をとれば  より ε>0 N> 1

ε N 1
N <ε (xk(N)i

)i∈N =(x(N)
i )i∈N

は -列である.  ならば  は  の部分列 だから  はε n≧N (xk(n)i
)i∈N (xk(N)i

)i∈N (xk(n)n
)n≧N

 の部分列である. 故に  ならば  だから(xk(N)i
)i∈N m, n≧N d(xk(m)m

, xk(n)n
) < ε

 はCauchy列である  の部分列である.(xk(n)n
)n∈N (xk)k∈N

全有界であることを示せ.

例題 2.5
距離空間  における任意の点列が Cauchy 列を部分列に含めば  は(X, d) (X, d)

定理 2.6
距離空間  が全有界であるためには,  の任意の点列が Cauchy 列を部分列に(X, d) X
含むことが必要十分である.

例題2.4, 例題2.5から直ちに次の定理が得られる.



集合  に対して  が成り立つ. S X≠ ⋃
p∈S

Bd(p ; r)

 を一つ選び,  が  ( )を満たすx1 ∈X x1, x2,…, xk ∈X xi ∈X −
i−1
⋃
j=1

Bd(xj ; r) i=2,3,…, k

ように選べたとすれば,  だから  が選べる.X≠
k

⋃
j=1

Bd(xj ; r) xk+1 ∈X −
k

⋃
j=1

Bd(xj ; r)

ここで  ならば  より  となるため k< l xl ∈X −
l−1
⋃
j=1

Bd(xj ; r) xl ∉Bd(xk ; r) d(xk, xl)≧r

が成り立つ. 従って点列  はCauchy列を部分列に含まない.(xk)k∈N

例題2.5の解答例
 が全有界でないと仮定して Cauchy 列を部分列に含まない点列が存在すること(X, d)

を示す. 仮定から  が存在して, 有限個の部分集合からなる  の -被覆は存在ε>0 (X, d) ε
しない.  と  に対し,  ならば r>0 p∈X x, y∈Bd(p ; r) d(x, y)≦d(x, p)+d(p, y)≦2r
だから  であることに注意すれば,  ならば  の任意の有限部分δ(Bd(p ; r))≦2r r< ε

2 X



第3回　点列コンパクト

幾何学演習Ⅱ



例題 3.1

解答例

位相空間  が可算基をもつとき,  を満たす  の開集合族  に(X, 𝒪) X=⋃
i∈I

Ui X (Ui)i∈I

対して,  のたかだか可算な部分集合  で  を満たすものが存在することI J X= ⋃
i∈J

Ui
を示せ.

 をたかだか可算な  の基底とする. 各  に対して  とおき,ℬ 𝒪 O∈ℬ JO ={i∈ I |O⊂Ui}
 とおけば,  だから  もたかだか可算な集合である.ℬ′ ={O∈ℬ |JO ≠∅} ℬ′ ⊂ℬ ℬ′ 

各  に対して  を一つずつ選んで  とおけば  は  のO∈ℬ′ jO ∈JO J={ jO |O∈ℬ′ } J I
たかだか可算な部分集合である.  ならば  より  となる  がx∈X X=⋃

i∈I
Ui x∈Ui i∈ I

存在する.  は  の要素の合併集合だから  を満たす  がある.Ui ℬ x∈O⊂Ui O∈ℬ
このとき  だから  となるため,  である. 一方  だからi∈JO JO ≠∅ O∈ℬ′ jO ∈JO

 が成り立つため,  が得られる. 従って  である.O⊂UjO x∈UjO ⊂ ⋃
i∈J

Ui X= ⋃
i∈J

Ui



仮定から任意の自然数  に対して有限個の  の部分集合からなる  の -被覆n X (X, d) 1
n

例題1.13により  から定まる  の位相に関して  は可分であることを示せばよい.d X X
解答例

距離空間  が全有界ならば  から定まる  の位相は可算基をもつことを示せ.(X, d) d X
例題 3.2

 が存在する. 各自然数  と  に対して  を一つ(Un,i)i=1,2,…,ln n i=1,2,…, ln an,i ∈Un,i

ずつ選んで  とおき,  とおくと, 例題1.6より  はAn ={an,1, an,2,…, an,ln} A=
∞
⋃
n=1

An A

とれば  であり,  となる  が存在するため, 不等式1
n ≦ε x∈Un,i i=1,2,…, ln

たかだか可算な集合である. 任意の  と  に対して  である自然数  をx∈X ε>0 n≧ 1
ε n

 が成り立つ. 従って  だから  が成りd(x, an,i)≦δ(Un,i)< 1
n ≦ε an,i ∈Bd(x ; ε) x∈A

立つため,  である. 故に  から定まる  の位相に関して  は可分である.X=A d X X



定義 3.3
 を距離空間とする.  の任意の点列が収束する部分列をもつとき,  は(X, d) X (X, d)

点列コンパクトであるという.

例題 3.4
距離空間  が点列コンパクトならば  は完備かつ全有界であることを(X, d) (X, d)
示せ.

解答例
 が点列コンパクトならば,  の任意の点列  に対してその部分列 (X, d) X (xk)k∈N (xki

)i∈N
で収束するものがある.  は収束するため幾何学Ⅱ命題1.7によって Cauchy 列(xki

)i∈N

だから例題2.5によって  は全有界である.(X, d)
また,  が  の Cauchy 列ならば仮定から  は収束する部分列を(xk)k∈N (X, d) (xk)k∈N

もつため, 幾何学Ⅱ補題1.9から  は収束する. 故に  は完備である. (xk)k∈N (X, d)



 を  の任意の点列とする. 例題2.4から  は Cauchy 列を部分列に含み,(xk)k∈N X (xk)k∈N

例題 3.5
距離空間  が完備かつ全有界ならば  は点列コンパクトであることを示せ.(X, d) (X, d)
解答例

例題 3.6
距離空間  が点列コンパクトならば, 距離関数  から定まる  の位相に関して(X, d) d X
 はコンパクトであることを示せ.X

解答例
仮定と例題3.4から  は全有界だから例題3.2によって  から定まる  の位相は(X, d) d X
可算基をもつ. 従って例題3.1から  を満たす  の開集合族  に対して,X=⋃

i∈I
Ui X (Ui)i∈I

 のたかだか可算な部分集合  で  を満たすものが存在する.  が有限集合でI J X= ⋃
i∈J

Ui J

ない場合を考えればいいので  とする.J={i1, i2,…, in,…}

 の Cauchy 列は収束するため,  は収束する部分列をもつ. 故に (X, d) (xk)k∈N (X, d)
は点列コンパクトである.



解答例の続き
 とおき, すべての自然数  に対して  と仮定する.An =X−(Ui1∪Ui2∪⋯ ∪Uin) n An ≠∅

このとき各  に対して  を一つずつ選んで  の点列  が得られる.n∈N an ∈An X (an)n∈N
 は点列コンパクトだから  の収束する部分列  が存在する.(X, d) (an)n∈N (ank

)k∈N

 とおけば,  より  を満たす自然数  が存在する.  はlim
k→∞

ank
=p X=

∞
⋃
n=1

Uin p∈Uim m Uim

開集合だから自然数  で条件 ｢  ならば ｣ を満たすものがある. ここでN k≧N ank
∈Uim

 は  を満たす自然数の列だから  が任意の  に(nk)k∈N n1 <n2 <⋯<nk <⋯ nk ≧k k∈N
対して成り立つため,  と  の大きい方を  とすれば  かつ m N l anl

∈Uim∩ Anl
nl ≧ l≧m

が成り立つ. 後者の不等式から  だからAnl
⊂ Am

Uim∩ Anl
⊂Uim∩ Am =Uim∩(X−(Ui1∪Ui2∪⋯ ∪Uim))=∅

より  が得られて  と矛盾する. 故に  を満たす自然数Uim∩ Anl
=∅ anl

∈Uim∩ Anl
An =∅

 が存在するため  となり,  はコンパクトであることがわかる.n X=Ui1∪Ui2∪⋯ ∪Uin X



定理 3.7
距離空間  について次の3つの条件は同値である.(X, d)
   距離関数  から定まる  の位相に関して  はコンパクトである.(i) d X X
   は点列コンパクトである.(ii) (X, d)
  は完備かつ全有界である.(iii) (X, d)

これまでの結果をまとめれば, 次の定理が得られる.

 は幾何学Ⅱ定理1.4,  は例題3.4,  は例題3.5, (i)⇒ (ii) (ii)⇒ (iii) (iii)⇒ (ii) (ii)⇒ (i)
は例題3.6で示された.



第4回　写像の微分

幾何学演習Ⅱ



例題 4.1
実数を成分とする  次対称行列  に対して関数  を  でn A f :Rn →R f(x)= txAx
定めるとき,  の  における微分  を求めよ.f p∈Rn f′ (p)

f(x) − f(p) − 2tpA(x − p)
∥x − p∥ = | txAx − tpAp − 2tpA(x − p) |

∥x − p∥ = | t(x − p)Ax − tpA(x − p) |
∥x − p∥

= | t(x − p)Ax − t(x − p)Ap |
∥x − p∥ = | t(x − p)A(x − p) |

∥x − p∥ ≦∥A∥∥x − p∥

だから次の式が得られる. 
| t(x−p)A(x−p) |≦∥t(x−p)∥∥A(x−p)∥≦∥t(x−p)∥∥A∥∥x−p∥=∥A∥∥x−p∥2

解答例
 は対称行列で  はスカラーだから A tpA(x−p) tpA(x−p)= t(tpA(x−p))= t(x−p)Ap
であり, 幾何学Ⅱ補題2.1から

 だから上式より  である. 従ってlim
x→p

∥A∥∥x−p∥=0 lim
x→p

f(x) − f(p) − 2tpA(x − p)
∥x − p∥ =0

 が成り立つため, 微分の定義から  である.lim
x→p

f(x) − f(p) − 2tpA(x − p)
∥x − p∥ =0 f′ (p)=2tpA



例題 4.2
 を  の開集合とし, 写像  はともに  で微分可能であるとする.X Rn f, g :X→Rm p∈X

 で定義される写像  の  における微分  はF(x)= f(x)+g(x) F :X→Rm p∈X F′ (p)
 で与えられることを示せ.F′ (p)= f′ (p)+g′ (p)

解答例
仮定から  が成り立つため,lim

x→p
f(x) − ( f(p) + f′ (p)(x − p))

∥x − p∥ = lim
x→p

g(x) − (g(p) + g′ (p)(x − p))
∥x − p∥ =0

lim
x→p

F(x) − (F(p) + ( f′ (p) + g′ (p))(x − p))
∥x − p∥ = lim

x→p
f(x) + g(x) − ( f(p) + g(p) + ( f′ (p) + g′ (p))(x − p))

∥x − p∥

= lim
x→p

f(x) − ( f(p) + f′ (p)(x − p)) + g(x) − (g(p) + g′ (p)(x − p))
∥x − p∥

= lim
x→p

f(x) − ( f(p) + f′ (p)(x − p))
∥x − p∥ + lim

x→p
g(x) − (g(p) + g′ (p)(x − p))

∥x − p∥ =0

である. 従って微分の定義から  である.F′ (p)= f′ (p)+g′ (p)



例題 4.3
 を  の開集合とし, 写像 ,  はともに  で微分可能でX Rn f :X→Rm φ :X→R p∈X
あるとする.  で定義される写像  の  における微分F(x)=φ(x)f(x) F :X→Rm p∈X

 は  で与えられることを示せ.F′ (p) F′ (p)= f(p)φ′ (p)+φ(p)f′ (p)

解答例

 が成り立つ.lim
x→p

εφ, p(x)=0

εf, p(x)={
f(x) − ( f(p) + f′ (p)(x − p))

∥x − p∥ x≠p

0 x=p

εφ, p(x)={
φ(x) − (φ(p) + φ′ (p)(x − p))

∥x − p∥ x≠p

0 x=p

写像 ,  を以下で定めれば, 仮定から  かつεf, p :X→Rm εφ, p :X→R lim
x→p

εf, p(x)=0



解答例の続き
このとき

φ(x)=φ(p)+φ′ (p)(x−p)+∥x−p∥εφ, p(x)
f(x)= f(p)+ f′ (p)(x−p)+∥x−p∥εf, p(x)

が任意の  に対して成り立つため,  がスカラーであることに注意x∈X φ′ (p)(x−p)
すれば, 次の等式が得られる.

F(x)−F(p)=φ(x)f(x)−φ(p)f(p)=(φ(x)−φ(p))f(x)+φ(p)( f(x)− f(p))
=(φ′ (p)(x−p)+∥x−p∥εφ, p(x))f(x)+φ(p)( f′ (p)(x−p)+∥x−p∥εf, p(x))
=φ′ (p)(x−p)f(x)+∥x−p∥εφ, p(x)f(x)+φ(p)f′ (p)(x−p)+φ(p)∥x−p∥εf, p(x)
= f(x)φ′ (p)(x−p)+∥x−p∥εφ, p(x)f(x)+φ(p)f′ (p)(x−p)+∥x−p∥φ(p)εf, p(x)
=( f(x)φ′ (p)+φ(p)f′ (p))(x−p)+∥x−p∥(εφ, p(x)f(x)+φ(p)εf, p(x))

従って次の等式が得られる.



 …  = f′ (p)(x − p)φ′ (p)(x − p)
∥x − p∥ +εφ, p(x)f(x)+(φ(p)+φ′ (p)(x−p))εf, p(x) ( )

F(x) − (F(p) + ( f(p)φ′ (p) + φ(p)f′ (p))(x − p))
∥x − p∥ = ( f(x) − f(p))φ′ (p)(x − p)

∥x − p∥ +εφ, p(x)f(x)+φ(p)εf, p(x)
解答例の続き

=
( f′ (p)(x − p) +∥x − p∥εf, p(x))φ′ (p)(x − p)

∥x − p∥ +εφ, p(x)f(x)+φ(p)εf, p(x)

*
幾何学Ⅱ補題2.1から

,   ∥f′ (p)(x−p)∥≦∥f′ (p)∥∥x−p∥ |φ′ (p)(x−p) |≦∥φ′ (p)∥∥x−p∥

だから  がf′ (p)(x − p)φ′ (p)(x − p)
∥x − p∥ ≦ ∥φ′ (p)∥∥f′ (p)∥∥x − p∥2

∥x − p∥ =∥φ′ (p)∥∥f′ (p)∥∥x−p∥

成り立つ. この不等式から  である. また, ,lim
x→p

f′ (p)(x − p)φ′ (p)(x − p)
∥x − p∥ =0 lim

x→p
εf, p(x)=0

 だから  より  がlim
x→p

εφ, p(x)=0 ( ) lim
x→p

F(x) − (F(p) + ( f(p)φ′ (p) + φ(p)f′ (p))(x − p))
∥x − p∥ =0

得られるため,   が成り立つ.F′ (p)= f(p)φ′ (p)+φ(p)f′ (p)
*



例題 4.4
,  を  以上の整数,  を正の実数とし,  を次で定義される関数とする.m n 0 r f :R2 →R

f(x
y)={

xmyn

(x2 + y2)r (x
y)≠(0

0)
0 (x

y)=(0
0)

 が原点で微分可能であるための条件は  であることを示せ.f m+n>2r+1
解答例

 ,   より次の等式が成り立つ.f( t
0)={ 0 n > 0

tm−2r n = 0
f(0

t)={ 0 m > 0
tn−2r m = 0

∂f
∂y (0

0)=lim
t→0

1
t ( f(0

t)− f(0
0))={

0 m>0 n>2r+1
1 m=0 n=2r+1
∞ m=0 n<2r+1

∂f
∂x (0

0)=lim
t→0

1
t ( f( t

0)− f(0
0))={

0 m>2r+1 n>0
1 m=2r+1 n=0
∞ m<2r+1 n=0

または
かつ
かつ

かつ
かつ

または



 が原点で微分可能ならば, 幾何学Ⅱ命題2.9より  が成り立ち,f f′ (0
0)=( ∂f

∂x (0
0)

∂f
∂y (0

0))
解答例の続き

幾何学Ⅱ命題2.7より  は原点で  方向に微分可能だから次の等式が成り立つ.f (1
1)

lim
t→0

1
t ( f(t

t)− f(0
0))= f′ (0

0)(1
1)= ∂f

∂x (0
0)+ ∂f

∂y (0
0)

一方  ならば  だから  ならばt≠0 1
t ( f(t

t)− f(0
0))= tm+n−2r−1

2r m+n=2r+1
 であり,  ならば  である.lim

t→0
1
t ( f(t

t)− f(0
0))= 1

2r m+n<2r+1 lim
t→0

1
t ( f(t

t)− f(0
0))=∞

前者の場合は  であるが,  と  が存在する場合,0<lim
t→0

1
t ( f(t

t)− f(0
0))< 1 ∂f

∂x (0
0)

∂f
∂y (0

0)
これらの値は  または  だから  である.0 1 lim

t→0
1
t ( f(t

t)− f(0
0))≠ ∂f

∂x (0
0)+ ∂f

∂y (0
0)

後者の場合は  は原点で  方向に微分不可能である. f (1
1)

以上から,  ならば  は原点で微分不可能である.m+n≦2r+1 f



解答例の続き
 に対して ,  だからx=(x

y)≠(0
0) |x |m =( x2 )m ≦∥x∥m |y |n =( y2 )

n
≦∥x∥n

f(x) − ( f(0) + (0 0) x)
∥x∥

=
xmyn

(x2 + y2 )r+ 1
2

=
|x |m |y |n

∥x∥2r+1
≦∥x∥m+n−2r−1

である. 故に  の場合は  だから, 上の不等式からm+n>2r+1 lim
x→0

∥x∥m+n−2r−1 =0

 が成り立つため,  は原点で微分可能である.lim
x→0

f(x) − ( f(0) + (0 0) x)
∥x∥ =0 f



第5回　偏微分

幾何学演習Ⅱ



 によって定義すれば  は連続関数であることを示せ.F(x)= f(x, t) dt F

例題 5.1
 を  の開集合,  とし, 連続関数  に対して関数  をU Rn a<b f :U×[a, b]→R F :U→R

解答例
 は開集合だから  に対し,  となる  がある.U p∈U Bn(p ; 2r)⊂U r>0

 とおけば  より  は B̄n(p ; r)={x∈Rn |∥x−p∥≦r} B̄n(p ; r)⊂Bn(p ; 2r) B̄n(p ; r) U
に含まれ, 有界閉集合だから幾何学Ⅰ定理11.19からコンパクトである.
また幾何学Ⅰ定理11.3から  もコンパクトだから幾何学Ⅰ定理11.6によって[a, b]

 に制限して得られる関数は一様連続だから, 任意の  に対してB̄n(p ; r)×[a, b] ε>0

.」| f(x, u)−f(y, v) |< ε
2(b − a)

｢ ,  かつ  ならばx, y∈ B̄n(p ; r) u, v∈ [a, b] ∥x−y∥2+|u−v |2 <δ2

 もコンパクトである. 故に幾何学Ⅰ定理12.10により  の定義域をB̄n(p ; r)×[a, b] f

 で次の条件を満たすものがある.δ>0

∫a
b



解答例の続き

が成り立つため,  は  で連続である.F p

故に  ならば∥x−p∥<min{δ, r}

≦ ε
2(b − a) dt= ε

2 <ε

|F(x)−F(p) |= f(x, t) dt− f(p, t) dt

例題 5.2

関して偏微分可能で,  が成り立つことを示せ.∂F
∂xi

(p)= ∂f
∂xi

(p, t) dt

 を  の開集合,  とする. 関数  は連続で,  番目 ( )U Rn a<b f :U×[a, b]→R i 1≦ i≦n
の変数に関して偏微分可能かつ偏導関数  は連続であるとする.∂f

∂xi
:U×[a, b]→R

関数  を  によって定義すれば  は  番目の変数にF :U→R F(x)= f(x, t) dt F i

≦ | f(x, t)−f(p, t) | dt

∫a
b ∫a

b

∫a
b

∫a
b

∫a
b

∫a
b



.｣∂f
∂xi

(x, u)− ∂f
∂xi

(y, v) < ε
2(b − a)

平均値の定理から  を満たす  があるf(x+hei, t)− f(x, t)=h ∂f
∂xi

(x+θhei, t) 0<θ<1
解答例

ため, 次の等式が成り立つ.
F(x + hei) − F(x)

h = 1
h ( f(x+hei, t) dt− f(x, t) dt)

 … = 1
h ( ( f(x+hei, t)− f(x, t)) dt)= ∂f

∂xi
(x+θhei, t) dt ( )

 は開集合だから  に対し,  となる  がある.  をU p∈U Bn(p ; 2r)⊂U r>0 B̄n(p ; r)
例題5.1の解答例と同様に選べば, 仮定から  の定義域を  に制限∂f

∂xi
B̄n(p ; r)×[a, b]

して得られる関数は一様連続である. 故に任意の  に対して  で条件ε>0 δ>0
｢ ,  かつ  ならばx, y∈ B̄n(p ; r) u, v∈ [a, b] ∥x−y∥2+|u−v |2 <δ2

*

を満たすものがある. 従って  ならば  から次の不等式が成り立つ|h |<δ ( )*

∫a
b ∫a

b

∫a
b ∫a

b



解答例の続き
F(x + hei) − F(x)

h − ∂f
∂xi

(x, t) dt = ( ∂f
∂xi

(x+θhei, t)− ∂f
∂xi

(x, t))dt

故に  が成り立つ.∂F
∂xi

(p)= ∂f
∂xi

(p, t) dt

注意 5.3
例題5.2の仮定がすべての  に対して満たされるとき, 例題5.1と例題5.2i=1,2,…, n
から  は連続だから  は  級関数である. さらにすべての  と∂F

∂xi
F C1 s=1,2,…, r

 に対して  が存在して連続ならば  は1≦ i1, i2,…, is ≦n ∂sf
∂xi1∂xi2⋯ ∂xis

:U×[a, b]→R F

 級関数であることが,  による数学的帰納法で示される. Cr r

≦ ∂f
∂xi

(x+θhei, t)− ∂f
∂xi

(x, t) dt

≦ ε
2(b − a) dt= ε

2 <ε∫a
b

∫a
b

∫a
b

∫a
b

∫a
b



(2)  ならば ,  が成り立つことを示せ.∂h
∂x = ∂g

∂y
∂f
∂x =g ∂f

∂y =h

で定める.
(1)  ならば  であることを示せ.∂f

∂x =g ∂h
∂x = ∂g

∂y

例題 5.4

解答例
(1) 微分積分学の基本定理と例題5.2から  だから,∂f

∂x (x, y)=g(x,0)+ ∂h
∂x (x, t) dt

 ならば  が成り立つ. この両辺を  で偏微分∂f
∂x =g ∂h

∂x (x, t) dt=g(x, y)−g(x,0) y

すれば  が得られる.∂h
∂x = ∂g

∂y
(2) 1番目の変数を固定して  を2番目の変数に関する1変数関数とみなしたとき,  はg g

 の原始関数であことに注意すれば微分積分学の基本定理と例題5.2および仮定∂g
∂y
から, 次の等式が成り立つ.

 級関数  に対して  を C1 g, h :R2 →R f :R2 →R f(x, y)= g(s,0) ds+ h(x, t) dt∫0

x ∫0

y

∫0

y
∫0

y



より  である.∂f
∂y =h

=g(x,0)+g(x, y)−g(x,0)=g(x, y)

∂f
∂x (x, y)=g(x,0)+ ∂h

∂x (x, t) dt=g(x,0)+ ∂g
∂y (x, t) dt

解答例の続き

例題 5.5
 を開区間として,  とおく.  で定義された  級関数I1, I2,…, In X= I1×I2×⋯×In X Cr

( )  と  に対し,  で定義された  級関数 r≧1 f p=(p1, p2,…, pn)∈X X Cr−1 f1, f2,…, fn
で, 任意の  に対して次の等式を満たすものがあることを示せ.x=(x1, x2,…, xn)∈X

f(x)= f(p)+
n

∑
i=1

(xi−pi) fi(x)

∫
0

y
∫

0

y

 は2番目の変数に関しては定数値関数だから, 微分積分学の基本定理g(s,0) ds∫
0

x



 に対して  とおくと  の形状から i=1,2,…, n xi =(x1,…, xi, pi+1,…, pn) X xi ∈X
解答例

である.  に対して関数  を  でi=1,2,…, n gi : [0,1]→R gi(t)= f(xi−1+t(xi−xi−1))
定める.  ならば  だから, 合成写像の微分法によりi=1,2,…, n xi−xi−1 =(xi−pi)ei

 である. 従って, 微分積分学の基本定理からg′ i(t)=(xi−pi)
∂f
∂xi

(xi−1+t(xi−xi−1))

f(xi)− f(xi−1)=gi(1)−gi(0)= g′ i(t) dt=(xi−pi)
∂f
∂xi

(xi−1+t(xi−xi−1)) dt

が得られる.  で関数  を定義すれば,fi(x)= ∂f
∂xi

(xi−1+t(xi−xi−1)) dt fi :X→R
 が  級関数であることと例題5.1, 例題5.2から  は  級関数であり,∂f

∂xi
Cr−1 fi Cr−1

 が成り立つ.f(x)= f(p)+
n

∑
i=1

( f(xi)− f(xi−1))= f(p)+
n

∑
i=1

(xi−pi) fi(x)

∫
0

1 ∫
0

1

∫
0

1
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 ,   f0(t)=1 fn+1(t)=1+ fn(s)2ds

(5)  のとき  であることを示せ.| t |<1 lim
n→∞

fn(t)= 1
1 − t

例題 6.1
 以上の整数  に対して関数  を次の等式で帰納的に定める.0 n fn

(1)  に対して  を求めよ.n=1,2,3 fn(t)
(2)  は  で割り切れる  の多項式であることを示せ.fn(t)−(1+t+t2+⋯+tn) tn+1 t
(3)  は  次の  の多項式であることを示せ.fn(t) 2n−1 t
(4)  の  の係数を  とおけば  であることを示せ.fn(t) tk cn,k 0≦cn,k ≦1

解答例
(1) , , f1(t)=1+t f2(t)=1+t+t2+ 1

3 t3 f3(t)=1+t+t2+t3+ 2
3 t4+ 1

3 t5+ 1
9 t6+ 1

63 t7

(2)  による数学的帰納法で主張を示す.  のときは主張は明らかに成り立つ.n n=0
 は  で割り切れる  の多項式であると仮定すれば,fn−1(t)−(1+t+t2+⋯+tn−1) tn t

 を満たす  の多項式  がある.fn−1(t)−(1+t+t2+⋯+tn−1)= tngn−1(t) t gn−1(t)

∫
0

t



 の  の  次以下の項は  の  次以下の項を積分して得られ,fn−1(s)2ds t n fn−1(s)2 n−1

だから  の  次以下の項は  の  次以下の項にfn−1(s)2 n−1 (1+s+s2+⋯+sn−1)2 n−1

解答例の続き

(1+s+s2+⋯+sn−1)2 = ∑
0≦i,j≦n−1

si+j =
2n−2
∑
k=0

∑
0≦i,j≦n−1,i+j=k

si+j

=
n−1
∑
k=0

(k+1)sk+
2n−2
∑
k=n

(2n−1−k)sk

より  の  次以下の項は  だから,  のfn−1(s)2 n−1
n−1
∑
k=0

(k+1)sk fn(t)=1+ fn−1(s)2ds

 次以下の項は  となるため,  は  で割り切れる.n
n

∑
k=0

tk fn(t)−(1+t+t2+⋯+tn) tn+1

(3)  の次数を ,  の係数を  とすれば  である.  は  次の多項式fn(t) dn tdn c c≠0 fn(t)2 2dn

で,  の係数は  だから,  の  の係数は  である.t2dn c2 fn+1(t) t2dn+1 c2

2dn + 1 ≠0

∫
0

t

∫0

t

fn−1(s)2 =(1+s+s2+⋯+sn−1)2+2sngn−1(s)(1+s+s2+⋯+sn−1)+s2ngn−1(s)2

等しい.



(4)  ならば  とすれば  よりk ≧ 2n cn,k =0 fn(t)= ∑
k≧0

cn,ktk

fn(t)2 = ∑
i,j≧0

cn,icn,jti+j = ∑
k≧0

( ∑
i+j=k

cn,icn,j)tk

である. 従って  だから, この両辺の∑
k≧0

cn+1,k tk =1+ ∑
k≧0

1
k + 1 ( ∑

i+j=k
cn,icn,j)tk+1

 の係数を比較すれば ,  ならば  が得られる.tk cn+1,0 =1 k≧1 cn+1,k = 1
k

∑
i+j=k−1

cn,icn,j

 より ,  ならば  である.  がすべての  にf0(t)=1 c0,0 =1 k≧1 c0,k =0 0≦cn,k ≦1 k≧0

故に上で得た式から  となるため, 数学的帰納法により主張が示された.0≦cn+1,k ≦1

対して成り立つと仮定すれば,  だから  である.0≦cn,icn,j ≦1 0≦ ∑
i+j=k−1

cn,icn,j ≦k

解答例の続き
故に  は  次の多項式だから  が成り立つ. fn+1(t) 2dn+1 dn+1 =2dn+1
この漸化式と  から  が得られる.d0 =1 dn =2n−1



である.

故に三角不等式から次の不等式が得られる.

fn(t)− 1
1 − t ≦ | fn(t)−(1+t+t2+⋯+tn) |+ (1+t+t2+⋯+tn)− 1

1 − t

≦ | t |n+1

1 − | t |
+ 1 − tn+1

1 − t − 1
1 − t = | t |n+1

1 − | t |
+ | t |n+1

1 − t

 ならば  だから, 上の不等式から| t |<1 lim
n→∞ ( | t |n+1

1 − | t |
+ | t |n+1

1 − t )=0 lim
n→∞

fn(t)= 1
1 − t

解答例の続き
(5) (2)と(4)の結果から  ならば次の不等式が成り立つ.| t |<1

| fn(t)−(1+t+t2+⋯+tn) |= ∑
k≧n+1

cn,ktk ≦ ∑
k≧n+1

cn,k | t |k ≦ ∑
k≧n+1

| t |k = | t |n+1

1 − | t |



,  で定義する. (  は  次単位行列)f0(t)=x0 fk(t)=x0+ (A fk−1(s)+b) ds En n∫

ことを示せ.

実数を成分とする  次正方行列  と  に対して写像  を帰納的にn A b, x0 ∈Rn fk :R→Rn

(1) fk(t)=(En+tA+⋯+ ti

i! Ai+⋯+ tk

k! Ak)x0+(tEn+ t2

2 A+⋯+ ti

i! Ai−1+⋯+ tk

k! Ak−1)b

(2) 任意の  に対して  の点列  は収束することを示せ.t∈R Rn ( fk(t))k≧0

(3)  によって写像  を定めれば  が成り立つf(t)= lim
k→∞

fk(t) f :R→Rn f′ (t)=A f(t)+b

例題 6.２

0

t

であることを示せ.



(1)  であり,  が成り立つと仮定すればf0(t)=Enx0 fk(t)=(
k

∑
i=0

ti

i! Ai)x0+(
k

∑
i=1

ti

i! Ai−1)b

故に数学的帰納法によって主張が示される.

解答例

fk+1(t)=x0+ (A fk(s)+b) ds=x0+
k

∑
i=0

ti+1

(i + 1)! Ai+1x0+
k

∑
i=1

ti+1

(i + 1)! Aib+tb

   ,     より次の等式が成り立つ.si

i! Ai+1x0 ds= ti+1

(i + 1)! Ai+1x0
si

i! Aib ds= ti+1

(i + 1)! Aib∫
0

t

∫0

t

∫
t

0

=(
k+1
∑
i=0

ti

i! Ai)x0+(
k+1
∑
i=1

ti

i! Ai−1)b

(2)  は完備だから  がCauchy列であることを示せばよい. 幾何学Ⅱ補題2.1Rn ( fk(t))k≧0

を繰り返し用いると  が得られ,∥Ajx∥=∥AAj−1x∥≦∥A∥∥Aj−1x∥≦⋯≦∥A∥j∥x∥
 とおけば ,  だから (1) と三角不等式からK=∥A∥+1 ∥A∥i ≦Ki ∥A∥i−1 ≦Ki−1 ≦Ki

次の不等式が成り立つ.



だから,  とおくと  ならば  より次の不等式が成り立つ.L=∥x0∥+∥b∥ k≧m−1 ( )

 … ≦
k+l
∑

i=k+1

| tK |i

i! (∥x0∥+∥b∥) ( )

解答例の続き
∥ fk+l(t)−fk(t)∥=

k+l
∑

i=k+1
( ti

i! Aix0+ ti

i! Ai−1b) ≦
k+l
∑

i=k+1
( | t |i

i! ∥Aix0∥+ | t |i

i! ∥Ai−1b∥)

*

*
 を満たす自然数  を選べば,  に対し,m≧2 | tK | m i≧m

| tK |i

i! = | tK |m−1

(m − 1)!
| tK |

m
| tK |

m + 1 ⋯ | tK |
i ≦ | tK |m−1

(m − 1)! ( | tK |
m )i−m+1 ≦ | tK |m−1

(m − 1)!
1

2i−m+1

∥ fk+l(t)−fk(t)∥≦
k+l
∑

i=k+1

| tK |m−1

(m − 1)!
L

2i−m+1 = | tK |m−1 L
2k−m+1(m − 1)! (1− 1

2l )≦ | tK |m−1 L
2k−m+1(m − 1)!

≦
k+l
∑

i=k+1
( | t |i

i! ∥A∥i∥x0∥+ | t |i

i! ∥A∥i−1∥b∥)

 だから, 上の不等式から  はCauchy列である.lim
k→∞

| tK |m−1 L
2k−m+1(m − 1)!

=0 ( fk(t))k≧0



解答例の続き
(3)  に注意∥Aix0+Ai−1b∥≦∥Aix0∥+∥Ai−1b∥≦∥A∥i∥x0∥+∥A∥i−1∥b∥≦KiL

fk(t + h) − fk(t)
h −(A fk−1(t)+b) =

k
∑
i=2 ( 1

i(i − 1)

i−2
∑
j=0

tjhi−j−1

j!(i − j − 2)! )(Aix0+Ai−1b)

= |h |K2L
k

∑
i=2

(K( | t | + |h | ))i−2

(i − 2)!

≦ |h |L
k

∑
i=2 (i−2

∑
j=0

| t |j |h |i−j−2

j!(i − j − 2)! )Ki

上の不等式で  とすれば  がk→∞ f(t + h) − f(t)
h −(A f(t)+b) ≦ |h |K2LeK(|t|+|h|)

得られ,  のとき, この右辺は  に近づくため,  が成り立つ.h→0 0 f′ (t)=A f(t)+b

≦ |h |K2LeK(|t|+|h|)

すれば  に対して次の不等式が成り立つ.t, h∈R



第7回　陰関数定理
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,  をそれぞれ ,  の開集合とする.  級写像 ,  とX U Rn Rn×Rm C1 f :X→Rn g :X→Rm
例題 7.1

 が与えられており, すべての  に対して  が成り立つとき,F :U→Rk x∈X ( f(x)
g(x))∈U

写像  を  で定めると,  の  における微分  はφ :X→Rk φ(x)=F( f(x)
g(x)) φ x∈X φ′ (x)

次で与えられることを示せ.
φ′ (x)=D1F( f(x)

g(x)) f′ (x)+D2F( f(x)
g(x))g′ (x)

解答例
写像  を  で定義すれば,  である. 幾何学Ⅱ命題2.10のh :X→U h(x)=( f(x)

g(x)) φ=F∘h

(1)から  であり,  だから合成写像の微分法h′ (x)=( f′ (x)
g′ (x)) F′ (x

y)=(D1F(x
y) D2F(x

y))
から次の等式が得られる.

φ′ (x)=F′ (h(x))h′ (x)=(D1F ( f(x)
g(x)) D2F ( f(x)

g(x)))( f′ (x)
g′ (x))

=D1F ( f(x)
g(x)) f′ (x)+D2F ( f(x)

g(x))g′ (x)



 を  の開集合とし,  を  級関数とする.  は  をU Rn×R F :U→R C2 (x0
y0)∈U F(x0

y0)=0
満たし,  ならば, 陰関数定理により  を含む  の開集合  と  級∂F

∂xn+1
(x0

y0)≠0 x0 Rn U0 C2

関数  で,  かつ, すべての  に対して  であり,f :U0 →R f(x0)=y0 x∈U0
∂F

∂xn+1
( x

f(x))≠0
 を満たすものがある. さらに  と  に対し, 次が成り立つ.F( x

f(x))=0 x∈U0 j=1,2,…, n

上の設定の下で  ( )は次で与えられることを示せ.∂2f
∂xi∂xj

(x) i, j=1,2,…, n

( ∂F
∂xn+1

( x
f(x)))−3( ∂F

∂xi
( x

f(x)) ∂F
∂xn+1

( x
f(x)) ∂2F

∂xj∂xn+1
( x

f(x))+ ∂F
∂xj

( x
f(x)) ∂F

∂xn+1
( x

f(x)) ∂2F
∂xi∂xn+1

( x
f(x))

− ∂F
∂xi

( x
f(x)) ∂F

∂xj
( x

f(x)) ∂2F
∂x2

n+1
( x

f(x))−( ∂F
∂xn+1

( x
f(x)))2 ∂2F

∂xi∂xj
( x

f(x)))

∂f
∂xj

(x)= − ( ∂F
∂xn+1

( x
f(x)))−1 ∂F

∂xj
( x

f(x))
例題 7.2

( ∂F
∂y( x

f(x)))−3(2 ∂F
∂x( x

f(x)) ∂F
∂y( x

f(x)) ∂2F
∂x∂y(

x
f(x))−( ∂F

∂x( x
f(x)))2 ∂2F

∂y2( x
f(x))−( ∂F

∂y( x
f(x)))2 ∂2F

∂x2( x
f(x)))

とくに  の場合,  は次で与えられる.n=1 f′ ′ (x)



 を  で定めれば, 例題7.1より次の等式が得られる.ψj :U0 →R ψj(x)= ∂F
∂xj

( x
f(x))

解答例

ψ′ j(x)=D1
∂F
∂xj

( x
f(x))+D2

∂F
∂xj

( x
f(x))f′ (x)

この両辺の  成分を比較して  …  を得る.(1,i)
∂ψj

∂xi
(x)= ∂2F

∂xi∂xj
( x

f(x))+ ∂2F
∂xj∂xn+1

( x
f(x))

∂f
∂xi

(x) ( )

 の両辺を  で偏微分すれば,  から ∂f
∂xj

(x)= − ( ∂F
∂xn+1

( x
f(x)))−1 ∂F

∂xj
( x

f(x))= −
ψj(x)

ψn+1(x) xi ( )

∂2f
∂xi∂xj

(x)= −

∂ψj

∂xi
(x)ψn+1(x) − ψj(x)

∂ψn+1

∂xi
(x)

(ψn+1(x))2 =

∂F
∂xj

( x
f(x))( ∂2F

∂xi∂xn+1
( x

f(x))+ ∂2F
∂x2

n+1
( x

f(x))
∂f
∂xi

(x))−( ∂2F
∂xi∂xj

( x
f(x))+ ∂2F

∂xj∂xn+1
( x

f(x))
∂f
∂xi

(x)) ∂F
∂xn+1

( x
f(x))

( ∂F
∂xn+1

( x
f(x)))2

*

*



さらに,  だから, これを上式に代入して分母と分子に∂f
∂xj

(x)= − ( ∂F
∂xn+1

( x
f(x)))−1 ∂F

∂xj
( x

f(x))

 と  に対し  が成り立つとき, 例題7.2の上の等式からp∈U j=1,2,…, n ∂f
∂xj

(p)=0

 だから,  が成り立つ.∂F
∂xj

( p
f(p))= − ∂F

∂xn+1
( p

f(p))
∂f
∂xj

(p)=0 ∂2f
∂xi∂xj

(p)= −

∂2F
∂xi∂xj

( p
f(p))

∂F
∂xn+1

( p
f(p))

注意 7.３

解答例の続き

 をかければ結果が得られる.∂F
∂xn+1

( x
f(x))

, ,  を実数の定数とし,  とする.  を ,  の関数とみなしたとき, 方程式a b c c≠0 z x y
−x2y−xy2+xy+ab(a+b)z3−(a2x+2ab(x+y)+b2y−ab)z2

+(ax2+2(a+b)xy+by2−ax−by+c)z=0

例題 7.4

で与えられる陰関数の極値を求めよ.



解答例
関数  を  に対し, 次のように定義する.F :R3 →R x=(x

y
z)∈R3

F(x)= − x2y−xy2+xy+ab(a+b)z3−(a2x+2ab(x+y)+b2y−ab)z2

+(ax2+2(a+b)xy+by2−ax−by+c)z

, ∂F
∂x (x)= − (y−az)(2x+y−(a+2b)z−1) ∂F

∂y (x)= − (y−bz)(x+2y−(2a+b)z−1)

だから  ならば次の4つのいずれかが成り立つ. ∂F
∂x (x)= ∂F

∂y (x)=0

 ,   ,   ,   {x=bz
y=az {x=bz+1

y=az {x=bz
y=az+1 {

x=bz+ 1
3

y=az+ 1
3

,  より  とおくと,F(bz
az
z )=F(bz + 1

az
z )=F( bz

az + 1
z )=cz F

bz+
1
3

az+
1
3

z

=cz+ 1
27 p=

1
3 −

b
27c

1
3 −

a
27c

−
1

27c



が成り立つため,  だから陰関数定理より∂F
∂z (0

0
0
)= ∂F

∂z (1
0
0
)= ∂F

∂z (0
1
0
)= ∂F

∂z (p)=c ≠ 0

解答例の続き
 ならば  は , , ,  のいずれかである. また,F(x)= ∂F

∂x (x)= ∂F
∂y (x)=0 x (0

0
0
) (1

0
0
) (0

1
0
) p

∂F
∂z (x)=3ab(a+b)z2−2a(a+2b)xz−2b(2a+b)yz+2abz

+ax2+2(a+b)xy+by2−ax−by+c

 の近傍で定義された関数  で  を満たすもの,  の近傍で定義された(0
0) f1 f1(0

0)=0 (1
0)

関数  で  を満たすもの,  の近傍で定義された関数  で  をf2 f2(1
0)=0 (0

1) f3 f3(0
1)=0

満たすもの,  の近傍で定義された関数  で  を(
1
3 −

b
27c

1
3 −

a
27c

) f4 f4(
1
3 −

b
27c

1
3 −

a
27c

)= − 1
27c

満たすものが存在する.



解答例の続き

,  ,  
∂2fi
∂x2 (qi)= −

∂2F
∂x2 ( qi

fi(qi))
∂F
∂z ( qi

fi(qi))
∂2fi
∂y2 (qi)= −

∂2F
∂y2 ( qi

fi(qi))
∂F
∂z ( qi

fi(qi))
∂2fi

∂x∂y (qi)= −

∂2F
∂x∂y ( qi

fi(qi))
∂F
∂z ( qi

fi(qi))
が  に対して成り立つためi=1,2,3,4

,    H(x)= ∂2F
∂x2 (x) ∂2F

∂y2 (x)−( ∂2F
∂x∂y (x))

2
hi(u)=

∂2fi
∂x2 (u)

∂2fi
∂y2 (u)−( ∂2fi

∂x∂y (u))
2

とおけば  に対して  が成り立つ. ここでi=1,2,3,4 hi(qi)=( ∂F
∂z ( qi

fi(qi)))−2H( qi

fi(qi))
,  ,  ∂2F

∂x2 (x)=2az−2y ∂2F
∂y2 (x)=2bz−2x ∂2F

∂x∂y (x)=2(a+b)z−2x−2y+1

従って , , ,  とおけば注意7.3よりq1 =(0
0) q2 =(1

0) q3 =(0
1) q4 =(

1
3 −

b
27c

1
3 −

a
27c

)



より ,  である. 故にH(0
0
0
)=H(1

0
0
)=H(0

1
0
)= − 1 H(p)= 1

3

解答例の続き

,    ,h1(0
0)=( ∂F

∂z (0
0
0
))

−2
H(0

0
0
)= − 1

c2 <0 h2(1
0)=( ∂F

∂z (1
0
0
))

−2
H(1

0
0
)= − 1

c2 <0

h3(0
1)=( ∂F

∂z (0
1
0
))

−2
H(0

1
0
)= − 1

c2 <0

 であり, 注意7.3よりh4(q4)=( ∂F
∂z (p))−2H(p)= 1

3c2 >0

だから , ,  はそれぞれ , ,  で極値をとらない.f1 f2 f3 (0
0) (1

0) (0
1)

だから  は  で極大値  をとる.f4 q4 =(
1
3 −

b
27c

1
3 −

a
27c

) − 1
27c

∂2f4
∂x2 (q4)= − ( ∂F

∂z (p))−1 ∂2F
∂x2 (p)= − 2

3 <0



第8回　条件付き極値

幾何学演習Ⅱ



 を  の開集合とし,  は級関数で,  は  かつX R2 F, φ :X→R p=(p
q)∈X F(p)=0

 を満たすとする. このとき, 陰関数定理により  を含む開区間  と  級∂F
∂y (p)≠0 p U C2

関数  で,  であり, 各  に対して  かつ  をf :U→R f(p)=q x∈U ( x
f(x))∈X F( x

f(x))=0
満たすものがある. また,  と ,  の連続性から各  に対して∂F

∂y (p)≠0 ∂F
∂y f x∈U

 であるように  をとることができる. ∂F
∂y( x

f(x))≠0 U

上記の設定のもとで, 関数  を  で定めるとき, 次の等式がψ :U→R ψ(x)=φ( x
f(x))

成り立つことを示せ.

例題 8.1

ψ′ ′ (x)= ∂2φ
∂x2( x

f(x))−2 ∂2φ
∂x∂y(

x
f(x))( ∂F

∂y( x
f(x)))−1 ∂F

∂x( x
f(x))+ ∂2φ

∂y2( x
f(x))( ∂F

∂y( x
f(x)))−2( ∂F

∂x( x
f(x)))2

− ∂φ
∂y( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−1 ∂2F
∂x2( x

f(x))+2 ∂φ
∂y( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−2 ∂F
∂x( x

f(x)) ∂2F
∂x∂y(

x
f(x))

− ∂φ
∂y( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−3( ∂F
∂x( x

f(x)))2 ∂2F
∂y2( x

f(x))



関数  を ,  で定義すれば, 合成写像のξ1, ξ2 :U→R ξ1(x)= ∂φ
∂x( x

f(x)) ξ2(x)= ∂φ
∂y( x

f(x))
解答例

微分法から
 … ψ′ (x)= ∂φ

∂x( x
f(x))+ ∂φ

∂y( x
f(x))f′ (x)=ξ1(x)+ξ2(x)f′ (x) (i)

                    … ξ′ 2(x)= ∂2φ
∂x∂y(

x
f(x))+ ∂2φ

∂y2( x
f(x))f′ (x) (iii)

が得られる. 幾何学Ⅱ系5.3から  であり, 例題7.2からf′ (x)= − ( ∂F
∂y( x

f(x)))−1 ∂F
∂x( x

f(x))
f′ ′ (x)=( ∂F

∂y( x
f(x)))−3(2 ∂F

∂x( x
f(x)) ∂F

∂y( x
f(x)) ∂2F

∂x∂y(
x

f(x))−( ∂F
∂x( x

f(x)))2 ∂2F
∂y2( x

f(x))

である. これらの等式と , ,  より(i) (ii) (iii)

−( ∂F
∂y( x

f(x)))2 ∂2F
∂x2( x

f(x)))

                        … ξ′ 1(x)= ∂2φ
∂x2( x

f(x))+ ∂2φ
∂x∂y(

x
f(x))f′ (x) (ii)



ψ′ ′ (x)=ξ′ 1(x)+ξ′ 2(x)f′ (x)+ξ2(x)f′ ′ (x)

= ∂2φ
∂x2( x

f(x))+2 ∂2φ
∂x∂y(

x
f(x))f′ (x)+ ∂2φ

∂y2( x
f(x))f′ (x)2+ ∂φ

∂y( x
f(x))f′ ′ (x)

= ∂2φ
∂x2( x

f(x))−2 ∂2φ
∂x∂y(

x
f(x))( ∂F

∂y( x
f(x)))−1 ∂F

∂x( x
f(x))

+ ∂2φ
∂y2( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−2( ∂F
∂x( x

f(x)))2+2 ∂φ
∂y( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−2 ∂F
∂x( x

f(x)) ∂2F
∂x∂y(

x
f(x))

− ∂φ
∂y( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−3( ∂F
∂x( x

f(x)))2 ∂2F
∂y2( x

f(x))− ∂φ
∂y( x

f(x))( ∂F
∂y( x

f(x)))−1 ∂2F
∂x2( x

f(x))

解答例の続き

が得られるので, 主張が示された.



 を  の開集合とし,  は  級関数で,  とおく.X R2 F, φ :X→R C2 C={x∈X | F(x)=0}
 に対し  または  であり, 実数  でp∈C ∂F

∂x (p)≠0 ∂F
∂y (p)≠0 λ

例題 8.2

を満たすものがあると仮定する.

δ=( ∂2φ
∂x2 (p)−λ ∂2F

∂x2 (p))( ∂F
∂y (p))2−2( ∂2φ

∂x∂y (p)−λ ∂2F
∂x∂y (p)) ∂F

∂x (p) ∂F
∂y (p)

+( ∂2φ
∂y2 (p)−λ ∂2F

∂y2 (p))( ∂F
∂x (p))2

とおくとき,  の定義域を  に制限した関数  は,  ならばφ :X→R C φ |C :C→R δ>0
 において極小値をとり,  ならば  において極大値をとることを示せ. p δ<0 p

 かつ 
∂φ
∂x (p)=λ ∂F

∂x (p) ∂φ
∂y (p)=λ ∂F

∂y (p)



幾何学Ⅱ系5.3から  だから, 仮定からf′ (p)= − ( ∂F
∂y (p))−1 ∂F

∂x (p)

ψ′ (p)= ∂φ
∂x (p)+ ∂φ

∂y (p) f′ (p)=λ ∂F
∂x (p)−λ ∂F

∂y (p)( ∂F
∂y (p))−1 ∂F

∂x (p)=0

である. 例題8.1から, 次の等式が得られる.

− ∂φ
∂y (p)( ∂F

∂y (p))−1 ∂2F
∂x2 (p)+2 ∂φ

∂y (p)( ∂F
∂y (p))−2 ∂F

∂x (p) ∂2F
∂x∂y (p)

− ∂φ
∂y (p)( ∂F

∂y (p))−3( ∂F
∂x (p))2 ∂2F

∂y2 (p)

ψ′ ′ (p)= ∂2φ
∂x2 (p)−2 ∂2φ

∂x∂y (p)( ∂F
∂y (p))−1 ∂F

∂x (p)+ ∂2φ
∂y2 (p)( ∂F

∂y (p))−2( ∂F
∂x (p))2

上式の両辺に  をかけて  に  を代入すれば次の等式が得られる.( ∂F
∂y (p))2 ∂φ

∂y (p) λ ∂F
∂y (p)

解答例
 とおくと  の場合, 陰関数定理により  を含む開区間  と  級p=(p

q) ∂F
∂y (p)≠0 p U C2

関数  で,  であり, 各  に対して  を満たすものがある.f :U→R f(p)=q x∈U ( x
f(x))∈C

関数  を  で定めれば,  より  であり,ψ :U→R ψ(x)=φ( x
f(x)) f(p)=q ψ(p)=φ(p)



( ∂F
∂y (p))2ψ′ ′ (p)= ∂2φ

∂x2 (p)( ∂F
∂y (p))2−2 ∂2φ

∂x∂y (p) ∂F
∂x (p) ∂F

∂y (p)+ ∂2φ
∂y2 (p)( ∂F

∂x (p))2
解答例の続き

−λ( ∂F
∂y (p))2 ∂2F

∂x2 (p)+2λ ∂F
∂x (p) ∂F

∂y (p) ∂2F
∂x∂y (p)−λ( ∂F

∂x (p))2 ∂2F
∂y2 (p)

=( ∂2φ
∂x2 (p)−λ ∂2F

∂x2 (p))( ∂F
∂y (p))2−2( ∂2φ

∂x∂y (p)−λ ∂2F
∂x∂y (p)) ∂F

∂x (p) ∂F
∂y (p)

+( ∂2φ
∂y2 (p)−λ ∂2F

∂y2 (p))( ∂F
∂x (p))2 =δ

 であり, 上式から  は  と同符号だから  ならば  は  で極小値ψ′ (p)=0 ψ′ ′ (p) δ δ>0 ψ p
をとり,  ならば  は  で極大値をとる.  の選び方から  を  に対応δ<0 ψ p f t∈U ( t

f(t))
させる写像は  の近くでの曲線  のパラメータ表示であり  だから,  のp C ψ(p)=φ(p) φ
定義域を  に制限した関数は,  ならば  において極小値をとり,  ならばC δ>0 p δ<0
 において極大値をとる.  の定義式は  と  を入れ替えても変わらない式だから,p δ x y

 の場合も同様に主張が示される.∂F
∂x (p)≠0



 で定義される関数  の条件  ( ) のもとでφ(x
y)=xy φ :R2 →R ax2+xy2=a2b3 a, b≠0

の極値を求めよ.

例題 8.3

解答例
 で  を定義すると , F(x

y)=ax2+xy2−a2b3 F :R2 →R ∂F
∂x =2axy+y2 ∂F

∂y =ax2+2xy

だから  は  かつ F(x
y)= ∂F

∂x(x
y)= ∂F

∂y(x
y)=0 ax2+xy2=a2b3 y(2ax+y)=x(ax+y)=0

と同値である.  より1つ目の方程式から  だから  である. 故にa, b≠0 x≠0 ax+2y=0
 だから  から  が得られて矛盾が生じる.y= − a

2 x y(2ax+y)=0 x=0
従って  を満たす  は存在しないため,  が条件F(x)= ∂F

∂x (x)= ∂F
∂y (x)=0 x∈R2 φ

 のもとで, 点  において極値をとるならば, ,  より,  がF(x
y)=0 (x

y) ∂φ
∂x =y ∂φ

∂y =x λ∈R

存在して, 次の関係式が成り立つ.



ax2+xy2=a2b3 ⋯ (i)
y=λ(2axy+y2) ⋯ (ii)
2y=λ(ax2+2xy) ⋯ (iii)

解答例の続き

 より  だから ,  より  が得られるので (i) xy≠0 (ii) (iii) λ(2ax+y)=λ(ax+2y)=1 y=ax
である. これを  に代入して ,  が得られるため,  が条件  のもと(i) x=b y=ab φ F(x

y)=0

で極値をとる可能性があるのは  のみである. , ,( b
ab)

∂2φ
∂x2( b

ab)= ∂2φ
∂y2( b

ab)=0 ∂2φ
∂x∂y( b

ab)=1

, , , , , ∂F
∂x( b

ab)=3a2b2 ∂F
∂y( b

ab)=3ab2 ∂2F
∂x2( b

ab)=2a2b ∂2F
∂x∂y( b

ab)=2ab ∂2F
∂y2( b

ab)=2b λ= 1
2

だから  としたときの, 例題8.2の  は  となるため,  は条件 p=( b
ab) δ −6a3b4 φ F(x

y)=0

のもとで  において  ならば極大値  をとり,  ならば極小値( b
ab) a>0 φ( b

ab)=a2b a<0
  をとる.φ( b

ab)=a2b



第9回　正規行列の対角化
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 ( ), ,  とし,  とおく. 以下の問いに答えよ.a∈C3 a≠0 λ∈C ε=±1 A=λE3+εaa*
(1) , ,  を用いて,  の固有値とそれらに対する固有空間を表せ.λ a ε A
(2)  の第  成分を  とする.  の場合に  を対角化するユニタリーa j aj |a1 |2+|a2 |2 ≠0 A
行列を一つ求めよ.

例題 9.1

解答例
(1)  だから,  は  の固有値Aa=(λE3+εaa*)a=λa+ε∥a∥2a=(λ+ε∥a∥2)a λ+ε∥a∥2 A
で,  は  に対する固有ベクトルである.  ならば a λ+ε∥a∥2 x∈⟨a⟩⊥ a*x=(x, a)=0
だから  が得られる. 故に  は  の固有値で,Ax=(λE3+εaa*)x=λx+εaa*x=λx λ A

 を満たす  と  がある. x=xa+b x∈C b∈⟨a⟩⊥ Ax=A(xa+b)=x(λ+ε∥a∥2)a+λb
 は  に対する固有空間に含まれる.  だから各  に対して⟨a⟩⊥ λ C3 =⟨a⟩⊕⟨a⟩⊥ x∈C3

だから,  に対して  ならば  より,  ならばμ∈C Ax=μx Ax==xμa+μb x≠0
 かつ  であり,  ならば  かつ  である. 故に  のμ=λ+ε∥a∥2 b=0 b≠0 μ=λ x=0 A

固有値は  と  のみで,  は ,  は  に対する固有空間である.λ+ε∥a∥2 λ ⟨a⟩ λ+ε∥a∥2 ⟨a⟩⊥ λ



(2)  とおけば仮定から  であり  だから  である.v= − ā2e1+ā1e2 v≠0 (a, v)=0 v∈⟨a⟩⊥

 を  と  の両方に垂直なベクトルとすれば w=xe1+ye2+ze3 a v (w, a)=(w, v)=0

解答例の続き

より  が得られ, {ā1x+ā2y+ā3z=0
−a2x+a1y=0

w= − a1ā3e1−a2ā3e2+( |a1 |2+|a2 |2 )e3

とおけば  は  と  の両方に垂直で零でないベクトルである.w a v

( 1
∥a∥ a 1

|a1 |2 + |a2 |2
v 1

∥a∥ |a1 |2 + |a2 |2
w)=

a1

∥a∥
−ā2

|a1 |2 + |a2 |2

−a1ā3

∥a∥ |a1 |2 + |a2 |2

a2

∥a∥
ā1

|a1 |2 + |a2 |2

−a2ā3

∥a∥ |a1 |2 + |a2 |2

a3

∥a∥ 0
|a1 |2 + |a2 |2

∥a∥

故に  を対角化するユニタリー行列は以下で与えられる.A



上で求めたユニタリー行列を  とすれば  が成り立つ.P P−1AP=
λ + ε∥a∥2 0 0

0 λ 0
0 0 λ

 を行列式の値が  である3次実直交行列とする. このとき  を満たす  とA 1 0≦θ≦π θ
行列式の値が  である3次実直交行列  で,1 P

P−1AP=
cos θ −sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1
となるものが存在することを示し,  は  を満たすことを示せ. θ cos θ= 1

2 (tr A−1)

例題 9.2

従って  は  の第3列  を方向ベクトルとして原点を通る直線を軸として A P Pe3 Pe3

の方向を向いて時計回りに  だけ回転する1次変換を表す行列である.θ



 の固有多項式  は  の係数が  の実数係数の3次式だから ,A FA(x) x3 1 lim
x→−∞

FA(x)= − ∞
 である. 従って中間値の定理から  は実数解をもつ.lim

x→∞
FA(x)=∞ FA(x)=0

 は正規行列だから, もし  の解がすべて実数ならば幾何学Ⅱ命題8.13からA FA(x)=0

解答例

となるため  である. ここで, 必要ならば  の第1列と第2列を入れ替えることにθ=π P

 はエルミート行列になるが,  の成分はすべて実数なので  は対称行列である.A A A
また  は直交行列だから  の固有値の絶対値は  で,  のすべての解の積はA A 1 FA(x)=0
 の行列式の値  に等しいため,  は  を三重解にもつか,  と重解  を解にA 1 FA(x)=0 1 1 −1
もつ.  は実対称行列だから  を対角化する実直交行列  が存在して, 前者の場合はA A P

 となるため,  だから  であり, 後者の場合はP−1AP=E3 A=E3 θ=0

P−1AP=(
−1 0 0
0 −1 0
0 0 1)

よって,  であるとしてよい. |P |=1



 が虚数解をもつ場合, その解を  とすれば  の係数がすべて実数でFA(x)=0 β FA(x)
あることから  も  の解である.  の実数解を  とすれば, 仮定とβ̄ FA(x)=0 FA(x)=0 α
幾何学Ⅱ命題7.20から  であり,  はユニタリー行列だからα |β |2 =αββ̄= |A |=1 A
幾何学Ⅱ命題8.12から  となるため  である.|β |=1 α=1
従って ,  を満たす  がある. 必要なら  を  でβ=cos θ+i sin θ β̄=cos θ−i sin θ θ β β̄
置き換えることによって  と仮定してよい.  の固有値  に対する0<θ<π A cos θ−i sin θ
長さ  の固有ベクトルを  とすれば  だから, 次が成り立つ.1 u Au=(cos θ−i sin θ)u

Aū= Āū=Au=(cos θ−i sin θ)u=(cos θ+i sin θ)ū

解答例の続き

故に  は  に対する長さ  の固有ベクトルで,  と  は正規行列  のū cos θ+i sin θ 1 u ū A
相異なる固有値に対する固有ベクトルだから, 幾何学Ⅱ命題8.6によりこれらは直交
する.



,  とおけば, , x= 1

2
(u+ū) y= 1

2i
(u−ū) x̄= 1

2
(ū+ ¯̄u)=x ȳ= − 1

2i
(ū− ¯̄u)=y

より  であり, ,  よりx, y∈R3 (u, u)=(ū, ū)=1 (u, ū)=0

(x, x)= 1
2 (u+ū, u+ū)= 1

2 ((u, u)+(ū, ū))=1

(y, y)= 1
2 (u−ū, u−ū)= 1

2 ((u, u)+(ū, ū))=1

(x, y)= − 1
2i (u+ū, u−ū)= − 1

2i ((u, u)−(ū, ū))=0

となるため, ,  は正規直交系である.x y

解答例の続き

さらに,  とおくと,  は  と  の両方に垂直な単位ベクトルであり, z=x× y z x y [x, y, z]
は  の右手系の正規直交基底だから  を , ,   をそれぞれ第1列, 第2列, 第3列R3 P x y z
にもつ行列とすれば  は行列式の値が  である直交行列である.P 1
 の固有値  に対する固有空間は固有値 ,  に対する固有空間と直交するため, A 1 β β̄ x
と  の両方に垂直である. 故に  は  の固有値  に対する固有ベクトルである.y z A 1



解答例の続き
,  から,  とAu=(cos θ−i sin θ)u Aū=(cos θ+i sin θ)ū Ax=cosθ x+sinθ y
 が得られ,  だから次の等式が得られる.Ay= − sin θx+cos θy Az=z

AP=A(x y z) =(Ax Ay Az) =(cosθ x+sinθ y −sinθ x+cosθ y z)
=(cosθ Pe1+sinθ Pe2 −sinθ Pe1+cosθ Pe2 Pe3)
=P(cosθ e1+sinθ e2 −sinθ e1+cosθ e2 e3)

従って  が成り立つため, 前半のP−1AP=(cosθ e1+sinθ e2 −sinθ e1+cosθ e2 e3)
結果が得られる. このとき, 幾何学Ⅱ命題7.4の(2)から tr A=tr(P−1AP)=2 cos θ+1
から  が得られる.cos θ= 1

2 (tr A−1)



 が成り立つため  とおける.t( 1
2 (A−tA))= − 1

2 (A−tA) 1
2 (A−tA)=( 0 −c b

c 0 −a
−b a 0 )

,  を例題9.2と同じとする.  が対称行列でないとして,   の  成分,A θ A 1
2 (A−tA) (3,2)

 成分,  成分をそれぞれ順に第1成分, 第2成分, 第3成分とする   の(1,3) (2,1) R3

ベクトルを  とすれば  ,  が成り立つことを示せ. また  を方向v Av=v ∥v∥=sin θ v
ベクトルとして原点を通る直線を  とすれば,  が表す  の1次変換は,  を軸にℓ A R3 ℓ
 の方向を向いて時計回りに  だけ回転する1次変換であることを示せ.v θ

例題 9.3

解答例

このとき  だから  が成り立ち,  は対称行列ではないのでv=(a
b
c)

1
2 (A−tA)v=0 A

 だから  である.  が直交行列で  であることから1
2 (A−tA)≠O v≠0 A tA=A−1

 より , 従って  が得られる.1
2 (A−tA)v=0 Av= tAv=A−1v A2v=v



 を例題9.2の直交行列として  とおけば  だから  よりP v′ =P−1v v=Pv′ A2Pv′ =Pv′ 

 である. 従って  は  の固有値  に(P−1AP)2v′ =P−1A2Pv′ =P−1Pv′ =v′ v′ (P−1AP)2 1
対する固有ベクトルである. 一方

(P−1AP)2 =
cos 2θ −sin 2θ 0
sin 2θ cos 2θ 0

0 0 1
であり, この行列は  軸の周りに  の回転を表すため,  の固有値  に対するz 2θ (P−1AP)2 1

解答例の続き

固有空間は  で生成される部分空間である. 故に  を満たす実数  が存在するe3 v′ =ke3 k
ことと  の第3列が  だから  であることからP−1AP e3 APe3 =Pe3

Av=APv′ =kAPe3 =kPe3 =Pv′ =v
が成り立ち,  は  の固有値  に対する固有ベクトルである. 例題9.2の解答と同様にv A 1
, ,  を定めれば ,  が得られ,  は  のx y z Ax=cosθ x+sinθ y Ay= − sinθ x+cosθ y z A
固有値  に対する固有空間の基底で単位ベクトルである.1



従って  となる  が存在する. , v=rz r∈R Ax=cosθ x+sinθ y Ay= − sinθ x+cosθ y
より  が得られ, 任意の  に対して A−1x=cosθ x−sinθ y w∈R3 1

2 (A−tA)w=v×w
が成り立つことと  に注意すれば次の等式が得られる.tA=A−1

r=r(z, z)=(z, rz)=(z, v)=(x× y, v)=det(x y v)=det(v x v)=(v×x, y)
= 1

2 ((A−tA)x, y)= 1
2 (Ax−A−1x, y)=(sinθ y, y)=sinθ(y, y)=sinθ

故に  で  だから  である.r=sin θ>0 v=rz ∥v∥=∥sinθ z∥=sinθ ∥z∥=sinθ
 の右手系の正規直交基底  に関する  の表現行列はR3 [x, y, z] A

P−1AP=
cos θ −sin θ 0
sin θ cos θ 0

0 0 1

解答例の続き

だから  は原点を通り  方向の直線を軸に  方向を向いて時計回りに  だけ回転するA z z θ
 の1次変換を表す.  は  の正の実数  倍をしたベクトルだから  は  を軸にR3 v z sin θ A ℓ

 の方向を向いて時計回りに  だけ回転する1次変換を表す.v θ



第10回　実正規行列の標準化
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 を  上の  次元ベクトル空間とみなせば,  は  の  次元部分空間である.Cn R 2n Rn Cn n
例題 10.1

 のベクトル  が  において1次独立であるためには,  とみなしRn v1, v2,…, vk Rn Rn ⊂Cn

たとき,  が  において1次独立であることが必要十分であることを示せ.v1, v2,…, vk Cn

解答例
 が  において1次独立ならば  において1次独立であることは明らかv1, v2,…, vk Cn Rn

である.  が  において1次独立であるとして,  に対しv1, v2,…, vk Rn z1, z2,…, zk ∈C
 が成り立つとする.  ( , ) とz1v1+z2v2+…+zkvk =0 zj =xj+yji xj, yj ∈R j=1,2,…, k

おいて上式に代入すれば  がx1v1+x2v2+⋯+xkvk+i(y1v1+y2v2+⋯+ykvk)=0
得られる.  だから, 上式よりx1v1+x2v2+⋯+xkvk, y1v1+y2v2+⋯+ykvk ∈Rn

 が成り立つ. 故に  の x1v1+x2v2+⋯+xkvk =y1v1+y2v2+⋯+ykvk =0 v1, v2,…, vk Rn

における1次独立性から  である.x1 =x2 =⋯=xk =y1 =y2 =⋯=yk =0
従って  となるため  は  において1次独立である.z1 =z2 =⋯=zk =0 v1, v2,…, vk Cn



 の階数  は,  を  とみなした場合の階数 A∈Mm,n(R) rankRA A A∈Mm,n(C) rankCA
と等しいことを示せ.

例題 10.2

解答例
 は  の列ベクトル  の中で1次独立なベクトルの最大rankRA A Ae1, Ae2,…, Aen ∈Rm

個数であるが, 例題10.1により, この個数は  を  のベクトルとAe1, Ae2,…, Aen Cm

みなした場合の1次独立なベクトルの最大個数に等しい. さらにこの個数は  rankCA
であるため  である.rankRA=rankCA
例題 10.3

 に対し,  とおけば,  であるA∈Mm,n(K) V={x∈Kn | Ax=0} dim V=n−rank A
ことを示せ.

 とおいて   を  の基底とする. また,  とおいて,dim V=k v1, v2,…, vk V rank A=r
 ( ) が1次独立であるとする.Aej1, Aej2,…, Aejr 1≦ j1 < j2 < ⋯ < jr ≦n

解答例



 は  の1次結合で表される.Aei Aej1, Aej2,…, Aejr
任意の  に対し,  とおくとx∈Kn x=x1e1+x2e2+⋯+xnen

解答例の続き
ここで,  は  の列ベクトル  の中で1次独立なベクトルの最大個数r A Ae1, Ae2,…, Aen
だから任意の  に対して  は1次従属になる. 従ってi=1,2,…, n Aej1, Aej2,…, Aejr, Aei

Ax=x1Ae1+x2Ae2+⋯+xnAen
だから, 上のことから  は  の1次結合になるためAx Aej1, Aej2,…, Aejr

Ax=y1Aej1+y2Aej2+⋯+yrAejr
と表すことができる. このとき  が成り立つため,A(x−(y1ej1+y2ej2+⋯+yrejr))=0

 である. よってx−(y1ej1+y2ej2+⋯+yrejr)∈V
x−(y1ej1+y2ej2+⋯+yrejr)=z1v1+z2v2+⋯+zkvk

と表されるため,  である. 故にx=y1ej1+y2ej2+⋯+yrejr+z1v1+z2v2+⋯+zkvk

 は  を生成する.ej1, ej2,…, ejr, v1, v2,…, vk Kn



 が成り立つとして, この両辺に左a1ej1+a2ej2+⋯+arejr+b1v1+b2v2+⋯+bkvk =0
解答例の続き

から  をかけると,  に対して  より A j=1,2,…, k Avj =0 a1Aej1+a2Aej2+⋯+arAejr =0
である.  は1次独立だから  であり, これよりAej1, Aej2,…, Aejr a1 =a2 =⋯=ar =0

 を得る. さらに  は1次独立だからb1v1+b2v2+⋯+bkvk =0 v1, v2,…, vk

 である. 従って  は1次独立である.b1 =b2 =⋯=bk =0 ej1, ej2,…, ejr, v1, v2,…, vk

以上から  は  の基底であるため  である.ej1, ej2,…, ejr, v1, v2,…, vk Kn r+k=n
故に  が成り立つ.dim V=k=n−r=n−rank A



一方, 例題10.1から  は  の1次独立な  個のベクトルだから v1, v2,…, vk V k v1, v2,…, vk

 に対し, ,  とおく. A∈Mn(R) V={x∈Cn |Ax=0} W={x∈Rn |Ax=0} v1, v2,…, vk
が  の基底ならば  とみなしたとき,  は  の基底であることを示せ.W Rn ⊂Cn v1, v2,…, vk V

例題 10.4

解答例
例題10.2と例題10.3から  である.dim V=n−rankCA=n−rankRA=dim V=k

は  の基底である.V
例題 10.5

解答例

より  は  の基底である.v1, v2,…, vk Vλ

であるものが存在することを示せ.

 を  の実数の固有値とし,  を  に対する  の固有空間 λ A∈Mn(R) Vλ λ A {x∈Cn | Ax=λx}
とする. このとき,  の正規直交基底  で,  に対して Vλ v1, v2,…, vk j=1,2,…, k vj ∈Rn

 を  の基底として, これらを正規直交化したものをv′ 1, v′ 2,…, v′ k Wλ ={x∈Rn | Ax=λx}
 とすれば,  は  の正規直交基底である. さらに例題10.4にv1, v2,…, vk v1, v2,…, vk Wλ



あることを示せ.

 を  の虚数の固有値とし,  を  に対する  の固有空間とする.μ A∈Mn(R) Vμ μ A
(1)  の共役複素数  も  の固有値で,  は  に対する  の固有空間μ μ̄ A {x∈Cn | x̄∈Vμ} μ̄ A
であることを示せ.

(2)  が  の基底ならば  は  に対する  の固有空間  のv1, v2,…, vk Vμ v̄1, v̄2,…, v̄k μ̄ A Vμ̄
基底であることを示せ.

(3)  が  の正規直交基底ならば  は  の正規直交基底でv1, v2,…, vk Vμ v̄1, v̄2,…, v̄k Vμ̄

例題 10.6

解答例

逆に  ならば  だから, 両辺の共役を考えると  となるためx∈Vμ̄ Ax= μ̄x Ax̄=μx̄

(1)  を  に対する  の固有ベクトルとして  の両辺の共役を考えれば幾何学Ⅱx μ A Ax=μx
命題7.3の(2)により  である.  の成分は実数だから  である. 故にAx̄= μ̄x̄ A A=A

 より  も  の固有値で,  は  に対する  の固有ベクトルである.Ax̄= μ̄x̄ μ̄ A x̄ μ̄ A
 に対する  の固有空間  とすれば,  ならば  である.μ̄ A Vμ̄ x̄∈Vμ x= ¯̄x∈Vμ̄

 である. 故に  が成り立つ.x̄∈Vμ Vμ̄ ={x∈Cn | x̄∈Vμ}



(2)  を  の基底とする.  ならば, 両辺の共役をv1, v2,…, vk Vμ x1v̄1+x2v̄2+⋯+xkv̄k =0
解答例の続き

考えると  が得られ,   の1次独立性によりx̄1v1+x̄2v2+⋯+x̄kvk =0 v1, v2,…, vk

 である. 従って  となるため x̄1 = x̄2 =⋯= x̄k =0 x1 =x2 =⋯=xk =0 v̄1, v̄2,…, v̄k
は1次独立である. 任意の  に対して  だから x∈Vμ̄ x̄∈Vμ x̄=x1v1+x2v2+⋯+xkvk
と表される. この両辺の共役をとれば  と なるため,x=x1v̄1+x2v̄2+⋯+xkv̄k

 は  を生成する. 従って   は  の基底である.v̄1, v̄2,…, v̄k Vμ̄ v̄1, v̄2,…, v̄k Vμ̄

(3)  を  の正規直交基底とする. (2)により   は  の基底v1, v2,…, vk Vμ v1, v2,…, vk Vμ̄

であり,   だから  は正規(v̄i, v̄j)= tv̄ivj = tviv̄j =(vi, vj)={1 i= j
0 i ≠ j

v1, v2,…, vk

直交系である.

共役複素数の性質から, 実数を係数にもつ方程式 anxn+an−1xn−1+⋯+a1x+a0 =0
( ) が  を解にもてば,  も解だから代数学の基本定理から次の結果が得られる.an ≠0 α ᾱ



実数を係数にもつ1変数の多項式は, 実数を係数とする1次式と2次式の積に
因数分解される.

命題 10.7

成分が実数である正規行列を実正規行列と呼ぶ.
 を  次実正規行列とすれば, 命題10.7により,  の固有多項式  は A n A FA(x) λ1, λ2,…, λr
を相異なる実数,  を相異なる虚数としてμ1, μ2,…, μs

FA(x)=(x−λ1)m1(x−λ2)m2⋯(x−λr)mr(x−μ1)l1(x−μ̄1)l1(x−μ2)l2(x−μ̄2)l2⋯(x−μs)ls(x−μ̄s)ls

( ) という形に因数分解される.  を複素数をm1+m2+⋯+mr+2(l1+l2+⋯+ls)=n A
成分とする行列とみなせば  は相異なる  の固有値λ1, λ2,…, λr, μ1, μ̄1, μ2, μ̄2,…, μs, μ̄s A
であり, , ,  に対する  の固有空間をそれぞれ , ,  とする. このときλj μj μ̄j A Vλj

Vμj
Vμ̄j

幾何学Ⅱ定理7.26により, ,  であることに注意する.dim Vλj
=mj dim Vμj

=dim Vμ̄j
= lj

 は実数だから, 例題10.5により  の正規直交基底  で,  に含まれるλj Vλj
vj1, vj2,…, vj mj

Rn

ものがとれる. また,  を  の正規直交基底とすれば, 例題10.6によりwj1, wj2,…, wj lj Vμj

 は  の正規直交基底である.w̄j1, w̄j2,…, w̄j lj Vμ̄j



,      … Axjk =ajxjk−bj yjk Ayjk =bjxjk+aj yjk ( )

そこで ,  に対して ,  とj=1,2,…, s k=1,2,…, lj xjk = 1

2
(wjk+w̄jk) yjk = 1

2i
(wjk−w̄jk)

おくと  であり, ,  が成り立つためxjk, yjk ∈Rn wjk = 1

2
(xjk+iyjk) w̄jk = 1

2
(xjk−iyjk)

Axjk = 1

2
(Awjk+Aw̄jk)= 1

2
(μjwjk+μ̄jw̄jk)= 1

2 (μj+μ̄j)xjk− 1
2i (μj−μ̄j)yjk

Ayjk = 1

2i
(Awjk−Aw̄jk)= 1

2i
(μjwjk−μ̄jw̄jk)= 1

2i (μj−μ̄j)xjk+ 1
2 (μj+μ̄j)yjk

である. 故に  ( ) とおくと, 次の等式が成り立つ.μj =aj+bji aj, bj ∈R
*

一方, 幾何学Ⅱ命題8.6により次のベクトルは  の正規直交系である.Cn

v11, v12,…, v1m1
,…, vr1, vr2,…, vr mr

, w11, w̄11,…, w1l1, w̄1l1,…, ws1, w̄s1,…, ws ls, w̄s ls

 ならば  だから ,  の定義より( j, k)≠ (k, l) (vjk, vlm)=(wjk, wlm)=(w̄jk, w̄lm)=0 xjk yjk

従って ,  であり,∥vjk∥=∥wjk∥=∥w̄jk∥=1 (vjk, wlm)=(vjk, w̄lm)=(wjk, w̄lm)=0

v11, v12,…, v1m1
,…, vr1, vr2,…, vr mr

, x11, y11,…, x1l1, y1l1,…, xs1, ys1,…, xs ls, ys ls



は  の正規直交系である. これらのベクトルをこの順に列ベクトルにもつ行列を Rn P
とすれば, 幾何学Ⅱ命題8.7により,  は直交行列である.  と関係式  がP Avjk =λjvjk ( )

成り立つことから,  とおき,  を  個の  が対角線上に並んだ Cj =(aj −bj

bj aj ) Dj lj Cj

という形の  次正方行列とすれば,  は以下の形をした  次正方行列になる.2lj P−1AP n

P−1AP=

μ1Em1
O O

O
μrEmr

O
O O Ds

D1

Dj =
Cj O O
O Cj

O
O O Cj

*



以上から, 次の定理が示された.

定理 10.8
 が実正規行列ならば直交行列  で  が対角線上に対角行列と A P P−1AP (a −b

b a )
の形の行列が並ぶようになるものがある.

実正規行列  に対して直交行列  で  が対角線上に対角行列と  の形A P P−1AP (a −b
b a )

の行列が並ぶようになるものを求め, さらにその  に対して  を求めることを,P P−1AP
｢  を標準化する｣ という.A
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 とする.  が収束すれば,  を満たす任意の複素数  にak, x0 ∈C
∞
∑
k=0

akxk
0 |x |< |x0 | x

例題 11.1

対して  は絶対収束し,  が発散すれば,  を満たす任意の
∞
∑
k=0

anxk
∞
∑
k=0

akxk
0 |x |> |x0 |

複素数  に対して  は発散することを示せ.x
∞
∑
k=0

anxk

例題11.1と例題11.2は微積分学Ⅰで学んだ実数を係数とする整級数に関する定理の
複素数を係数とする整級数に関する定理への拡張である.



従って幾何学Ⅱ命題9.6から  は絶対収束する. もし  を満たす  で
∞
∑
k=0

akxk |x |> |x0 | x

 が収束するものがあれば, 上の結果から  は絶対収束する.
∞
∑
k=0

anxk
∞
∑
k=0

akxk
0

故に  が  で発散すれば,  を満たす任意の  に対して  は
∞
∑
k=0

anxk x=x0 |x |> |x0 | x
∞
∑
k=0

anxk

発散する.

解答例
 が収束すれば,  であり, 収束する点列は有界だから, 実数  で 

∞
∑
k=0

akxk
0 lim

k→∞
akxk

0 =0 K 0

以上のすべての整数  に対して  を満たすものが存在する.  ならばk |akxk
0 |≦K |x |< |x0 |

 が  以上のすべての整数  に対して成り立つ.|akxk |= |akxk
0 | x

x0

k
≦K x

x0

k
0 k

 だから等比級数  は収束するため,  以上の任意の整数  に対してx
x0

<1
∞
∑
k=0

K x
x0

0 N

 だから  は上に有界である.
N
∑
k=0

|akxk |≦
N
∑
k=0

K x
x0

≦
∞
∑
k=0

K x
x0

N
∑
k=0

|akxk |



複素数を係数とする整級数  について, 以下の三つのうち一つが成り立つ
∞
∑
k=0

anxk

ことを示せ.
   任意の複素数  に対して   は絶対収束する.(i) x

∞
∑
k=0

anxk

  次の条件を満たす  がある.(ii) ρ>0

  ならば  は発散する.(iii) x≠0
∞
∑
k=0

anxk

例題11.2

解答例
明らかに , ,  のうちのどの二つも同時に成り立たない.  と  が成り立た(i) (ii) (iii) (i) (iii)
ない場合に  が成り立つことを示す.(ii)

｢  ならば  は絶対収束し,  ならば  は発散する.｣|x |<ρ
∞
∑
k=0

anxk |x |>ρ
∞
∑
k=0

anxk



 が成り立たないことから,  でない複素数  で  が収束するものがあるため,(iii) 0 c
∞
∑
k=0

akck

例題11.1から,  ならば  は絶対収束する. そこで,|x |< |c |
∞
∑
k=0

anxk

解答例の続き

 ならば  は絶対収束する.S={s∈R |x |<s
∞
∑
k=0

anxk }
によって正の実数の全体の集合の部分集合  を定めれば  だから  は空集合S |c |∈S S
ではない. また,  が成り立たないことから,  に属さない正の実数  がある. もし(i) S d

 である  の要素  が存在すれば,  だから  は絶対収束s0 >d S s0 |d |=d<s0

∞
∑
k=0

akdk

するため, 例題11.1から,  ならば  は絶対収束する. このことは,  が|x |<d
∞
∑
k=0

anxk d

 に属さないことに矛盾する. 故に, 任意の  に対して  となるため,  は上にS s∈S s≦d S
有界な空でない  の部分集合である. 幾何学Ⅰ定理10.12により  は上限をもつため,R S
それを  とおく. ρ



 ならば  であり,  は  の上限だから  を満たす |x |<ρ |x | + ρ
2 <ρ ρ S |x | + ρ

2 <s≦ρ s∈S

が存在する. さらに  だから  は絶対収束する.|x |< |x | + ρ
2 <s

∞
∑
k=0

anxk

故に ｢  ならば  は絶対収束する.｣ ことが示せた.|x |<ρ
∞
∑
k=0

anxk

解答例の続き

このとき例題11.1によって,  ならば  は絶対収束するため, |x |< |x0 |
∞
∑
k=0

anxk |x0 |∈S

となって,  は  が  の上界であることと矛盾する.|x0 |>ρ ρ S
従って,  ならば  は発散する.|x |>ρ

∞
∑
k=0

anxk

整級数  の収束半径を, 例題11.2の  の場合は無限大,  の場合は ,  の
∞
∑
k=0

anxk (i) (ii) ρ (iii)

場合は  であると定義する.0

 を満たす実数  で  が収束するものが存在すると仮定する.|x0 |>ρ x0

∞
∑
k=0

akxk
0



,  をそれぞれ収束半径が ,  である整級数とする.f(x)=
∞
∑
k=0

akxk g(x)=
∞
∑
k=0

bkxk α β
例題11.3

(1)  とするとき,  を用いて  を表せ.f(x)m =
∞
∑
k=0

cm,kxk a0, a1, a2,… cm,k

(2)  とし,  は条件 ｢  ならば ｣ を満たすとする.a0 =0 0<γ≦α |x |<γ
∞
∑
k=0

|ak | |x |k <β

 が  を満たすならば  は  にX∈Mn(C) ∥X∥<γ
∞
∑
k=0

(
k

∑
m=0

bmcm,k)Xk g( f(X))
絶対収束することを示せ.



より  である.cm,k = ∑
i0+i1+⋯+ik=m, i1+2i2+⋯+kik=k

m!
i0!i1!⋯ik!

ai0
0 ai1

1 ⋯aik
k

(1)  を展開したときの  の係数と  を展開したときのf(x)m =(
∞
∑
l=0

alxl)
m

xk (
k

∑
l=0

alxl)
m

 の係数は等しいため,  とおけばxk xl =alxl

(
k

∑
l=0

alxl)
m

=(x0+x1+⋯+xk)m = ∑
i0+i1+⋯+ik=m

m!
i0!i1!⋯ik!

xi0
0 xi1

1 ⋯xik
k

= ∑
i0+i1+⋯+ik=m

m!
i0!i1!⋯ik!

ai0
0 ai1

1 ⋯aik
k xi1+2i2+⋯+kik

=
km

∑
l=0

( ∑
i0+i1+⋯+ik=m, i1+2i2+⋯+kik=l

m!
i0!i1!⋯ik!

ai0
0 ai1

1 ⋯aik
k )xl

解答例



(2) ,  とf̄(x)=
∞
∑
k=0

|ak |xk c̃m,k = ∑
i0+i1+⋯+ik=m, i1+2i2+⋯+kik=k

m!
i0!i1!⋯ik! |a0 |i0 |a1 |i1 ⋯ |ak |ik

おけば  ならば(1)から  であり,  が成り立つ|x |<α f̄(x)m =
∞
∑
k=0

c̃m,kxk |cm,k |≦ c̃m,k

解答例の続き

ため,  以上の整数  に対して次の不等式が成り立つ.0 l
l

∑
k=0

k
∑

m=0
bmcm,k |x |k ≦

l
∑
k=0

k
∑

m=0
|bm | |cm,k | |x |k ≦

l
∑
k=0

k
∑

m=0
|bm | c̃m,k |x |k

=
l

∑
m=0

|bm |(
l

∑
k=m

c̃m,k |x |k )≦
l

∑
m=0

|bm |(
∞
∑
k=0

c̃m,k |x |k )=
l

∑
m=0

|bm | f̄( |x | )m

 を満たす  に対し,  だから  は|x |<γ x 0≦ f̄( |x | )<β g( f̄( |x | ))=
∞
∑

m=0
bm f̄( |x | )m

絶対収束するため  は収束する.
∞
∑

m=0
|bm | f̄( |x | )m

ここで  とおくと上の不等式からh̃(x)=
∞
∑

m=0
|bm | f̄( |x | )m =

∞
∑
k=0

(
k

∑
m=0

|bm | c̃m,k)xk



解答例の続き
 以上の任意の整数  に対して  が成り0 l

l
∑
k=0

k
∑

m=0
bmcm,k |x |k ≦

∞
∑

m=0
|bm | f̄( |x | )m

立つため,  ならば  は絶対収束する.|x |<γ
∞
∑
k=0

(
k

∑
m=0

bmcm,k)xk

 とおけば, 幾何学Ⅱ命題9.10から  を満たすh(x)=
∞
∑
k=0

(
k

∑
m=0

bmcm,k)xk ∥X∥<γ

 に対し,  は絶対収束する.  以上の整数  にX∈Mn(C) h(X)=
∞
∑
k=0

(
k

∑
m=0

bmcm,k)Xk 0 l

対して ,  とおくと  ならばgl(x)=
l

∑
m=0

bmxm h̃l(x)=
l

∑
k=0

(
k

∑
m=0

|bm | c̃m,k)xk |x |<α

gl( f(X))=
l

∑
m=0

bm f(x)m =
l

∑
m=0

bm( ∞
∑
k=0

cm,kxk)=
∞
∑
k=0 ( l

∑
m=0

bmcm,k)xk

である. また  より  ならば  だから  ならば次の不等式がa0 =0 m>k cm,k =0 ∥X∥<γ
成り立つ.



∥gl( f(X))−h(X)∥=
∞
∑
k=0

(
l

∑
m=0

bmcm,k−
k

∑
m=0

bmcm,k)Xk

= −
∞
∑

k=l+1
(

k
∑

m=l+1
bmcm,k)Xk ≦

∞
∑

k=l+1
(

k
∑

m=l+1
|bm | |cm,k |)∥X∥k

≦
∞
∑

k=l+1
(

k
∑

m=0
|bm | c̃m,k)∥X∥k

=
∞
∑
k=0

(
k

∑
m=0

|bm | c̃m,k)∥X∥k−
l

∑
k=0

(
k

∑
m=0

|bm | c̃m,k)∥X∥k

= h̃(∥X∥)−h̃l(∥X∥)

解答例の続き

 のとき ,  だから, 上の不等式からl→∞ gl( f(X))→g( f(X)) h̃l(∥X∥)→ h̃(∥X∥)
 が得られる.g( f(X))=h(X)



第12回　行列の指数写像（その1）

幾何学演習Ⅱ



複素数 , ,  に対し, 2次正方行列  を  で定める.a b c A A=(a−bc b2

−c2 a+bc)
(1) 2次ユニタリー行列  で,  が上半三角行列になるようなものを求めよ.P P−1AP
(2)  を求めよ.exp(tA)
(3) , ,  が実数のとき, 連立微分方程式  の解を求めよ.a b c {x′ =(a−bc)x+b2y

y′ = − c2x+(a+bc)y

例題 12.1

解答例
(1)  の場合は  だから  とすればよい. 以下 ,  の少なくともb=c=0 A=aE2 P=E2 b c
一方は  でないとする.  だから  とおけば,0 A=aE2+(b

c)(−c b) v=(b
c)

 となるため,  は  の固有値で,  は  にAv=(aE2+(b
c)(−c b))v=av a A v a

対する  の固有ベクトルである.A



 とおき,  とおけば,  は  の正規直交w=(−c̄
b̄ ) P=( 1

∥v∥ v 1
∥w∥ w) 1

∥v∥ v, 1
∥w∥ w C2

基底だから  はユニタリー行列で, ,  よりP 1
∥v∥ v=Pe1 ∥v∥=∥w∥= |b |2+|c |2

A( 1
∥w∥ w)= a

∥w∥ w+ |b |2+|c |2 v=( |b |2+|c |2 )Pe1+aPe2

=P(( |b |2+|c |2 )e1+ae2)

解答例の続き

が成り立つ.  従って 

AP=(A( 1
∥v∥ v) A( 1

∥w∥ w))=(aPe1 P(( |b |2+|c |2 )e1+ae2))
=P(ae1 ( |b |2+|c |2 )e1+ae2)

より  となるため,  がP−1AP=(a |b |2+|c |2

0 a ) P= 1

|b |2 + |c |2 (b −c̄
c b̄ )

求めるユニタリー行列である.



(2)  とおけば,  であり,  だからN=(0 1
0 0) N2 =O P−1AP=aE2+( |b |2+|c |2 )N

解答例の続き

P−1 exp(tA)P=exp(tP−1AP)=exp(atE2+t( |b |2+|c |2 )N)
=exp(atE2)exp(t( |b |2+|c |2 )N)=eat(E2+t( |b |2+|c |2 )N)
=eat(1 t( |b |2+|c |2 )

0 1 )
exp(tA)=eatP(1 t( |b |2+|c |2 )

0 1 )P−1

= eat

|b |2 + |c |2 (b −c̄
c b̄ )( 1 t( |b |2+|c |2 )

0 1 )( b̄ c̄
−c b)

=eat(1−bct b2t
−c2t 1+bct)

が得られる.



(3) 与えられた連立微分方程式の解で  のときの値が  であるものはt=0 v∈R2
解答例の続き

 で与えられる.  とおけば, (2)より(x
y)=exp(tA)v v=(p

q)
 である.(x

y)=exp(tA)v=eat(1−bct b2t
−c2t 1+bct)(p

q)=(eat(p+b(bq−cp)t)
eat(q+c(bq−cp)t))

(3)  の成分がすべて実数で  ( , ) ならば, 次の等式が成りA α=λ+μi λ, μ∈R μ≠0

2次正方行列  の固有多項式が  であるとする.A (x−α)(x−β)
(1)  ならば  が成り立つことを示せ.α≠β exp A= βeα − αeβ

β − α E2+ eβ − eα

β − α A

(2)  ならば  が成り立つことを示せ. α=β exp A=eα((1−α)E2+A)

立つことを示せ. exp A= eλ

μ ((μ cos μ−λ sin μ)E2+sin μ A)

例題 12.2



(1) 仮定から2次正則行列  で,  を満たすものが存在するため,P P−1AP=(α 0
0 β)

解答例

 とおけば Q=A−αE2 P−1QP=P−1(A − αE2)P=P−1AP − αE2 =(0 0
0 β−α)

より,  である. 従ってP−1QkP=(P−1QP)k =(0 0
0 (β−α)k)=(β−α)k−1P−1QP

 が成り立つ. 故にQk =(β−α)k−1Q

=E2+ 1
β − α(

∞
∑
k=0

(β − α)k

k! −1)Q=E2+ eβ−α − 1
β − α Q

exp Q=E2+
∞
∑
k=1

1
k! Qk =E2+

∞
∑
k=1

(β − α)k−1

k! Q

が得られ,  と  の積は交換可能だから次の等式が成り立つ.αE2 Q
exp A=exp(αE2+Q)=exp(αE2)exp Q=eαE2(E2+ eβ−α − 1

β − α Q)
=eαE2+ eβ − eα

β − α (A−αE2)= βeα − αeβ

β − α E2+ eβ − eα

β − α A



解答例の続き
(2)  ならば  だから  の場合を考える.A=αE2 exp A=eαE2 =eα((1−α)E2+A) A≠αE2

このとき  かつ  は零行列ではないため,  の階数は1で|αE2−A |=0 αE2−A αE2−A

ある.  に対する固有ベクトルで単位ベクトルであるものを  とし,α v=(p
q)

 の固有多項式は一致するため  である. 従って  とおけばA δ=α N=(0 1
0 0)

 とおけば  は  の正規直交基底である.  であり,w=(−q̄
p̄ ) [v, w] C2 Av=αv

,  とおけば,  は  の標準基底から  への基底のAw=βv+δw P=(v w) P C2 [v, w]

変換行列である.  を  で定義される  の1次変換とすれば,TA TA(x)=Ax C2

 は基底  に関する  の表現行列だから, この固有多項式とP−1AP=(α β
0 δ) [v, w] TA

 が成り立ち,  と  の積が交換可能であることと, P−1AP=αE2+βN αE2 βN N2 =O

だから, 次の等式が成り立つ.



P−1(exp A)P=exp(P−1AP)=exp(αE2+βN)=exp(αE2)exp(βN)
=eαE2(E2+βN)=eα(E2+βN)

解答例の続き

一方,  より,  だからP−1AP=αE2+βN A=P(αE2+βN)P−1 =αE2+βPNP−1

 である. 故に次の等式が得られる.βPNP−1 =A−αE2

exp A=eαP(E2+βN)P−1 =eα(E2+βPNP−1)=eα(E2+A−αE2)=eα((1−α)E2+A)
(3)  の固有多項式の係数は実数だから,  より  である. 従ってA α=λ+μi β=λ−μi

βeα − αeβ

β − α = (λ − μi)eλ+μi − (λ + μi)eλ−μi

−2μi = eλ(μi(eμi + e−μi) − λ(eμi − e−μi))
2μi

= eλ(μRe(eμi) − λIm(eμi))
μ = eλ(μ cos μ − λ sin μ)

μ
eβ − eα

β − α = eλ−μi − eλ+μi

−2μi = eλ(eμi − e−μi)
2μi = eλIm(eμi)

μ = eλ sin μ
μ

だから, (1)の結果から  が得られる.exp A= eλ

μ ((μ cos μ−λ sin μ)E2+sin μ A)



第13回　行列の指数写像（その2）

幾何学演習Ⅱ



 の要素を成分にもつ正規行列全体からなる  の部分空間を  で表す.K Mn(K) Nn(K)
また  行列の零行列を  で表し,  とおく. さらに  に対してm×n Om, n On, n =On a, b∈R

 とおく.Sa, b =(a −b
b a )

 による  の像は  であることを示せ.exp Nn(C) Nn(C)∩GLn(C)
例題 13.1

 ならば  だから幾何学Ⅱ命題10.3の(1)と(3)よりA∈Nn(C) A*A=AA*
解答例

(exp A)*(exp A)=(exp(A*))(exp A)=exp(A*+A)=exp(A+A*)
=(exp A)(exp(A*))=(exp A)(exp A)*

が成り立つ. 故に  となり,  による  の像は  に含まれ,exp A∈Nn(C) exp Nn(C) Nn(C)
幾何学Ⅱ命題10.3の(2)から  はつねに正則行列を値にとるため,  による exp exp Nn(C)
の像は  に含まれる.Nn(C)∩GLn(C)
任意の  に対し, 幾何学Ⅱ定理8.11より  を対角化するユニタリーC∈Nn(C)∩GLn(C) C
行列  がある.  の  成分を  ( , ) とする.U U−1CU ( j, j) rj(cos θj+i sin θj) rj ≧0 0≦θj <2π



従って  だから  を  成分とする  次対角行列elog rj+iθj =rj(cos θj+i sin θj) log rj+iθj ( j, j) n
を  とおけば  は正規行列で,  が成り立つため, 幾何学Ⅱ注意9.12D D exp D=U−1CU
から  が得られる. 幾何学Ⅱ命題8.8の(1)と(3)から  はexp(UDU−1)=C UDU−1

正規行列だから  による  の像は  である.exp Nn(C) Nn(C)∩GLn(C)

解答例の続き

例題 13.2
 の固有方程式の負の解の重複度は偶数である.N+

n (R)={A∈Nn(R)∩GLn(R) |A }
とおくとき,  による  の像は  であることを示せ.exp Nn(R) N+

n (R)

 ならば例題13.1から  も正規行列であり,  の成分がすべて実数A∈Nn(R) exp A A
解答例

ならば  の成分もすべて実数だから  である.exp A exp A∈Nn(R)

 が正則行列であることから  の固有値は  でないため,  である.C C 0 rj >0

定理10.8から実直交行列  で,  が対角線上に対角行列  と  の形の行列がP P−1AP D Sa, b
並んだ形になるものがある.



 の  成分を  とすれば  は  を  成分にもつ対角行列で, 幾何学IID ( j, j) λj exp D eλj >0 ( j, j)
例10.4から  だから  は正の実数を対角成分にもつexp Sa, b =Sea cos b, eb sin b exp(P−1AP)
対角行列  と  の形の行列が並んだ形になる.  の固有多項式exp D Sea cos b, eb sin b exp A

 は  の固有多項式に一致して  のFexp A(x) P−1(exp A)P=exp(P−1AP) Sea cos b, eb sin b

固有多項式は  だから, 上のことから  は1次式 (x−eacos b)2+e2asin2b Fexp A(x) x−eλj

負の解の重複度は偶数である. 故に  である.exp A∈N+
n (R)

と  という形の2次式の積である. 後者が負の解をもつのは(x−eacos b)2+e2asin2b
 が  の奇数倍のときに限り, この場合  が重解になるため,  のb π −ea Fexp A(x)=0

 に注意すれば, 任意の  に対し, 仮定と定理10.8より  とは Sa, 0 =aE2 C∈N+
n (R) (0,0)

異なる実数の対  と正の実数を対角成分とする  次(a1, b1), (a2, b2),…, (al, bl) n−2l

対角行列  に対して直交行列  で  が以下の形になるようなものがある. D P P−1CP

解答例の続き



解答例の続き

P−1CP=

Sa1, b1
O2 ⋯ O2 O2, n−2l

O2 Sa2, b2
⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ O2 O2, n−2l

O2 ⋯ O2 Sal, bl
O2, n−2l

On−2l, 2 ⋯ On−2l, 2 On−2l, 2 D

 とおき, ,  を満たす  をとれば幾何学Ⅱrj = a2
j +b2

j cos θj =
aj

rj
sin θj =

bj

rj
0≦θj <2π

例10.4により  が成り立つ. また,  の  成分を  としてexp Slog rj, θj
=Saj, bj

D ( j, j) dj

 成分が  である  次対角行列を  とおけば  だから, 次の( j, j) log dj n−2l T exp T=D

ように  次正方行列  を定めれば  が成立つn A exp A=P−1CP



解答例の続き

A=

Slog r1, θ1
O2 ⋯ O2 O2, n−2l

O2 Slog r2, θ2
⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ O2 O2, n−2l

O2 ⋯ O2 Slog rl, θl
O2, n−2l

On−2l, 2 ⋯ On−2l, 2 On−2l, 2 T

故に幾何学Ⅱ注意.12から  が得られる. 幾何学Ⅱ命題8.8の(1)と(3)exp(PAP−1)=C
から  は正規行列で, 実数を成分とするため  による  の像は PAP−1 exp Nn(R) N+

n (R)
である.

実数を成分とする  次正方行列  が  を満たすとき  次交代行列という.n A tA= − A n
 次交代行列全体からなる  の部分空間を  で表し, 行列式の値が  であるn Mn(R) A(n) 1
 次直交行列全体からなる  の部分空間を  で表す. n Mn(R) SO(n)



例題 13.3
 による  の像は  であることを示せ.exp A(n) SO(n)

解答例
 ならば  の対角成分はすべて  だから  である. 従って A∈A(n) A 0 tr A=0 A(n)⊂SH0(n)

だから幾何学Ⅱ命題10.11により,  は行列式の値が  のユニタリー行列である.exp A 1
 の各成分は実数だから  の各成分も実数であるため,  である.A exp A exp A∈SO(n)
任意の  に対して,  が定理10.8の形の行列になるような直交行列 U∈SO(n) P−1UP P
をとると  も直交行列であることから対角線上に並ぶ  の形の行列はP−1UP Sa, b

 を満たし, 対角行列になっている部分の成分は  か  に等しい.a2+b2 =1 1 −1
さらに  の行列式の値が  であることから,  の対角成分に並ぶ  の個数はU 1 P−1UP −1
偶数である. また  だから,  の固有値  に対する固有ベクトルからなるS−1, 0 = − E2 U ±1
 の列ベクトルを適当に入れ換えることで次のような形にできる.P



解答例の続き

P−1UP=

Scos θ1, sin θ1
O2 ⋯ O2 O2, n−2l

O2 Scos θ2, sin θ2
⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ O2 O2, n−2l

O2 ⋯ O2 Scos θl, sin θl
O2, n−2l

On−2l, 2 ⋯ On−2l, 2 On−2l, 2 En−2l

そこで  を次のように定めれば  である.B∈Mn(R) B∈A(n)

B=

S0, θ1
O2 ⋯ O2 O2, n−2l

O2 S0, θ2
⋱ ⋮ ⋮

⋮ ⋱ ⋱ O2 O2, n−2l

O2 ⋯ O2 S0, θl
O2, n−2l

On−2l, 2 ⋯ On−2l, 2 On−2l, 2 On−2l



解答例の続き
幾何学Ⅱ例10.4から  だから  が幾何学Ⅱ注意9.12exp B=P−1UP exp(PBP−1)=U
から得られる. 一方,  と  よりP−1 = tP tB= − B

t(PBP−1)= t(PBtP)= t(PBtP)= t(tP)tBtP=P(−B)tP= − PBP−1

だから  である. 故に  による  の像は  である.PBP−1 ∈A(n) exp A(n) SO(n)



 に対し,  とおき, 整級数  をr>0 Dn(r)={X∈Mn(C) |∥X∥<r}
∞
∑
k=1

(−1)k−1

k xk

 とおく.  ならば ,  ならばL(x) X∈Dn(1) exp(L(X))=En+X X∈Dn(log 2)
 が成り立つことを示せ.L(exp(X)−En)=X

例題 13.4

解答例
 の整級数 ,  の収束半径はそれぞれ ,  である. 任意の複素数 x L(x) exp x=

∞
∑
k=0

xk

k! 1 ∞ x

に対して  であり,  ならば  である.  ならばexp x=ex |x |<1 L(x)=log(1+x) |x |<1
 が成り立つため,  の整級数として  がexp(L(x))=elog(1+x) =1+x x exp(L(x))=1+x

成り立つ. 故に例題11.3の(2)から  ならば  である.X∈Dn(1) exp(L(X))=En+X

また  ならば  であり, このとき |x |<log 2
∞
∑
k=1

|x |k

k! =e|x|−1<1 log(1+(ex−1))=x

だから  の整級数として  が成り立つ. 故に  ならばx L(exp x−1)=x X∈Dn(log 2)
例題11.3の(2)から  である.L(exp(X)−En)=X



第14回　正則行列の極分解

幾何学演習Ⅱ



 でない実数  に対し, 写像  を  で定める.0 r ρr :H+(n)→H+(n) ρr(A)=exp(r log A)
(1)  が成り立つことを示せ.ρr ∘ ρs =ρrs
(2)  を  でない整数とするとき,  が成り立つことを示せ.m 0 ρ 1

m
(A)m =A

例題 14.1

解答例
(1) すべてのエルミート行列  に対して  だから, 任意の X log(exp X)=X A∈H+(n)
に対して

(ρr ∘ ρs)(A)=ρr(ρs(A))=ρr(exp(s log A))=exp(r log(exp(s log A)))
=exp(rs log A)=ρrs(A)

が成り立つ. 故に  である.ρr ∘ ρs =ρrs

(2) 任意の  次正方行列  と正の整数  に対して,  が成り立つn A m exp(mA)=(exp A)m

ことを  による数学的帰納法で示す.  の場合は, 主張は明らかに成り立つ.m m=1
 が成り立つ仮定すれば,  だから幾何学Ⅱexp(mA)=(exp A)m (mA)A=A(mA)

命題10.3の(1)から次の等式が成り立つ.



exp((m+1)A)=exp(mA+A)=exp(mA)(exp A)=(exp A)m(exp A)=(exp A)m+1
解答例の続き

 だから  の場合も  がexp(0A)=exp O=En =(exp A)0 m=0 exp(mA)=(exp A)m

成り立つ.  が負の整数の場合,  は正の整数だから, 上で示したことによってm −m
 である. また, 正則行列  と正の整数  に対し,  はexp((−m)A)=(exp A)−m X k X−k

 の逆行列だから  である. 従ってXk (Xk)−1 =X−k

exp(mA)=exp( − (−m)A)=exp((−m)A)−1 =((exp A)−m)−1 =(exp A)m

である. 以上から, 任意の整数  に対して  が成り立つ. 故に, m exp(mA)=(exp A)m

任意の  に対してA∈H+(n)
ρ 1

m
(A)m =exp( 1

m log A)m =exp(m⋅ 1
m log A)=exp(log A)=A

が成り立つ.

正の実数 ,  と  を満たす実数 ,  に対し, a b α2+β2 ≠0 α β log(aα2+bβ2 (a−b)αβ
(a−b)αβ bα2+aβ2)

を求めよ.

例題 14.2



解答例

とおくと, 次の等式から  の固有値は  とA=(aα2+bβ2 (a−b)αβ
(a−b)αβ bα2+aβ2) A a(α2+β2)

 である.b(α2+β2)
x−(aα2+bβ2) −(a−b)αβ

−(a−b)αβ x−(bα2+aβ2)
=x2−(a+b)(α2+β2)x+ab(α2+β2)2

=(x−a(α2+β2))(x−b(α2+β2))

,   a(α2+β2)E2−A=(a−b)( β2 −αβ
−αβ α2 ) b(α2+β2)E2−A=(b−a)(α2 αβ

αβ β2)
だから  ならば ,  はそれぞれ , a≠b 1

α2 + β2 (α
β) 1

α2 + β2 (−β
α ) a(α2+β2) b(α2+β2)

に対する  の固有空間の正規直交基底で,  ならば , A a=b 1
α2 + β2 (α

β) 1
α2 + β2 (−β

α )
は  に対する  の固有空間の正規直交基底である.a(α2+β2) A



故に  とおけば  である.P= 1
α2 + β2 (α −β

β α ) P−1AP=(a(α2+β2) 0
0 b(α2+β2))

が成り立つため,  はlog A

解答例の続き

1
α2 + β2 (α −β

β α )(log(a(α2+β2)) 0
0 log(b(α2+β2)))( α β

−β α)
= 1

α2 + β2 (α log(a(α2+β2)) −β log(b(α2+β2))
β log(a(α2+β2)) α log(b(α2+β2)) )( α β

−β α)

に等しい.

 はユニタリー行列だから, 幾何学Ⅱ補題11.5の(2)よりP
log A=log(PP−1APP−1)=P log(P−1AP)P−1

= 1
α2 + β2 (α2 log(a(α2+β2)) +β2 log(b(α2+β2)) αβ(log a−log b)

αβ(log a−log b) α2 log(b(α2+β2))+β2 log(a(α2+β2)))



解答例

 に対しa, b, θ, φ∈R

A=((a−b)cos θ cos(θ−φ)+b cos φ (a−b)cos θ sin(θ−φ)−b sin φ
(a−b)cos θ sin(θ−φ)+a sin φ −(a−b)cos θ cos(θ−φ)+a cos φ)

とおく.  のとき  の極分解を求めよ.a, b≠0 A

例題 14.3

 だから,  は例題14.2のAA*=(a2 cos2 θ+b2 sin2 θ (a2−b2)cos θ sin θ
(a2−b2)cos θ sin θ b2 cos2 θ+a2 sin2 θ) AA*

解答例の行列  の , , ,  をそれぞれ , , ,  で置き換えた行列でA a b α β a2 b2 cos θ cos θ
ある.  に注意すれば例題14.2の結果から次が得られる.log x2 =2 log |x |

log(AA*)=2(cos2θ log |a |+sin2θ log |b | cos θ sin θ(log |a |−log |b | )
cos θ sin θ(log |a |−log |b | ) cos2θ log |b |+sin2θ log |a | )



従って  は例題14.2の解答例の行列  の , , ,  をそれぞれ ,1
2 log(AA*) A a b α β log |a |

解答例の続き

, ,  で置き換えた行列だから,  とおけば  は log |b | cos θ cos θ P=(cos θ −sin θ
sin θ cos θ ) P

直交行列で, 例題14.2の解答例から  がP−1( 1
2 log(AA*))P=(log |a | 0

0 log |b |)
わかる. ,  とおけば  は  の極分解であり, 次のH=exp(1

2 log(AA*)) U=H−1A (H, U) A

H=exp(PP−1(1
2 log(AA*))PP−1)=P exp(P−1(1

2 log(AA*))P)P−1

=P exp(log |a | 0
0 log |b |)P−1 =(cos θ −sin θ

sin θ cos θ )( |a | 0
0 |b |)( cos θ sin θ

−sin θ cos θ)
=( |a |cos2 θ+|b |sin2 θ ( |a |−|b | )cos θ sin θ

( |a |−|b | )cos θ sin θ |b |cos2 θ+|a |sin2 θ)

等式が成り立つ.



H=

(a cos2 θ+b sin2 θ (a−b)cos θ sin θ
(a−b)cos θ sin θ b cos2 θ+a sin2 θ) a > 0, b > 0

(−a cos2 θ+b sin2 θ −(a+b)cos θ sin θ
−(a+b)cos θ sin θ b cos2 θ−a sin2 θ ) a < 0, b > 0

(a cos2 θ−b sin2 θ (a+b)cos θ sin θ
(a+b)cos θ sin θ −b cos2 θ+a sin2 θ) a > 0, b < 0

(−a cos2 θ−b sin2 θ −(a−b)cos θ sin θ
−(a−b)cos θ sin θ −b cos2 θ−a sin2 θ) a < 0, b < 0

解答例の続き
さらに ,  の符号で場合分けをすれば  は次で与えられる.a b H



故に , |H |= |ab | H−1 = 1
|ab | ( |b |cos2 θ+|a |sin2 θ −( |a |−|b | )cos θ sin θ

−( |a |−|b | )cos θ sin θ |a |cos2 θ+|b |sin2 θ )
解答例の続き

だから  は以下で与えられる.U
U= 1

|ab | (a |b |cos θ cos(θ−φ)+|a |b sin θ sin(θ−φ) a |b |cos θ sin(θ−φ)−|a |b sin θ cos(θ−φ)
a |b |sin θ cos(θ−φ)−|a |b cos θ sin(θ−φ) a |b |sin θ sin(θ−φ)+|a |b cos θ cos(θ−φ))

=

(cos φ −sin φ
sin φ cos φ ) a > 0, b > 0

(−cos(2θ−φ) −sin(2θ−φ)
−sin(2θ−φ) cos(2θ−φ) ) a < 0, b > 0

(cos(2θ−φ) sin(2θ−φ)
sin(2θ−φ) −cos(2θ−φ)) a > 0, b < 0

(−cos φ sin φ
−sin φ −cos φ) a < 0, b < 0



第15回　正規直交化法の応用とCayley変換

幾何学演習Ⅱ



,  で定めるとき, これらは同相写像であることを示せ.μC(U, T)=UT μR(U, T)=UT

を使って示される次の結果からも幾何学Ⅱ定理12.12が得られる.

 の要素を成分とする  次上半三角行列で, 対角成分がすべて正の実数であるもの全体K n
からなる  の部分空間を  で表す.  は正の実数全体  の  個のMn(K) T+

n (K) T+
n (K) (0,∞) n

直積空間  と  の直積空間と同相であり,  は  と同相だから (0,∞)n K
n(n − 1)

2 (0,∞) R T+
n (C)

は と同相で,  は  と同相である. このことからSchmidtの正規直交化法Rn2 T+
n (R) R

n(n + 1)
2

例題 15.1
写像 ,  をそれぞれμC :U(n) × T+

n (C)→GLn(C) μR :O(n) × T+
n (R)→GLn(R)

解答例
 に対し, 幾何学Ⅱ定理7.13で示した方法で  の基底 A∈GLn(K) Kn Ae1, Ae2,…, Aen

を直交化して得られる正規直交基底を  とする.  を第  列にもつw1, w2,…, wn wj j
ユニタリー行列を  で表し,  の基底  から  へのAU Kn w1, w2,…, wn Ae1, Ae2,…, Aen
基底の変換行列を  で表す. 幾何学Ⅱ定理7.13から基底  からAT Ae1, Ae2,…, Aen

 への基底の変換行列は  に属し, その逆行列が  である.w1, w2,…, wn T+
n (K) AT



一方, 対角成分がすべて正の実数である上半三角行列の逆行列も上半三角行列であり,
解答例の続き

その対角成分はもとの行列の対応する対角成分の逆数になるため, すべて正の実数で
ある. 従って  である. AT ∈T+

n (K)
写像 ,  を ,νC :GLn(C)→U(n)×T+

n (C) νR :GLn(R)→O(n)×T+
n (R) νC(A)=(AU, AT)

 で定める.  に対し,  の  成分を ,  の第  列をνR(A)=(AU, AT) A∈GLn(K) AT (i, j) tij AU j
 とすれば  が  に対して成り立つためwj Aej = t1jw1+t2jw2+⋯+tnjwn j=1,2,…, n

 である. 故に  は  ( ) の恒等写像である.A=AUAT μK ∘ νK GLn(K) K=C, R
,  に対し,  の  成分を ,  の第  列を  として  の第  列をU∈U(n) T∈T+

n (K) T (i, j) tij U j zj UT j
 とおくと  に対して  である.  の逆行列もvj j=1,2,…, n vj = t1jz1+t2jz2+⋯+tjjzj T

 に属するため  は  の形に表せるので  は T+
n (K) zj zj = t′ 1jv1+t′ 2jv2+⋯+t′ jjvj zj v1, v2,…, vj

で生成される  の部分空間に属する.  を幾何学Ⅱ定理7.13で示した方法Kn v1, v2,…, vn
で直交化して得られる正規直交基底を  として,  による数学的帰納法でw1, w2,…, wn j

 であることを示す.wj =zj



 の基底  から  への基底の変換行列は  に属するKn v1, v2,…, vn w1, w2,…, wn T+
n (K)

解答例の続き

ため, その逆行列である  から  への基底の変換行列も w1, w2,…, wn v1, v2,…, vn T+
n (K)

に属する. 従って  に対して  が正の実数である  でj=1,2,…, n sjj sij ∈K
vj =s1jw1+s2jw2+⋯+sjjwj

を満たすものがある.  のとき  であり  と  は正の実数でj=1 t11z1 =v1 =s11w1 s11 t11
 だから  が∥w1∥=∥z1∥=1 t11 = | t11 |∥z1∥=∥t11z1∥=∥s11w1∥= |s11 |∥w1∥=s11

得られ, これより  が成り立つ. 帰納的に  に対して w1 =z1 j=1,2,…, k−1 sij = tij
( ) と  が成り立つと仮定する.  で生成される  の部分i=1,2,…, j wj =zj v1, v2,…, vk Kn

空間を  とすれば  は  と同様に  に属し,  で生成される部分空間はVk wk zk Vk z1, z2,…, zk−1
 に一致する. ,  は正規直交系だから  と   は  のVk−1 z1, z2,…, zk w1, w2,…, wk wk zk Vk−1

直交補空間  に属する.  は  の  次元部分空間で  は  の  次元部分V⊥
k−1 Vk Kn k Vk−1 Vk k−1

空間だから  は  次元である. 故に  から  を満たすVk ∩ V⊥
k−1 1 wk, zk ∈Vk ∩ V⊥

k−1 wk =czk
 がある.  より等式c∈K t1kz1+t2kz2+⋯+tkkzk =vk =s1kw1+s2kw2+⋯+skkwk



(t1k−s1k)z1+(t2k−s2k)z2+⋯+(tk−1k−sk−1k)zk−1+(tkk−cskk)zk =0
解答例の続き

が成り立つため   の1次独立性から  に対して  とz1, z2,…, zk i=1,2,…, k−1 sik = tik
 が成り立つ.  と  は正の実数だから  も正の実数になるのでtkk =cskk skk tkk c

 がわかる. 従ってすべての  に対してc= |c |∥zk |=∥czk∥=∥wk∥=1 i, j=1,2,…, n
 と  が成り立つため  である. これは  が  のsij = tij wj =zj νK(UT)=(U, T) νK∘μK K=C

場合は  の恒等写像,  の場合は  の恒等写像であるU(n)×T+
n (C) K=R O(n)×T+

n (R)
ことを意味する.

四則演算と平方根をとることによって得られるため,  の成分の連続関数である.A

 は行列の積を対応させる写像だから連続写像である.  に対して  のμK A∈GLn(K) A
列ベクトルを直交化して得られる各ベクトルの成分と  の成分は  の成分の間のAT A

故に  も連続写像である. 以上から  は同相写像である.νK μK



 に対し  の部分空間 ,  をA∈Mn(C) Mn(C) U(A) S(A)
U(A)={X∈Mn(C) | det(En+X)≠0, X*AX=A}
S(A)={Y∈Mn(C) | det(En+Y)≠0, Y*A= − AY}

で定義する. とくに  が  次単位行列  の場合,  は  を固有値にもたないA n En U(En) −1
  次ユニタリー行列全体からなり, 幾何学Ⅱ命題8.8の(2)から  を固有値にもつn −1
歪エルミート行列は存在しないため,  は  次歪エルミート行列全体の集合にS(En) n
一致することに注意する.

(1) ,  ならば次の関係式を示せ.X∈U(A) Y∈S(A)

(2) ,  をそれぞれf :U(A)→S(A) g :S(A)→U(A)

で定めれば,  と  は互いに逆写像であることを示せ.f g

例題 15.2

, (En−X)(En+X)−1 ∈S(A) (En−Y)(En+Y)−1 ∈U(A)

, f(X)=(En−X)(En+X)−1 g(Y)=(En−Y)(En+Y)−1



(1) ,  に対し , X∈U(A) Y∈S(A) f(X)=(En−X)(En+X)−1 g(Y)=(En−Y)(En+Y)−1

とおくと以下の等式が成り立つ.

解答例

(En+X*) f(X)*A(En+X)=(En+X*)((En−X)(En+X)−1)*A(En+X)
=(En+X*)((En+X)−1)*(En−X)*(A+AX)
=(En+X*)(En+X*)−1(En−X*)(A+AX)
=A+AX−X*A−X*AX=AX−X*A
= − A−X*A+AX+X*AX
= − (En+X*)(A−AX)= − (En+X*)A(En−X)

(En+Y*)g(Y)*Ag(Y)(En+Y)=(En+Y*)((En−Y)(En+Y)−1)*A(En−Y)
=(En+Y*)(En+Y*)−1(En−Y*)(A−AY)
=A−AY−Y*A+Y*AY=A+Y*AY
=A+AY+Y*A+Y*AY=(En+Y*)(A+AY)
=(En+Y*)A(En+Y)

=(En+X*)(−A f(X))(En+X)



(2)  ならば次の等式が成り立つため  は  の恒等写像である.X∈U(A) g∘ f U(A)

, , ,  は正則行列だから, 上式En+X En+X*=(En+X)* En+Y En+Y*=(En+Y)*
解答例の続き

から  と  が得られる.  ならばf(X)*A= − Af(X) g(Y)*Ag(Y)=A det(En+X)≠0
det(En+(En−X)(En+X)−1)=det((En(En+X)+(En−X))(En+X)−1)

=det(2En) det((En+X)−1)= 2n

det(En + X) ≠0
が成り立つ. 以上から ,  である.f(X)∈S(A) g(Y)∈U(A)

g( f(X))=g((En−X)(En+X)−1)

=(En(En+X)−(En−X))(En+X)−1(En+(En−X)(En+X)−1)−1
=(En−(En−X)(En+X)−1)(En+(En−X)(En+X)−1)−1

=2X((En+(En−X)(En+X)−1)(En+X))−1

=2X((En+X)+(En−X))−1 =2X(2En)−1 =X
 ならば上と全く同じ式変形を行えば  が得られるので  はY∈S(A) f(g(Y))=Y f∘g

 の恒等写像である.S(A)



 を固有値にもたない  次正方行列  に対して  を対応させる−1 n X (En−X)(En+X)−1

写像をCayley変換という.
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