
1 層

定義 1.1 M を位相空間とする. M の各開集合 U に対して集合 F (U) が対応し, 開集合の包含関係 U ⊃ V に対し
て写像 ρUV : F (U)→ F (V ) が対応していて, U ⊃ V ⊃ W ならば ρVW ◦ρUV = ρUW であり, ρUU = idF(U) が成り立つ

とき対応 U 7→ F (U), (U ⊃ V ) 7→ ρUV を位相空間 M 上の (集合の)前層 (presheaf )という.

M 上の前層 F が M の任意の開集合 U と U の開被覆 (Ui)i∈I に対して次の条件 (1), (2) を満たすとき F を層

(sheaf )という.

(1) x, y ∈ F (U) がすべての i ∈ I に対し, ρUUi
(x) = ρUUi

(y) を満たせば x = y である.

(2) 各 i ∈ I に対し, xi ∈ F (Ui) が与えられていて任意の i, j ∈ I に対して ρUi

Ui∩Uj
(xi) = ρ

Uj

Ui∩Uj
(xj) が成り立て

ば ρUUi
(x) = xi がすべての i に対して成り立つような x ∈ F (U) が存在する.

定義 1.2 M 上の (前) 層 F において, M の各開集合 U に対し F (U) がアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群,

(k-代数 (k は一定の環 )etc.)の構造をもち, 各 ρUV がアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の準同型写

像ならば F をアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の (前)層という.

注意 1.3 F が M 上の可換環の (前)層であるとき, F (M) に k-代数の構造 η : k → F (M) を与えれば, M の任

意の開集合 U に対して ρMU ◦η : k → F (U) によって F (U) は k-代数になり, F は k-代数の (前)層になる.

例 1.4 (1) 位相空間 M の開集合 U に対して CM (U) を U で定義された実数値連続関数の集合とし, U ⊃ V のとき
写像 ρUV : CM (U)→ CM (V ) を ρUV (f) = f |V (f の V への制限)により定める. 関数の和, 積, 実数倍により CM (U)

は可換な R-代数の構造をもち, ρUV は R-代数の準同型写像だから CM は M 上の R-代数の層になる.

(2) F をM 上の前層とし,M の開集合W に対してW 上の前層F |W を次のように定める. W に含まれる開集合

U に対して F |W (U) = F (U) とし, W ⊃ U ⊃ V ならば ρUV : F |W (U)→ F |W (V ) は ρUV : F (U)→ F (V ) と同

じ写像とする. F |W をF のW への制限という. F がM 上の層ならばF |W はW 上の層である. F がアーベル群

(resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の (前)層ならば F |W がアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)

の (前)層である.

集合族 (Xi)i∈I に対し,
∐
i∈I

Xi =
{
(x, i) ∈

⋃
i∈I

Xi × I
∣∣∣x ∈ Xi

}
とおく. このとき, 各 j ∈ I に対して写像

ιj : Xj →
∐
i∈I

Xi を ιj(x) = (x, j) で定めれば ιj は単射で, ιj によって Xj と ιj の像を同一視し, Xj を
∐
i∈I

Xi の部

分集合とみなす.

定義 1.5 F を M 上の前層とし, p ∈ M に対し, p を含む M の開集合全体の集合を V (p) で表すことにする.∐
U∈V (p)

F (U) における関係 ∼p を f ∈ F (U), g ∈ F (V ) に対し,

“f ∼p g ⇔ ρUW (f) = ρVW (g) かつW ⊂ U ∩ V を満たす W ∈ V (p) がある.”

により定めれば, 同値関係である. この同値関係による
∐

U∈V (p)

F (U) の商集合を Fp で表し, F の p における茎

(stalk)という. 包含写像 F (U) ↪→
∐

U∈V (p)

F (U) と商写像 πF
p = πp :

∐
U∈V (p)

F (U) → Fp の合成を ρUp で表すこ

とにする.

F がアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.) の前層ならば Fp も自然にアーベル群 (resp. 環, 可換環,

k-加群, k-代数, etc.) の構造をもち, ρUp : F (U) → Fp はアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.) の

準同型写像になる. 実際, α, β ∈ Fp に対して πp(f) = α, πp(g) = β となる f ∈ F (U), g ∈ F (V ) を選び,

α+ β = πp(ρ
U
U∩V (f) + ρVU∩V (g)) (resp. α · β = πp(ρ

U
U∩V (f) · ρVU∩V (g)), r · α = πp(rf) (r ∈ R))により Fp の和

(resp. 積, スカラー倍)を定めればよい.
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注意 1.6 F を M 上の前層, W を p ∈ M の開近傍とすると, 包含写像
∐

U∈V (p),U⊂W
F (U) →

∐
U∈V (p)

F (U) は全

単射 (F |W )p → Fp を誘導することが上の定義からわかる.

定義 1.7 (1) F , G を M 上の前層とし, M の各開集合 U に対して写像 ϕU : F (U) → G (U) が与えられていて,

U ⊃ V ならば ϕV ◦ρUV = ρUV ◦ϕU が成り立つとき写像の族 ϕ = (ϕU )U∈O (O は M の位相) を F から G への射

(morphism)といい, ϕ : F → G で表す.

(2) ϕ : F → G , ψ : G → H を前層の射とするとき, これらの合成 ψ◦ϕ : F → H を (ψ◦ϕ)U = ψU◦ϕU により
定義する. また, 各 F (U) の恒等写像から定まる idF = (idF(U))U∈O : F → F は前層の射で, F の恒等射という.

(3) F , G がともにアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.) の前層で, 各 ϕU がアーベル群 (resp. 環,

可換環, k-加群, k-代数, etc.)の準同型写像ならば ϕ をアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の前層の

射という.

(4) F , G を M 上の前層とし, M の各開集合 U に対して G (U) が F (U) の部分集合であり, 包含写像

iU : G (U) → F (U) が前層の射 i : G → F を定めるとき G を F の部分前層という. また F , G がともに層であ

れば G を F の部分層という.

ϕ : F → G を前層の射とするとき ϕU から定まる写像
∐

U∈V (p)

F (U) →
∐

U∈V (p)

G (U) は同値関係 ∼p を保つた

め, すべての U ∈ V (p) に対して ϕp◦ρUp = ρUp ◦ϕU を満たす写像 ϕp : Fp → Gp がただ一つ存在する. F , G がとも

にアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の前層で, ϕ がアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数,

etc.)の前層の射ならば ϕp はアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の準同型写像になる.

次の命題は容易に示される.

命題 1.8 ϕ : F → G , ψ : G →H を M 上の前層の射とするとき, p ∈M に対し, (ψ◦ϕ)p = ψp◦ϕp が成り立つ.

定義 1.9 (1) M , N を位相空間, f : M → N を連続写像, F を M 上の前層とする. N 上の前層 f∗F を

f∗F (U) = F (f−1(U)), ρUV = ρ
f−1(U)
f−1(V ) により定め, F の f による順像という. このとき F が層ならば f∗F

も層である. また F がアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.) の前層ならば f∗F もアーベル群

(resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.) の前層である.

(2) ϕ : F → G を M 上の前層の射とするとき, f∗ϕ : f∗F → f∗G を (f∗ϕ)U = ϕf−1(U) で定められる写像と

する.

注意 1.10 ϕ : F → G , ψ : G →H を M 上の前層の射とするとき, (g◦f)∗F = g∗(f∗F ) である.

M , N を位相空間, f :M → N を連続写像, F を M 上の前層とする. p ∈M に対し, ῑp :
∐

W∈V (f(p))

f∗F (W )→∐
Z∈V (p)

F (Z) を包含写像 f∗F (W ) = F (f−1(W )) ↪→
∐

Z∈V (p)

F (Z) から定まる写像とする. U, V ∈ V (f(p))

に対し, α ∈ f∗F (U), β ∈ f∗F (V ) が
∐

W∈V (f(p))

f∗F (W ) において α ∼p β を満たすとき,
∐

Z∈V (p)

F (Z) に

おいて ῑp(α) ∼p ῑp(β) であるため, πp◦ῑp = ιp◦πf(p) を満たす写像 ιp : (f∗F )f(p) → Fp がただ 1 つ存

在する. このとき U ∈ V (f(p)) に対し, ιp◦ρUf(p) = ρ
f−1(U)
p が成り立つことに注意する. F がアーベル群

(resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.)の前層ならば ιp はアーベル群 (resp. 環, 可換環, k-加群, k-代数, etc.) の準

同型写像である.

定義 1.11 F が M 上の可換環の層で, 各 p ∈M に対して Fp が局所環であるときM と F の対 (M,F ) を局所

環付空間という. mp, kp でそれぞれ Fp の極大イデアル, 剰余体 Fp/mp を表し, ep : Fp → kp を射影とする.

(M,F ), (N,G ) を局所環付空間とする. 連続写像 f : M → N と可換環の層の射 ϕ : G → f∗F で, 各 p ∈ M に対

し, 合成写像 ιp◦ϕf(p) : Gf(p) → Fp が Gf(p) の極大イデアルを Fp の極大イデアルの中に写すものの対 (f, ϕ) を
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(M,F ) から (N,G ) への局所環付空間の射と呼ぶ. (f, ϕ) : (M,F )→ (N,G ), (g, ψ) : (N,G )→ (L,H ) を局所環

付空間の射とするとき, これらの合成を (g, ψ)◦(f, ϕ) = (g◦f, f∗ψ◦ϕ) により定義する.

例 1.12 位相空間 M に対し, 例 1.4の層 CM を考える. p ∈ M と U ∈ V (p) に対し, 写像 εU p : CM (U) → R を

εU p(f) = f(p) で定めれば, εU p は R-代数の準同型写像である. U, V ∈ V (p) であり, f ∈ CM (U), g ∈ CM (V ) が

f ∼p g を満たせば εU p(f) = εV p(g) となるため, εp◦ρUp = εU p を満たすR-代数の全射準同型写像 εp : CM p → R

が定まる. 従って Ker εp は Dp の極大イデアルである. f ∈ CM (U) が ρUp (f) 6∈ Ker εp を満たせば f(p) 6= 0 だか

ら, U に含まれる p の近傍 V で, f(V ) ⊂ R− {0} を満たすものがある. このとき, f |V は CM (V ) の可逆元だから,

ρUp (f) は CM p の可逆元である. 故に, CM p は Ker εp を唯一の極大イデアルとする局所環であり, (M,CM ) は局所

環付空間である. 従って αp◦ep = εp を満たす同型写像 αp : kp → R がある.

連続写像 f : M → N に対して R-代数の層の射 f ♯ : CN → f∗CM を次のように定める. N の開集合 U と

ϕ ∈ CN (U) に対して f ♯U (ϕ) は x ∈ f−1(U) を ϕ(f(x)) に写す f−1(U) 上の関数とする. このとき V が U に含ま

れる開集合ならば f ♯V ◦ρUV = ρUV ◦f
♯
U が成り立つことは容易に確かめられるため, 層の射 f ♯ が定義される.

p ∈ M に対して ιp◦f ♯f(p) : CN f(p) → CM p は ϕ ∈ CN (U) (U ∈ V (f(p))) で代表される同値類を ϕ◦f |f−1(U) ∈
CM (f−1(U))で代表される同値類に写し, εf−1(U) p

(
ϕ◦f |f−1(U)

)
= ϕ(f(p)) = εU f(p)(ϕ)だから εp◦ιp◦f ♯f(p) = εf(p)

が成り立つ. 従って (f, f ♯) は (M,CM ) から (N,CN ) への局所環付空間の射である.

定義 1.13 k を体, R を k-代数である局所環とし, k-代数の準同型写像 ε : R → k があるとする. k-上線形な写像

D : R → k が a, b ∈ R に対して D(ab) = D(a)ε(b) + ε(a)D(b) を満たすとき D を R の ε-微分という. R の ε-微

分全体から集合を Derε(R) で表すと, ε-微分の和, スカラー倍も ε-微分になるため Derε(R) は k 上のベクトル空間

である.

注意 1.14 R を上の定義の条件を満たす局所環とし m を R の極大イデアルとすれば, ε : R → k は全射だから,

m = Ker ε である.

D を R の ε-微分とするとき a, b ∈ m ならば D(ab) = 0 だから p : m→ m/m2 を商写像とすると D̄◦p = D|m を
満たす k 上の線形写像 D̄ : m/m2 → k がただ 1つ存在する.

命題 1.15 定義 1.13の条件のもとで, Θ = ΘR : Derε(R)→ Homk(m/m
2, k) を Θ(D) = D̄ で定めれば Θ は k 上

のベクトル空間の同型写像である.

証明 Θ(D) = 0 ならば D(m) = {0} である. 任意の a ∈ R に対し, a− e(a)1 ∈ m だから D(a− e(a)1) = 0 である.

一方, D(1) = D(1 · 1) = D(1)e(1)+ e(1)D(1) = 2D(1) から D(1) = 0 となるため上式から D(a) = 0 である. 従っ

て D = 0となるため Θは単射である. 任意の ϕ ∈ Homk(m/m
2, k)に対し, Dφ : R→ k をDφ(a) = ϕ◦p(a−e(a)1)

で定めれば Dφ は R の微分であり, Θ(Dφ) = ϕ が成り立つため Θ は全射である. □

q : k[ε]/(ε2) → k を q(ε) = 0 で定められる k-代数の準同型写像とし, q◦ψ = ε を満たす k-代数の準同型写像

ψ : R→ k[ε]/(ε2) 全体の集合を L(R) で表す.

命題 1.16 写像 ψ : R→ k[ε]/(ε2)は写像 ψ0, ψ1 : R→ k を用いて ψ = ψ0+εψ1 の形に表せるが, ψ ∈ L(R)である
ことと ψ0 = ε かつ ψ1 ∈ Derε(R) であることは同値である. 従って, 対応 ψ 7→ ψ1 は全単射 ΞR : L(R)→ Derε(R)

を与える.

証明 ψ = ψ0 + εψ1 ならば q◦ψ = q◦ψ0 だから ψ が q◦ψ = ε を満たすことと ψ0 = ε であることは同値である. ま

た a, b ∈ R に対して ψ(a)ψ(b) = ψ0(a)ψ0(b) + (ψ1(a)ψ0(b) + ψ0(a)ψ1(b))ε, ψ(ab) = ψ0(ab) + ψ1(ab)ε だから ψ

が環の準同型写像であることと ψ0 が環の準同型写像であり, ψ1(ab) = ψ1(a)ψ0(b) + ψ0(a)ψ1(b) が任意の a, b ∈ R
に対して成立することと同値である. □
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R, S をともに k-代数である局所環とし, k-代数の準同型写像 εR : R → k と εS : S → k が与えられて

いるとする. また, mR, mS をそれぞれ R, S の極大イデアルとする. k-代数の準同型写像 f : R → S が

εS◦f = εR を満たすならば, f(mR) ⊂ mS であるため, f は k-上の線形写像 f̄ : mR/m
2
R → mS/m

2
S を誘導す

る. そこで f̄∗ : Homk(mS/m
2
S , k) → Homk(mR/m

2
R, k) を f̄∗(α) = α◦f̄∗ で定義する. また, D ∈ DerεS (S) に

対して D◦f ∈ DerεR(D) であり, ψ ∈ L(S) に対して ψ◦f ∈ L(R) だから Der(f) : DerεS (S) → DerεR(R) を

Der(f)(D) = D◦f で定義し, L(f) : L(S) → L(R) を L(f)(ψ) = ψ◦f で定義する. このとき, 次のことが容易に確

かめられる.

命題 1.17 R, S, T を定義 1.13 の条件を満たす局所環とし, f : R → S, g : S → T は k-代数の準同型写像で,

εS◦f = εR, εT ◦g = εS を満たすとする.

(1) Der(g◦f) = Der(f)Der(g) が成り立つ. また, R の恒等写像 idR に対し Der(idR) は DerεR(R) の恒等写像で

ある.

(2) f が同型写像ならば Der(f) も同型写像である.

(3) 次の図式は可換である.

L(S)
ΞS−−−−→ DerεS (S)

ΘS−−−−→ Homk(mS/m
2
S , k)yL(f) yDer(f)

yf̄∗

L(R)
ΞR−−−−→ DerεR(R)

ΘR−−−−→ Homk(mR/m
2
R, k)

2 多様体の定義

定義 2.1 位相空間M に対し. M の開集合 U と U から Rm の開集合 V の上への同相写像 ϕ : U → V の対 (U,ϕ)

を M の座標近傍という.

prk : Rm → R を第 k 成分への射影とする.

定義 2.2 M を Hausdorff空間とし, m, r を負でない整数とする. CM の部分層 D が次の条件を満たすとき (M,D)

を m 次元 Cr 級微分可能多様体 (Cr-多様体)という.

(1) 任意の p ∈M に対し, M の座標近傍 (U,ϕ) で次の条件を満たすものが存在する.

(i) p ∈ U
(ii) k = 1, 2, . . . ,m に対して prk◦ϕ ∈ D(U).

(iii) V が U に含まれる開集合で, f ∈ D(V ) ならば, F (x) = f(ϕ−1(x)) で定義される関数 F : ϕ(V )→ R

は Cr 級関数である.

(2) M の任意の開集合 U と f1, f2, . . . , fn ∈ D(U) および x 7→ (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) により与えられる写像

U → Rn の像を含む開集合の上で定義された Cr 級実数値関数 F に対して, x 7→ F (f1(x), f2(x), . . . , fn(x))

により与えられる関数は D(U) に属する.

定義 2.3 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体とし, W を M の開集合とする. このとき (W,D |W ) も m 次元

Cr 級微分可能多様体であり, これを M の開部分多様体という.

定義 2.4 (U,ϕ), (V, ψ)をM の座標近傍とする. U∩V = ∅であるか,または U∩V 6= ∅であり, F (x) = ψ(ϕ−1(x))

で定義される写像 F : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) と G(x) = ϕ(ψ−1(x)) で定義される写像 G : ψ(U ∩ V )→ ϕ(U ∩ V )

がともに Cr 級写像であるとき, (U,ϕ) と (V, ψ) は Cr 級に両立するという.

補題 2.5 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体とする. M の座標近傍 (U,ϕ) と (V, ψ) が定義 2.2の条件 (1)の

(ii)と (iii)を満たすならば (U,ϕ) と (V, ψ) は Cr 級に両立する.
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証明 U ∩ V 6= ∅ と仮定してよい. k = 1, 2, . . . ,m に対して prk◦ψ|U∩V ∈ D(U ∩ V ) かつ prk◦ϕ|U∩V ∈ D(U ∩ V )

だから Fk(x) = prk(ψ(ϕ
−1(x))), Gk(x) = prk(ϕ(ψ

−1(x))) で定義される関数 Fk : ϕ(U ∩ V ) → R, Gk :

ψ(U ∩ V )→ R はともに Cr 級関数である. 一方, x ∈ ϕ(U ∩ V ) ならば ψ(ϕ−1(x)) = (F1(x), F2(x), . . . , Fm(x)),

x ∈ ψ(U ∩ V ) ならば ϕ(ψ−1(x)) = (G1(x), G2(x), . . . , Gm(x)) だから, F (x) = ψ(ϕ−1(x)) で定義される写像

F : ϕ(U ∩ V )→ ψ(U ∩ V ) と G(x) = ϕ(ψ−1(x)) で定義される写像 G : ψ(U ∩ V )→ ϕ(U ∩ V ) はともに Cr 級写

像である. □

定義 2.6 Hausdorff空間 M の座標近傍系 ((Ui, ϕi))i∈I で次の条件 (1), (2) を満たすものを, M の Cr 級座標近傍

系と呼ぶことにする.

(1) M =
⋃
i∈I

Ui

(2) 任意の i, j ∈ I に対して (Ui, ϕi) と (Uj , ϕj) は Cr 級に両立する.

命題 2.7 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体とし, 定義 2.2の条件 (1)の (ii)と (iii)を満たす M の座標近傍

全体からなる集合を C(D) とする.

(1) ((U,ϕ))(U,φ)∈C(D) は M の Cr 級座標近傍系である.

(2) C(D) の部分集合 I が M =
⋃

(U,φ)∈I
U を満たせば ((U,ϕ))(U,φ)∈I は M の Cr 級座標近傍系である.

(3) C(D) の部分集合 I は (2)の条件を満たすとする. M の座標近傍 (U,ϕ) が, 任意の (W,ψ) ∈ I と両立すれば
(U,ϕ) ∈ C(D) である.

証明 (1) ((U,ϕ))(U,φ)∈C(D) が定義 2.6の (1)の条件を満たすことは定義 2.2の条件 (1)からわかり, 定義 2.6の (2)

の条件を満たすことは補題 2.5から明らかである.

(2) ((U,ϕ))(U,φ)∈C(D) が定義 2.6の (2)の条件を満たすことは補題 2.5から明らかである.

(3) fk = prk◦ϕ : U → R とおく. 仮定から任意の (W,ψ) ∈ I に対して Fk(x) = fk(ψ
−1(x)) で定義される

ψ(U ∩W ) 上の関数 Fk は Cr 級関数である. gk = prk◦ψ :W → R とおけば gk|U∩W ∈ D(U ∩W ) だから定義 2.2

の条件 (2)によって x 7→ Fk(g1(x), g2(x), . . . , gm(x)) = fk(ψ
−1(ψ(x))) = fk(x) で与えられる U ∩W 上の関数は

D(U ∩W ) に属し, この関数は fk|U∩W に他ならない. 故に D が CM の部分層であることと, M =
⋃

(W,ψ)∈I
W から

fk = prk◦ϕ ∈ D(U) であることが導かれる.

V を U に含まれる開集合とし, f ∈ D(V ) に対して F (x) = f(ϕ−1(x)) によって関数 F : ϕ(V ) → R を定

義する. 任意の (W,ψ) ∈ I に対して, τ : ϕ(V ∩W ) → ψ(V ∩W ) を τ(x) = ψ(ϕ−1(x)) で定めれば, 仮定に

よって τ は Cr 級写像である. また, ψ(V ∩W ) 上の関数 G を G(x) = f(ψ−1(x)) で定めれば f ∈ D(V ) であ

り, (W,ψ) が定義 2.2 の条件 (1) の (ii) と (iii) を満たすことから G は Cr 級関数である. x ∈ ϕ(V ∩W ) ならば

F (x) = f(ψ−1(ψ(ϕ−1(x)))) = G(τ(x)) であるため, F |φ(V ∩W ) は Cr 級関数である. (ϕ(V ∩W ))(W,ψ)∈I は ϕ(V )

の開被覆だから F は ϕ(V ) 上の Cr 級関数である. □

このように, M に Cr 級微分可能多様体の構造 D が与えられれば, 上の命題の (3)の意味で M の極大な Cr 級座

標近傍系 ΦD = ((W,ψ))(W,ψ)∈C(D) が定義されるが, 逆に M の Cr 級座標近傍系が与えられれば, 次の命題のよう

にして Cr 級微分可能多様体が得られる.

命題 2.8 M の Cr 級座標近傍系 Φ = ((Ui, ϕi))i∈I が与えられているとき, M の開集合 U に対し CM (U) の部分

集合 DΦ(U) を次のように定める.

DΦ(U) =
{
f ∈ CM (U)

∣∣任意の i ∈ I に対し, x 7→ f(ϕ−1
i (x)) で定められる ϕi(U ∩ Ui) 上の関数は Cr級関数

}
このとき, 対応 U 7→ DΦ(U) は CM の部分層 DΦ を定め, (M,DΦ) は m 次元 Cr 級微分可能多様体である.
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証明 M の開集合 U , V が U ⊃ V を満たし, f ∈ DΦ(U) ならば任意の i ∈ I と x ∈ ϕi(V ∩ Ui) に対して,

f |V (ϕ−1
i (x)) = f(ϕ−1

i (x)) だから f |V ∈ DΦ(V ) となるため, DΦ は CM の部分前層である.

また, (Vj)j∈J を U の開被覆とし, 各 j ∈ J に対して fj ∈ DΦ(Vj) が与えられていて j, k ∈ J に対して

fj |Vj∩Vk
= fk|Vj∩Vk

が成り立つとき, f ∈ CM (U) で, すべての j ∈ J に対して f |Vj
= fj を満たすものがただ 1つ

存在する. このとき, 任意の i ∈ I に対して Fi(x) = f(ϕ−1
i (x)) で定められる ϕi(U ∩ Ui) 上の関数 Fi を考えると,

任意の j ∈ J に対して, x ∈ ϕi(Vj ∩ Ui) ならば Fi(x) = fj(ϕ
−1
i (x)) であり, fj ∈ DΦ(Vj) だから, Fi|φi(Vj∩Ui) は

ϕi(Vj ∩ Ui) 上の Cr 級関数である. 故に Fi は ϕi(U ∩ Ui) 上の Cr 級関数となるため, f ∈ DΦ(U) である. 従って

DΦ は CM の部分層である.

任意の p ∈ M に対して p ∈ Ui を満たす i ∈ I をとる. fk = prk◦ϕi によって Ui 上の関数 f1, f2, . . . , fm を定

める. 任意の j ∈ I に対して x 7→ ϕi(ϕ
−1
j (x)) によって定義される ϕj(Uj ∩ Ui) から ϕi(Uj ∩ Ui) への写像は Cr

級写像であり, x ∈ ϕj(Uj ∩ Ui) に対して fk(ϕ
−1
j (x)) = prk(ϕi(ϕ

−1
j (x))) だから, x 7→ fk(ϕ

−1
j (x)) で定められる

ϕi(Uj ∩ Ui) 上の関数は Cr 級関数である. 従って k = 1, 2, . . . ,m に対して fk ∈ DΦ(Ui) となるため, (Ui, ϕi) は定

義 2.2の (1)の条件 (ii)を満たす. Ui に含まれる開集合 V に対し, f ∈ DΦ(V ) ならば, x 7→ f(ϕ−1
i (x)) で定義され

る ϕi(V ) 上の関数は DΦ(V ) の定義によって Cr 級関数である. 従って (Ui, ϕi) は定義 2.2の (1)の条件 (iii)も満

たす.

M の任意の開集合 U と f1, f2, . . . , fn ∈ DΦ(U) および x 7→ (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) により与えられる写像

U → Rn の像を含む開集合の上で定義された Cr 級実数値関数 F に対して, x 7→ F (f1(x), f2(x), . . . , fn(x)) により

与えられる関数を g とする. 任意の i ∈ I と k = 1, 2, . . . , nに対して, gk(x) = fk(ϕ
−1
i (x))で定義される ϕi(U ∩Ui)

上の関数は Cr 級であり, x ∈ ϕi(U ∩ Ui) に対し, g(ϕ−1
i (x)) = F (g1(x), g2(x), . . . , gn(x)) だから x 7→ g(ϕ−1

i (x))

で定義される ϕi(U ∩ Ui) 上の関数も Cr 級である. 故に g は DΦ(U) に属するため, DΦ は定義 2.2の (2)の条件を

満たす. □

命題 2.9 Φ = ((Ui, ϕi))i∈I を M の Cr 級座標近傍系とし, M の開集合 U に対して I 部分集合 J は U ⊂
⋃
j∈J

Uj

を満たすとする. このとき, 次の等式が成り立つ.

DΦ(U) =
{
f ∈ CM (U)

∣∣任意の j ∈ J に対し, x 7→ f(ϕ−1
j (x)) で定められる ϕj(U ∩ Uj) 上の関数は Cr級関数

}
証明 証明すべき等式の右辺を D ′

Φ(U) とおけば, DΦ(U) ⊂ D ′
Φ(U) が成り立つことは明らかである. f ∈ D ′

Φ(U) と

し, 任意の i ∈ I に対し, x 7→ f(ϕ−1
i (x)) で定義される ϕi(U ∩ Ui) 上の関数を Fi とする. f ∈ D ′

Φ(U) より j ∈ J
ならば Fj は Cr 級関数であり, (Ui, ϕi) と (Uj , ϕj) が Cr 級に両立するため, x 7→ ϕj(ϕ

−1
i (x)) で与えられる写像

は Cr 級写像である. j ∈ J に対して x ∈ ϕi(U ∩ Ui ∩ Uj) ならば Fi(x) = Fj(ϕj(ϕ
−1
i (x))) だから Fi|φi(U∩Ui∩Uj)

は Cr 級関数である. さらに ϕi(U ∩ Ui) =
⋃
j∈J

ϕi(U ∩ Ui ∩ Uj) より Fi が Cr 級関数であることがわかる. 従って

f ∈ DΦ(U) となるため D ′
Φ(U) ⊂ DΦ(U) が成り立つ. □

例 2.10 U を Rm の開集合とすれば, ΦU = ((U, idU )) は U の Cr 級座標近傍系である. そこで, DΦU
= Dr

U とお

けば (U,Dr
U ) は m 次元 Cr 級微分可能多様体であり, V が U に含まれる開集合ならば Dr

U (V ) は V 上の Cr 級関

数全体からなる R-代数である. とくに (Rm,Dr
Rm) は m 次元 Cr 級微分可能多様体であり, Dr

Rm |U は Dr
U に一致

するため, (U,Dr
U ) は (Rm,Dr

Rm) の開部分多様体である.

定義 2.11 ((Ui, ϕi))i∈I , ((Vj , ψj))j∈J を M の Cr 級座標近傍系とする. 任意の i ∈ I, j ∈ J に対し, (Ui, ϕi) と

(Vj , ψj) が Cr 級に両立するとき, ((Ui, ϕi))i∈I と ((Vj , ψj))j∈J は両立するという.

命題 2.12 (1) M の Cr 級座標近傍系 Φ = ((Ui, ϕi))i∈I と Ψ = ((Vj , ψj))j∈J が両立するならば DΦ = DΨ である.

(2) Φ = ((Ui, ϕi))i∈I を M の Cr 級座標近傍系として, Cr 級微分可能多様体 (M,DΦ) を考える. このとき, 命題

2.7で定義した M の Cr 級座標近傍系 ΦDΦ は Φ に含まれる M の座標近傍をすべて含む.
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(3) (M,D) を Cr 級微分可能多様体とすれば, DΦD = D が成り立つ.

証明 (1) Ui ∩ Vj 6= ∅ を満たす任意の i ∈ I, j ∈ J に対し, 写像 τij : ϕi(Ui ∩ Vj) → ψj(Ui ∩ Vj) を τij(x) =

ψj(ϕ
−1
i (x)) で定めれば, τij は Cr 級写像であるとき, M の任意の開集合 U に対して DΦ(U) ⊃ DΨ(U) であること

を示せばよい. 任意の f ∈ DΨ(U) と j ∈ J に対し, ψj(U ∩ Vj) 上の関数 F を x 7→ f(ψ−1
j (x)) で定れば, F は Cr

級関数である. 任意の i ∈ I に対し x 7→ f(ϕ−1
i (x)) で定められる ϕi(U ∩ Ui ∩ Vj) 上の関数を G とすれば, 任意の

x ∈ ϕi(U ∩ Ui ∩ Vj) に対して G(x) = f(ψ−1
j (ψj(ϕ

−1
i (x)))) = F (τij(x)) だから G は Cr 級関数である. 従って

f |U∩Vj
∈ DΦ(U ∩ Vj) である. 任意の k ∈ J に対して (f |U∩Vj

)|U∩Vj∩Vk
= f |U∩Vj∩Vk

= (f |U∩Vk
)|U∩Vj∩Vk

であり,

DΦ が層であることから g ∈ DΦ(U) で, 任意の j ∈ J に対して, g|U∩Vj
= f |U∩Vj

を満たすものが存在する. よって,

f = g ∈ DΦ(U) となるため, DΨ(U) ⊂ DΦ(U) である.

(2) 命題 2.8の証明でみたように, 任意の i ∈ I に対して (Ui, ϕi) は定義 2.2の (1)の条件 (ii)と (iii)を満たすた

め, (Ui, ϕi) は ΦDΦ
に含まれる.

(3) U を M の任意の開集合とする. f ∈ DΦD (U) ならば, 任意の (V, ϕ) ∈ C(D) に対して x 7→ f(ϕ−1(x)) で定

義される ϕ(U ∩ V ) 上の関数 F は Cr 級関数である. k = 1, 2, . . . ,m に対して fk = prk◦ϕ とおけば fk ∈ D(V ) で

あり, x ∈ U ∩ V ならば F (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)) = F (ϕ(x)) = (f |U∩V )(x) だから, 定義 2.2 の条件 (2) により

f |U∩V ∈ D(U ∩ V ) である. 従って, D が層であることから f ∈ D(U) であり, DΦD (U) ⊂ D(U) が得られる.

f ∈ D(U) とする. 任意の (V, ϕ) ∈ C(D) に対して x 7→ f(ϕ−1(x)) = (f |U∩V )(ϕ
−1(x)) で定義される ϕ(U ∩ V )

上の関数を F とすれば, f |U∩V ∈ D(U ∩ V ) だから定義 2.2の条件 (1)の (iii)により, F は Cr 級関数である. よっ

て f ∈ DΦD (U) となるため, D(U) ⊂ DΦD (U) が得られる. □

命題 2.13 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体, c ∈ R とする. 常に一定の値 c ∈ R をとる M 上の定値関数

κc は D(M) に属する.

証明 命題 2.7 の M の Cr 級座標近傍系 ((Up, ϕp))p∈M を考える. Fp を ϕp(Up) で定義されて, 常に一定の値

c をとる定値関数とすると, これは Cr 級関数であり, 定義 2.2 の条件 (2) から Up において常に c の値をとる

定値関数 x 7→ Fp(ϕp(x)) = c は D(Up) の要素である. この関数を fp で表せば, 任意の p, q ∈ M に対して

fp|Up∩Uq = fq|Up∩Uq であり, D は層だから, f ∈ D(M) で, 任意の p ∈M に対して f |Up = fp を満たすものがただ

1つ存在する. このとき f(p) = f |Up(p) = fp(p) = c が意の p ∈ M に対して成り立つため, κc = f ∈ D(M) であ

る. □

上の命題から η(c) = κc によって写像 η : R→ D(M) が定義される.

命題 2.14 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体とすれば (M,D) は局所環付空間であり, 各 p ∈ M に対して

Dp は CM p の部分 R-代数である. 例 1.12 の εp の制限も εp : Dp → R で表せば, R-代数の全射準同型写像で,

Ker εp = mp である. 従って同型写像 αp : kp → R で, αp◦ep = εp を満たすものが存在する.

証明 A,P : R2 → R を A(x, y) = x + y, P (x, y) = xy で定めれば, これらは Cr 級関数だから, M の任意の開集

合 U と f, g ∈ D(U) に対して, 定義 2.2の条件 (2)から, x 7→ A(f(x), g(x)) = f(x) + g(x), x 7→ P (f(x), g(x)) =

f(x)g(x) で与えられる関数は D(U) に属する. 従って D(U) は CM (U) の部分環であり, D は可換環の層である.

さらに, 合成写像 R
η−→ D(M)

ρMU−−→ D(U) は環の準同型写像になるため, D(U) は CM (U) の部分 R-代数であり,

D は R-代数の層である. I :
∐

U∈V (p)

D(U) →
∐

U∈V (p)

CM (U) を包含写像とすれば, πp◦I = ιp◦πDp
を満たす R-

代数の準同型写像 ιp : Dp → CM p が存在し, f, g ∈
∐

U∈V (p)

D(U) が
∐

U∈V (p)

CM (U) において f ∼p g を満たせ

ば
∐

U∈V (p)

D(U) においても f ∼p g だから, ιp は単射である. 合成写像 R
η−→ D(M)

ρMp−−→ Dp
εp−→ R は R の恒

等写像だから, εp : Dp → R は R-代数の全射準同型写像で, Ker εp は Dp の極大イデアルである. f ∈ D(U) が
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ρUp (f) 6∈ Ker εp を満たせば f(p) 6= 0 だから, U に含まれる p の近傍 V で, f(V ) ⊂ R − {0} を満たすものがあ
る. Q : R − {0} → R を Q(x) = 1

x で定めれば, Q は Cr 級関数で, f |V ∈ D(V ) だから 定義 2.2の条件 (2)から,

x 7→ Q(f |V (x)) で与えられる関数は D(V ) に属する. この関数を g とすれば, g(f |V ) は D(V ) の単位元だから,

ρUp (f) は Dp の可逆元であることがわかる. 故に, Dp は局所環である. □

定義 2.15 (M,D), (N,E ) を Cr 級微分可能多様体, f : M → N を連続写像とする. 例 1.12 で定めた層の射

f ♯ : CN → f∗CM が N の任意の開集合 U に対して f ♯U (E (U)) ⊂ f∗D(U) を満たすとき f を Cr 級微分可能写像と

いう. このとき f ♯ を CN の部分層 E に制限して得られる層の射も f ♯ : CN → f∗CM で表せば (f, f ♯) は (M,D) か

ら (N,E ) への局所環付空間の射である. p ∈M に対して, 合成写像 ιp◦f ♯f(p) : Ef(p) → Dp を fp で表すことにする.

f :M → N が Cr 級写像で全単射であるとする. f の逆写像も Cr 級写像であるとき, f を Cr 級同型写像という.

命題 2.16 (M,D), (N,E ) を Cr 級微分可能多様体, f :M → N を Cr 級微分可能写像, p ∈M とする.

(1) 次の図式は可換である.

Ef(p)
f♯
f(p)−−−−→ (f∗D)f(p)yεf(p)

yιp
R

εp←−−−− Dp

(2) (K,F ) を Cr 級微分可能多様体, g : N → K を Cr 級微分可能写像とすれば (g◦f)p = fp◦gf(p) である.

(3) f が Cr 級同型写像ならば fp : Ef(p) → Dp は局所環の同型写像である.

証明 (1) 任意の α ∈ Ef(p) に対して, ρUf(p)(u) = α を満たす f(p) の開近傍 U と u ∈ E (U) をとれば,

εp◦ιp◦f ♯f(p)(α) = εp◦ρf
−1(U)
p

(
u◦f |f−1(U)

)
= u(f(p)) = εf(p)◦ρUf(p)(u) = εf(p)(α).

(2) 任意の β ∈ Fg(f(p)) に対して, ρVg(f(p))(v) = β を満たす g(f(p)) の開近傍 V と v ∈ F (V ) をとれ

ば, (g◦f)p(β) = ιp◦(g◦f)♯(g◦f)(p)
(
ρV(g◦f)(p)(v)

)
= ρ

(g◦f)−1(V )
p

(
v◦(g◦f)|(g◦f)−1(V )

)
であり, 一方 fp◦gf(p)(β) =

fp

(
ιf(p)◦g♯g(f(p))

(
ρVg(f(p))(v)

))
= ιp◦f ♯f(p)

(
ρ
g−1(V )
f(p)

(
v◦g|g−1(V )

))
= ρ

f−1(g−1(U))
p

(
v◦g|g−1(V )◦f |f−1(g−1(V ))

)
と

なるため, (g◦f)|(g◦f)−1(V ) = g|g−1(V )◦f |f−1(g−1(V )) より (g◦f)p(β) = fp◦gf(p)(β) が得られる.

(3) まず, M の恒等写像 idM に対して idM p は Dp の恒等写像 idDp
であることに注意する. g : N →M を f の

逆写像とすれば, g は Cr 級微分可能写像で, g◦f = idM だから, (2)の結果から fp◦gf(p) = (g◦f)p = idM p = idDp

である. 同様に f◦g = idN より gf(p)◦fp = gf(p)◦fg(f(p)) = (f◦g)f(p) = idN f(p) = idEf(p)
となるため, gf(p) は fp

の逆写像である. □

命題 2.17 M , N を Hausdorff 空間とし, Φ = ((Ui, ϕi))i∈I , Ψ = ((Vj , ψj))j∈J をそれぞれ M , N の Cr 級

座標近傍系とする. 連続写像 f : M → N と Ui ∩ f−1(Vj) 6= ∅ を満たす i ∈ I, j ∈ J に対して, 写像

fij : ϕi(Ui ∩ f−1(Vj))→ ψi(Vj) を fij(x) = ψj(f(ϕ
−1
i (x))) で定義する. このとき, 以下の条件は同値である.

(1) f は Cr 級微分可能多様体 (M,DΦ) から (N,DΨ) への Cr 級微分可能写像である.

(2) Ui ∩ f−1(Vj) 6= ∅ を満たす任意の i ∈ I と j ∈ J に対して fij は Cr 級写像である.

(3) 任意の p ∈M に対し, ip ∈ I, jp ∈ J で, p ∈ Uip ∩ f−1(Vjp) かつ fipjp は Cr 級写像であるものが存在する.

証明 m, n をそれぞれ M , N の次元とする.

(1) ⇒ (2); 命題 2.8 の証明より k = 1, 2, . . . , n に対して prk◦ψj ∈ DΨ(Vj) だから prk◦ψj◦f |f−1(Vj) =

f ♯Vj
(prk◦ψ) ∈ f∗DΦ(Vj) = DΦ(f

−1(Vj)) である. これは, Ui ∩ f−1(Vj) 6= ∅ を満たす任意の i ∈ I に対して

x 7→ prk(ψj(f(ϕ
−1
i (x)))) で定義される ϕi(Ui ∩ f−1(Vj)) 上の関数が Cr 級関数であることを意味する. この関数は

fij の第 k 成分だから fij は Cr 級写像である.

(2)⇒ (3); 明らか.
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(3) ⇒ (1); V を N の任意の開集合, g ∈ DΨ(V ) とし, h = f ♯V (g) = g◦f |f−1(V ) ∈ CM (f−1(V )) = f∗CM (V ) と

おく. f−1(V ) =
⋃

p∈f−1(V )

(Uip ∩ f−1(Vjp) ∩ f−1(V )) より, 任意の p ∈ f−1(V ) に対して h|Uip∩f−1(Vjp )∩f−1(V ) ∈

DΦ(Uip ∩ f−1(Vjp) ∩ f−1(V )) であることを示せば, DΦ が CM の部分層であることから h ∈ DΦ(f
−1(V )) =

f∗DΦ(V ) が得られて主張が示される. 任意の p ∈ f−1(V ) に対して x 7→ h(ϕ−1
ip

(x)) によって定義される

ϕip(Uip ∩ f−1(Vjp) ∩ f−1(V )) 上の関数を hp とし, y 7→ g(ψ−1
jp

(y)) で定義される ψjp(U ∩ Vj) 上の関数を gp

とすれば, x ∈ ϕip(Uip ∩ f−1(Vjp) ∩ f−1(V )) に対して hp(x) = g(f(ϕ−1
ip

(x))) = gp(fipjp(x)) が成り立つ. gp

は Cr 級関数であり, 仮定から fipjp は Cr 級写像だから hp は Cr 級関数である. 従って命題 2.9 によって

h|Uip∩f−1(Vjp )∩f−1(V ) ∈ DΦ(Uip ∩ f−1(Vjp) ∩ f−1(V )) である. □

命題 2.18 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体, (U,ϕ) を M の座標近傍で, 定義 2.2の条件 (1)の (ii)と (iii)

を満たすものとし, ϕ の像を V とおく.

(1) ϕ : U → V は M の開部分多様体 (U,D |U ) から Rm の開部分多様体 (V,Dr
V ) への Cr 級同型写像である.

(2) p ∈ U ならば ϕp : Dr
V φ(p) → Dp は局所環の同型写像である.

証明 (1) 補題 2.7 の (2) により ((U,ϕ)), ((V, idV )) はそれぞれ (U,D |U ), (V,Dr
V ) の Cr 級座標近傍系であり,

x 7→ idV (ϕ(ϕ
−1(x))), x 7→ ϕ(ϕ−1(id−1

V (x))) で定義される写像はともに V の恒等写像だから Cr 級写像である.

従って, 命題 2.17により ϕ と ϕ−1 は Cr 級微分可能写像である.

(2) (1)と命題 2.16の (3)から明らかである. □

3 接ベクトル空間

(M,D) を Cr 級微分可能多様体とする. p ∈M に対し, 集合 C(M,p) を

C(M,p) = {ω : (−a, a)→M | a > 0, ω(0) = p, ω は Cr 級微分可能写像 }

によって定義する. ω ∈ C(M,p) と p の開近傍 U に対して DU ω : D(U)→ R を

DU ω(f) =
(
f◦ω|ω−1(U)

)′
(0) = lim

t→0

f(ω(t))− f(ω(0))
t

で定義する. このとき, DU ω は R-上線形である.

補題 3.1 U , V を p の開近傍とする. f ∈ D(U), g ∈ D(V ) が f ∼p g を満たせば, 任意の ω ∈ C(M,p) に対して

DU ω(f) = DV ω(g) が成り立つ.

証明 p の開近傍 W が W ⊂ U ∩ V かつ f |W = g|W を満たすならば,
(
f◦ω|ω−1(U)

)
|ω−1(W )

(
g◦ω|ω−1(V )

)
|ω−1(W )

であり, 0 ∈ ω−1(W ) だから, DU ω(f) = DV ω(g) である. □

上の補題から, Dω : Dp → R で, p の任意の開近傍 U に対して Dω◦ρUp = DU ω を満たす R 上線形な写像がただ

1つ存在する.

補題 3.2 Dω は εp-微分である.

証明 α, β ∈ Dp とし p の開近傍 U と ρUp (f) = α, ρUp (g) = β を満たす f, g ∈ D(U) をとる. このとき

Dω(αβ) = DU ω(fg) =
(
(fg)◦ω|ω−1(U)

)′
(0) =

(
(f◦ω|ω−1(U)

) (
g◦ω|ω−1(U))

)′
(0)

=
(
(f◦ω|ω−1(U)

)′
(0)
(
g◦ω|ω−1(U))

)
(0) +

(
(f◦ω|ω−1(U)

)
(0)
(
g◦ω|ω−1(U))

)
(0)

= DU ω(f)g(p) + f(p)DU ω(g) = Dω(α)εp(β) + εp(α)Dω(β)
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だから Dω は εp-微分である. □

上の結果から ∆M p : C(M,p)→ Derεp(Dp) を ∆M p(ω) = Dω で定義することができる.

命題 3.3 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体とする. p ∈M , ω, χ ∈ C(M,p) に対して, 次の条件は同値である.

(1) ∆M p(ω) = ∆M p(χ)

(2) M の座標近傍 (U,ϕ) が定義 2.2 の条件 (1) の (i) と (ii) を満たせば
(
ϕ◦ω|ω−1(U)

)′
(0) =

(
ϕ◦χ|χ−1(U)

)′
(0)

である.

(3) 定義 2.2の条件 (1)を満たす M の座標近傍 (U,ϕ) で,
(
ϕ◦ω|ω−1(U)

)′
(0) =

(
ϕ◦χ|χ−1(U)

)′
(0) を満たすものが

存在する.

証明 (1) ⇒ (2); (U,ϕ) を定義 2.2 の条件 (1) の (i), (ii) を満たす M の座標近傍とし, αk = ρUp (prk◦ϕ) とお
く.

((
ϕ◦ω|ω−1(U)

)′
(0) の第 k成分

)
=
(
prk◦ϕ◦ω|ω−1(U)

)′
(0) = Dω(αk) = Dχ(αk) =

(
prk◦ϕ◦χ|ω−1(U)

)′
(0) =((

ϕ◦χ|ω−1(U)

)′
(0) の第 k成分

)
が k = 1, 2, . . . ,m に対して成り立つため, (2)の等式が成り立つ.

(2)⇒ (3) は明らかである.

(3) ⇒ (1); 任意の α ∈ Dp に対して ρVp (f) = α を満たす p の開近傍 V と f ∈ D(V ) を選ぶ. f ∼p f |U∩V だ

から V ⊂ U と 仮定してよい. このとき, F (x) = f(ϕ−1(x)) で定義される ϕ(V ) 上の関数 F は Cr 級関数である.

t ∈ ω−1(V ) ∩ χ−1(V ) ならば f(ω(t)) = (F◦(ϕ◦ω))(t), f(χ(t)) = (F◦(ϕ◦χ))(t) だから, 合成写像の微分法と仮定

によって Dω(α) = DV ω(f) = F ′(ϕ(p))
(
ϕ◦ω|ω−1(U)

)′
(0) = F ′(ϕ(p))

(
ϕ◦χ|χ−1(U)

)′
(0) = DV χ(f) = Dχ(α) とな

るため, ∆M p(ω) = Dω = Dχ = ∆M p(χ) である. □

(M,D), (N,E ) を Cr 級微分可能多様体, f : M → N を Cr 級微分可能写像, p ∈ M とするとき, C(f, p) :

C(M,p)→ C(N, f(p)) を C(f, p)(ω) = f◦ω によって定義する.

命題 3.4 ω ∈ C(M,p) に対して Df◦ω = Dω◦fp が成り立つ. 従って, 次の図式は可換である.

C(M,p)
C(f,p)−−−−→ C(N, f(p))y∆M p

y∆N f(p)

Derεp(Dp)
Der(fp)−−−−−→ Derεf(p)

(
Ef(p)

)
証明 α ∈ Ef(p) に対し, ρUf(p)(g) = αを満たす f(p)の開近傍 U と g ∈ E (U)を選ぶと fp(α) = ρ

f−1(U)
p

(
g◦f |f−1(U)

)
だから Dω◦fp(α) = Df−1(U),ω

(
g◦f |f−1(U)

)
=
(
g◦
(
f |f−1(U)

)
◦
(
ω|ω−1(f−1(U))

))′
(0) =

(
g◦
(
(f◦ω)|(f◦ω)−1(U))

))′
(0)

= Df◦ω(α) が得られる. □

ej を第 j 成分が 1 で, 第 j 成分以外の成分がすべて 0 であるRm のベクトルとする.

定理 3.5 (M,D) を m 次元 Cr 級微分可能多様体, p ∈ M とし, (U,ϕ) を定義 2.2 の条件 (1) を満たす M の座

標近傍とする. a を十分小さくとって ωj : (−a, a) → M (j = 1, 2, . . . ,m) を ωj(t) = ϕ−1(ϕ(p) + tej) で定める.

∆M p : C(M,p)→ Derεp(Dp) の像は∆M p(ω1),∆M p(ω2), . . . ,∆M p(ωm) を基底とする Derεp(Dp) の m 次元部分

空間である.

証明 i : U → M を包含写像とすれば, 注意 1.6によって ip : Dp → (D |U )p は局所環の同型写像である. ϕ の像を

V とすると, 命題 2.18により ϕ : U → V は (U,D |U ) から (V,Dr
V ) への Cr 級同型写像であり, ϕ(p) = p とおくと,

命題 2.18 によって ϕp : Dr
V p → (D |U )p は局所環の同型写像である. 従って, 命題 1.17 の (2) によって, Der(ϕp),

Der(ip) は同型写像である. ϕ : U → V は Cr 級同型写像だから C(ϕ, p) : C(U, p) → C(V,p) は全単射であり, 任

意の ω ∈ C(M,p) に対して ∆M p(ω) = ∆M p

(
i◦ω|ω−1(U)

)
だから ∆M p の像は ∆M p◦C(i, p) の像と一致する. 命
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題 3.4から下の図は可換であるため, Der(ip) は ∆U p の像を ∆U p の像の上に同型に写し, Der(ϕp) は ∆U p の像を

∆V p の像の上に同型に写す.

C(V,p)
C(φ,p)←−−−− C(U, p)

C(i,p)−−−−→ C(M,p)y∆V p

y∆U p

y∆M p

Derεp(D
r
V p)

Der(φp)←−−−−− Derεp((D |U )p)
Der(ip)−−−−−→ Derεp(Dp)

また, V は p を中心とする半径 a の球を含むとして, ω̄j : (−a, a) → V を ω̄j(t) = p + tej で定めれば,

ωj = i◦ϕ−1◦ω̄j = C(i, p)(ϕ−1◦ω̄j), ω̄j = ϕ◦ϕ−1◦ω̄j = C(ϕ, p)(ϕ−1◦ω̄j) が成り立つため, 上の図式の可換性

から ∆M p(ωj) = Der(ip)
(
∆U p(ϕ

−1◦ω̄j)
)
, ∆V p(ω̄j) = Der(ϕp)

(
∆U p(ϕ

−1◦ω̄j)
)
である. 故に ∆V p の像が

∆V p(ω̄1),∆V p(ω̄2), . . . ,∆V p(ω̄m) を基底とする Derεp(D
r
V p) の m 次元部分空間であることを示せばよい.

prk : V → R を第 k 成分への射影とすれば prk は Cr 級関数だから prk ∈ Dr
V (V ) であり, αk = ρVp (prk) とお

くと, j 6= k ならば Dω̄j
(αk) = (prk◦ω̄j)′(0) = 0, Dω̄j

(αj) = (prj◦ω̄j)′(0) = 1 である. λ1, λ2, . . . , λm ∈ R で

λ1Dω̄1
+λ2Dω̄2

+ · · ·+λmDω̄m
= 0 を満たすものが存在すれば, k = 1, 2, . . . ,m に対して λk = (λ1Dω̄1

+λ2Dω̄2
+

· · ·+λmDω̄m)(αk) = 0となるためDω̄1 , Dω̄2 , . . . , Dω̄m は 1次独立である. 任意の ω ∈ C(V,p)に対して, Dω(αk) =

ck とおき, χ : (−b, b)→ V (b = a√
c21+c

2
2+···+c2m

)を χ(t) = p+ t
m∑
j=1

cjej で定義すると ω′(0) =
m∑
j=1

cjej = χ′(0) だ

から命題 3.3によって ∆V p(ω) = ∆V p(χ) である. また, 任意の α ∈ Dr
V p に対し ρWp (g) = α を満たす p の開近

傍 W と g ∈ D(W ) を選ぶと, 合成写像の微分法によって Dχ(α) = DW χ(g) =
(
g◦χ|χ−1(W )

)′
(0) = g′(p)χ′(0) =

g′(p)

(
m∑
j=1

cjej

)
=

m∑
j=1

cjg
′(p)ej =

m∑
j=1

cjg
′(p)ω̄′

j(0) =
m∑
j=1

cj

(
g◦ω̄j |ω̄−1

j (W )

)′
(0) =

m∑
j=1

cjDW ω̄j (g) =
m∑
j=1

cjDω̄j (α)

だから ∆V p(ω) = ∆V p(χ) = Dχ =
m∑
j=1

cjDω̄j
である. 故に Dω̄1

, Dω̄2
, . . . , Dω̄m

は ∆M p の像を生成する. □

注意 3.6 上の定理の条件の下で xi : U → R を xi = pri◦ϕ で定めれば xi ∈ D(U) であり, dxi = ρUp (xi),(
∂
∂xj

)
p
= ∆M p(ωj) とおけば xi(ωj(t)) = pri(ϕ(p) + tej) = pi + δijt (ただし δii = 1, i 6= j ならば δij = 0) だか

ら
(

∂
∂xj

)
p
(dxi) = δij が成り立つ.

定義 3.7 (M,D), (N,E ) を Cr 級微分可能多様体, f :M → N を Cr 級微分可能写像, p ∈M とする.

(1) ∆M p : C(M,p)→ Derεp(Dp) の像を M の p における接ベクトル空間 (接空間)といい, TpM で表す.

(2) 命題 3.4 から Der(fp) : Derεp(Dp) → Derεf(p)

(
Ef(p)

)
は TpM を Tf(p)N の中に写すため, v 7→ Der(fp)(v)

で与えられる TpM から Tf(p)N への写像を f の p における微分といい, Tp(f) : TpM → Tf(p)N で表す.

命題 1.17の (1)と命題 2.16の (2)から次のことがわかる.

命題 3.8 (M,D), (N,E ), (L,F ) を Cr 級微分可能多様体, f :M → N , g : N → L を Cr 級微分可能写像, p ∈M
とすれば Tp(g◦f) = Tf(p)(g)◦Tp(f) が成り立つ.

m 個の有限開区間の直積である Rm の開集合を開直方体と呼ぶことにする.

補題 3.9 U を Rm の開直方体, f を U 上の C∞ 級関数とする. p =

 p1
p2

...
pm

 ∈ U に対し, U 上の C∞ 級関数

f1, f2, . . . , fm で, 任意の x =

 x1
x2

...
xm

 ∈ U に対して f(x) = f(p) +
m∑
j=1

(xj − pj)fj(x) を満たすものがある.

証明 j = 0, 1, . . . ,m に対して xj =
j∑
i=1

xiei +
m∑

i=j+1

piei とおくと, U が開直方体であることから xj ∈ U である.

関数 gj : [0, 1] → R を gj(t) = f(xj−1 + t(xj − xj−1)) で定める. j = 1, . . . ,m ならば xj − xj−1 = (xj − pj)ej
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だから, 合成写像の微分法により g′j(t) = (xj − pj)
∂f

∂xj
(xj−1 + t(xj − pj)ej) である. 従って, 微分積分学の基本定

理から

f(xj)− f(xj−1) = gj(1)− gj(0) =
∫ 1

0

g′j(t)dt = (xj − pj)
∫ 1

0

∂f

∂xj
(xj−1 + t(xj − pj)ej)dt

が得られる. そこで, U 上の関数 fj を fj(x) =

∫ 1

0

∂f

∂xj
(xj−1 + t(xj − pj)ej)dt で定めれば fj は C∞ 級関数であ

り f(x) = f(p) +
m∑
j=1

(f(xj)− f(xj−1)) = f(p) +
m∑
j=1

(xj − pj)fj(x) が成り立つ. □

注意 3.10 上の補題で f が U 上の Cr 級関数ならば, fj は Cr−1 級関数である.

定理 3.11 (M,D) を m 次元 C∞ 級微分可能多様体, p ∈M とする. Dp の極大イデアルを mp とすれば mp/m
2
p は

R 上の m 次元ベクトル空間である.

証明 (U,ϕ) を定義 2.2の条件 (1)を満たす M の座標近傍として ϕ(p) = p, ϕ(U) = V とおく. 注意 1.6によって

Dp と (D |U )p は同型な局所環であり, 命題 2.18の (2)によって ϕp : D∞
V p → Dp は局所環の同型写像である. よっ

て D∞
V p の極大イデアルを mp として mp/m

2
p が R 上の m 次元ベクトル空間であることを示せばよい.

p =

 p1
p2

...
pm

 として x =

 x1
x2

...
xm

 ∈ V を xk − pk に対応させる V 上の関数を uk とすれば, uk ∈ D∞
V (V ) であ

る. そこで βk = ρVp (uk) とおけば εp(βk) = εV p(uk) = uk(p) = 0 だから βk ∈ Ker εp = mp である. そこで, βk

で代表される mp/m
2
p の要素を β̄k とし, β̄1, β̄2, . . . , β̄m が mp/m

2
p の基底になることを示す. a を十分小さくとり,

ωj : (−a, a)→ V を ωj(t) = p+ tej で定めると,

Dωj
(βk) = DV ωj

(uk) = (uk◦ωj)′(0) = u′k(p)ω
′
j(0) =

tekej =

{
1 j = k

0 j 6= k

が成り立つ. c1, c2, . . . , cm ∈ Rに対して c1β̄1+c2β̄2+· · ·+cmβ̄m = 0が成り立つならば c1β1+c2β2+· · ·+cmβm ∈
m2

p である. Dωj
は εp-微分だから Dωj

は m2
p のすべての要素を 0 に写すため, Dωj

(c1β1 + c2β2 + · · ·+ cmβm) = 0

である. 一方, 上の等式から Dωj (c1β1 + c2β2 + · · · + cmβm) = cj となるため, β̄1, β̄2, . . . , β̄m は 1 次独立であ

る. 任意の γ̄ ∈ mp/m
2
p に対し, γ̄ の代表元を γ ∈ mp とする. さらに γ = ρWp (f) を満たす p を含み, V に含

まれる開直方体 W と f ∈ D∞
V (W ) をとれば, γ ∈ mp だから f(p) = εW p(f) = εp(γ) = 0 であり, 補題 3.9

により, W 上の C∞ 級関数 f1, f2, . . . , fm で, 任意の x =

 x1
x2

...
xm

 ∈ W に対して f(x) =
m∑
j=1

(xj − pj)fj(x) を

満たすものがある. gj(x) = fj(x) − fj(p) によって W 上の C∞ 級関数 gj を定めて, γj = ρWp (gj) とおけば,

εp(γj) = εW p(gj) = gj(p) = 0 より γj ∈ mp であり,

f(x) =

m∑
j=1

fj(p)(xj − pj) +
m∑
j=1

(xj − pj)gj(x) =
m∑
j=1

fj(p)(uj |W )(x) +

m∑
j=1

(uj |W )(x)gj(x)

が成り立つため, aj = fj(p) とおけば, D∞
V (W ) において, 等式 f =

m∑
j=1

ajρ
V
W (uj) +

m∑
j=1

ρVW (uj)gj が成り立つ. こ

の両辺を ρWp : D∞
V (W )→ D∞

V p で写せば γ =
m∑
j=1

ajβj +
m∑
j=1

βjγj であり, βjγj ∈ m2
p だから, さらにこの等式の両

辺を商写像 mp → mp/m
2
p で写せば γ̄ =

m∑
j=1

aj β̄j が得られる. 故に β̄1, β̄2, . . . , β̄m は mp/m
2
p を生成する. □

(M,D), (N,E ) をそれぞれ m 次元, n 次元 Cr 級微分可能多様体, f : M → N を Cr 級微分可能写像, p ∈ M
とする. U , V はそれぞれ p, f(p) の開近傍で, (U,ϕ), (V, ψ) は定義 2.2 の条件 (1) の (ii) と (iii) を満たす M ,
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N の座標近傍とする. ωj ∈ C(M,p), χj ∈ C(N, f(p)) を ωj(t) = ϕ−1(ϕ(p) + tej), χj(t) = ψ−1(ψ(f(p)) + tej)

で定め,
(

∂
∂xj

)
p
= ∆M p(ωj),

(
∂
∂yj

)
f(p)

= ∆N f(p)(χj) とおく. さらに, 写像 fφψ : ϕ(U ∩ f−1(V )) → Rn を

fφψ(x) = ψ(f(ϕ−1(x))) で定義する.

命題 3.12 TpM , Tf(p)N の基底

[(
∂
∂x1

)
p
,
(

∂
∂x2

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

]
,

[(
∂
∂y1

)
f(p)

,
(

∂
∂y2

)
f(p)

, . . . ,
(

∂
∂yn

)
f(p)

]
に関

する f の p における微分 Tp(f) : TpM → Tf(p)N の表現行列は fφψ の ϕ(p) におけるヤコビ行列に一致する.

証明 fφψ の ϕ(p) におけるヤコビ行列の (i, j) 成分を aij とすれば, これは fφψ の第 i 成分の関数の j 番目の変数に

関する ϕ(p)における偏微分係数だから t 7→ pri◦fφψ(ϕ(p)+tej)で与えられる関数の 0における微分係数である. 一

方,与えられた基底に関する Tp(f)の表現行列を (bij)とすれば, Tp(f)

((
∂
∂xj

)
p

)
=

n∑
k=1

bkj

(
∂
∂yk

)
f(p)
である. xi =

pri◦ϕ, yi = pri◦ψ とおき, dxi = ρUp (xi) , dyi = ρVf(p)(yi)とおけば,注意 3.6と fp(dyi) = ρ
f−1(V )
p

(
pri◦ψ◦f |f−1(V )

)
から bij =

(
n∑
k=1

bkj

(
∂
∂yk

)
f(p)

)
(dyi) =

(
Tp(f)

((
∂
∂xj

)
p

))
(dyi) =

((
∂
∂xj

)
p
◦fp
)
(dyi) =

(
∂
∂xj

)
p
(fp(dyi)) =(

pri◦ψ◦f |f−1(V )◦ωj |ω−1
j (f−1(V ))

)′
(0) = lim

t→0

pri◦fφψ(ϕ(p) + tej)− pri◦fφψ(ϕ(p))
t

= aij . □

上の命題で, M = N , D = E , f = idM の場合を考え, τφψ = (idM )φψ : ϕ(U ∩ V )→ Rm とおくと, 次の結果が

得られる.

系 3.12.1 TpM の基底

[(
∂
∂y1

)
p
,
(

∂
∂y2

)
p
, . . . ,

(
∂
∂yn

)
p

]
から

[(
∂
∂x1

)
p
,
(

∂
∂x2

)
p
, . . . ,

(
∂

∂xm

)
p

]
への基底の変換行

列は τφψ の p におけるヤコビ行列に一致する.

4 ファイバー束

定義 4.1 位相空間 G と連続写像 µ : G×G→ G, ι : G→ G の組 (G,µ, ι) で次の条件を満たすものを, 位相群とい

う. さらに, G が微分可能多様体で, µ, ι がともに微分可能写像であるとき, (G,µ, ι) を Lie群という.

(1) g1, g2, g3 ∈ G ならば µ(µ(g1, g2), g3) = µ(g1, µ(g2, g3)).

(2) e ∈ G で, すべての g ∈ G に対して µ(e, g) = µ(g, e) = g を満たすものがある.

(3) g ∈ G ならば µ(ι(g), g) = µ(g, ι(g)) = e.

定義 4.2 (G,µ, ι) を位相群, X を位相空間とする. 連続写像 α : G×X → X で, 次の条件を満たすものを G の X

への左作用という.

(1) g1, g2 ∈ G, x ∈ X ならば α(µ(g1, g2), x) = α(g1, α(g2, x)).

(2) x ∈ X ならば α(e, x) = x.

定義 4.3 (G,µ, ι) を位相群, F を位相空間, α : G× F → F を G の F への左作用とする. 連続写像 p : E → B に

対し, B の開被覆 (Ui)i∈I で次の条件を満たすものが存在するとき, (E,B, F ; p, α) を ファイバー束という.

(1) 任意の i ∈ I に対し, 同相写像 ϕi : p
−1(Ui) → Ui × F で, pr1◦ϕi = p◦ιi を満たすものがある. ここで,

pr1 : Ui × F → Ui は第 1成分への射影, ιi : p
−1(Ui)→ E は包含写像を表す.

(2) Ui ∩ Uj 6= ∅ を満たす i, j ∈ I に対し, 連続写像 χij : Ui ∩ Uj → G で, 任意の (x, y) ∈ (Ui ∩ Uj)× F に対し
て ϕj(ϕ

−1
i (x, y)) = (x, α(χij(x), y)) を満たすものがある.

命題 4.4 (Ui)i∈I を集合 X の部分集合族とし, 各 i ∈ I に対し Ui に位相 Oi が与えられているとする. ここで,

i, j ∈ I に対して (Ui,Oi) の部分空間としての Ui ∩ Uj の位相を Oij とし,
⋃
i∈I
Oi で生成される X の位相を O と
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する. このとき, 任意の i, j ∈ I に対して Ui ∩ Uj ∈ Oi かつ Oij = Oji が成り立つならば, 任意の i ∈ I に対して
(X,O) の部分空間としての Ui の位相は Oi に一致する.

証明 V ∈ Oj ならば V ⊂ Uj であることと Ui∩Uj ∈ Oj であることに注意すれば, V ∩Ui = V ∩Ui∩Uj ∈ Oji = Oij
だから V ′ ∈ Oiで V ∩Ui = V ′∩Ui∩Uj を満たすものが存在するため, V ∩Ui ∈ Oiが成り立つ. 従って s = 1, 2, · · · , n

に対し Vs ∈ Ojs (js ∈ I) ならば Vs ∩ Ui ∈ Oi が成り立つため,

(
n⋂
s=1

Vs

)
∩ Ui =

n⋂
s=1

(Vs ∩ Ui) ∈ Oi である. 任意

の O ∈ O は
n⋂
s=1

Vs の形の集合の合併で表されるため, 上で示したことから O ∩ Ui ∈ Oi が得られる. 故に Oi は

(X,O) の部分空間としての Ui の位相より強い. 一方, Oi ⊂ O だから (X,O) の部分空間としての Ui の位相は Oi
より強いため, (X,O) の部分空間としての Ui の位相は Oi に一致する. □

(G,µ, ι) を位相群, F を位相空間, α : G× F → F を G の F への左作用とする. 位相空間 B の開被覆 (Ui)i∈I に

対し, X =
∐
i∈I

Ui とおき, f : X → B を, 各 i ∈ I に対し, 包含写像 Ui → B で誘導される写像とする.
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