
1 行列の基本変形と連立１次方程式

1.1 連立１次方程式

この章では, 以下のような複数個の未知数 (x, y, z など)を含み, 未知数に関して１次式で表される方程式の解
について調べる.

(1) · · ·





2x + 3y − 4z = 3

−x + y = −2

3x + 2y − 4z = 5

(2) · · ·





x + 2y − z + w = 0

2x − 2y − 3z − 3w = −3

−x − y + 2z + 4w = −2

例 1.1 上の (2)の方程式の解を求めてみる. 2番目, 3番目の式をそれぞれ, 2番目の式から 1番目の式の両辺を
倍したものを辺々引いた式, 3番目の式と 1番目の式を辺々加えた式で置き換えると,





x + 2y − z + w = 0

−6y − z − 5w = −3

y + z + 5w = −2

となって, 新しく得られた方程式の 2番目と 3番目の式は未知数 xを含まない. 逆に, 新しい方程式の 2番目, 3番
目の式をそれぞれ, 2番目の式と 1番目の式の両辺を 2倍したものを辺々加えた式, 3番目の式から 1番目の式を
辺々引いた式で置き換えれば元の方程式が得られるため, 新しい方程式は元の方程式 (2)と同じ解をもつことが分
る. 次に, 新しい方程式の 1番目, 2番目の式をそれぞれ, 1番目の式から 3番目の式の両辺を 2倍したものを辺々
引いた式, 2番目の式と 3番目の式の両辺を 6倍したものを辺々引いた式で置き換えると,





x − 3z − 11w = 4

5z + 25w = −15

y + z + 5w = −2

となり, 上と同様の理由で, この連立方程式は上の連立方程式と同じ解をもつ. さらに, この連立方程式の 2番目
の式と 3番目の式を入れ替え, 新しい 3番目の式の両辺を 5で割ると,





x − 3z − 11w = 4

y + z + 5w = −2

z + 5w = −3

となる. 最後に, 1番目, 2番目の式をそれぞれ, 1番目の式と 3番目の式の両辺を 3倍したものを辺々加えた式, 2
番目の式から 3番目の式を辺々引いた式で置き換えれば





x + 4w = −5

y = 1

z + 5w = −3

が得られ, これは元の方程式と同じ解をもつ. このとき, w に任意の値 t を与えたとき, x, y, z は x = −4t − 5,
y = −1, z = −5t − 3 として, ただ１通りに定まるため, 元の連立方程式の解は,





x = −4t − 5

y = 1

z = −5t − 3

w = t

(t は任意定数)

によって与えられる.

1



問 1.2 (1)の解を求めよ.

始めに与えた (1), (2)のような (括弧でくくられた)式の組を連立１次方程式というが, 一般には n 個の未知数

x1, x2, . . . , xn と m 個の方程式からなり, 次のような形をしたものである.





a11x1 + a12x2 + · · · + a1jxj + · · · + a1nxn = b1

a21x1 + a22x2 + · · · + a2jxj + · · · + a2nxn = b2

. . .

ai1x1 + ai2x2 + · · · + aijxj + · · · + ainxn = bi

. . .

am1x1 + am2x2 + · · · + amjxj + · · · + amnxn = bm

(1.1)

ここで, 以下のような未知数の係数からなる m× n 行列 A を連立１次方程式 (1.1)の係数行列という. また, 未知
数からなる n 次元列ベクトルを x, (1.1)の各方程式の右辺の定数からなる m 次元列ベクトルを b とおく.

A =




a11 a12 . . . a1j . . . a1n

a21 a22 . . . a2j . . . a2n

...
...

...
...

ai1 ai2 . . . aij . . . ain

...
...

...
...

am1 am2 . . . amj . . . amn




, x =




x1

x2

...
xj

...
xn




, b =




b1

b2

...
bi

...
bm




A の右側に b を付け加えて得られる m × (n + 1) 行列 Â = (A, b) を (1.1)の拡大係数行列という.
方程式 (1.1)は行列とベクトルを用いれば１つの式 Ax = b で表されるため, (1.1)の解を求めることは, Ax = b

を満たす n 次元列ベクトル x を求めることに他ならない. このことを線型写像の言葉を用いて言い直すと,
fA : Kn → Km を f(x) = Ax で定義される線型写像とすれば, b ∈ Km に対して fA により b に写されるベク

トル x ∈ Kn を求めることである.
とくに n = m の場合, 係数行列 A が正則であり, 逆行列 A−1 がなんらかの方法で求められたならば, x = A−1b

として解がただ１通りに定まる.

さて, (1.1)に対して, 例 2.1 で行った次の３つの操作を考える.

(1) 第 i 式を, 第 j 式 (j 6= i)の両辺を c 倍したものを第 i 式に辺々加えた式で置き換える.

(2) 第 i 式を, 第 i 式の両辺に 0 でない数 c を掛けた式で置き換える.

(3) 第 i 式と第 j 式を入れ替える.

これらの操作を (1.1)に対して行って得られる新しい連立１次方程式は, 元の連立方程式と (解をもつかどうかも
含めて)同じ解をもつ. 実際, (1.1)に対して (1)の操作を行って得られた方程式の第 i 式を, 第 j 式 (j 6= i)の両辺
を c 倍したものを第 i 式から辺々引いた式で置き換えると元の (1.1)が得られ, (1.1)に対して (2)の操作を行って
得られた方程式の第 i 式を, 第 i 式の両辺を c で割った式で置き換えると元の (1.1)が得られるからである.
従って, このような操作を繰り返して得られる連立方程式が「簡単な形」になるようにすれば, (1.1)の解の様子

が分ることになる. 次節で, これらの操作を拡大係数行列の行に対する操作として考えることにより「簡単な形」
の意味をはっきりさせ, そのような形にできることを示す.

1.2 行列の基本変形

上記の操作 (1), (2), (3) を行列の言葉に翻訳し, 次のような定義を行う.
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定義 1.3 行列について, 次の３種類の変形を行に関する基本変形という.

(1) ある行をスカラー倍したものを他の行に加える.

(2) ある行を 0 でないスカラー倍をする.

(3) ２つの行を入れ替える.

上の定義の (1), (2), (3)における「行」の文字を「列」に置き換えれば, 列に関する基本変形の定義になる.
行列が与えられたとき, その (p, q)-成分が 0 でないならば, (1)の操作を繰り返すことによって, (p, q)-成分以外

の第 q 列, あるいは第 p 行の成分をすべて 0 にする操作に名前を与えることにする.

定義 1.4 m × n 行列 A = (aij) に対し, apq 6= 0 のとき, 各 i (1 5 i 5 m, i 6= p ) について, 第 p 行を −aiq/apq

倍したものを第 i 行 (第 j 列)に加えることによって, (p, q)-成分以外の第 q 列の成分をすべて 0 にすることを,
(p, q)-成分に関して第 q 列を掃き出すという. また, 各 j (1 5 j 5 n, j 6= q) について, 第 q 列を −apj/apq 倍し

たものを第 j 列に加えることによって, (p, q)-成分以外の第 p 行の成分をすべて 0 にすることを, (p, q)-成分に関
して第 p 行を掃き出すという.




a1p

...
ap−1 q

apq

ap+1 q

...
amq




−→




0
...
0

apq

0
...
0







ap1 · · · ap q−1 apq ap q+1 · · · apn




−→




0 · · · 0 apq 0 · · · 0




例 1.5 例えば, 4 × 5 行列 


1 0 1 −1 3
4 2 6 −2 0
5 −4 3 1 2
1 3 −2 1 3




を (2,2)-成分に関して第 2列, 第 2行を掃き出したものはそれぞれ, 下のようになる.



1 0 1 −1 3
4 2 6 −2 0
13 0 15 −3 2
−5 0 −11 4 3




,




1 0 1 −1 3
0 2 0 0 0
13 −4 15 −3 2
−5 3 −11 4 3
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定義 1.6 c ∈ K, 1 5 i, j 5 n (i 6= j)とするとき, 次の３種類の型の n 次正方行列 Pn(i, j; c), Qn(i; c), R(i, j) を
n 次基本行列という. (ただし, Qn(i; c) については c 6= 0 とする.)

Pn(i, j; c) =




1
. . . c

. . .

0 . . .

1




, Qn(i; c) =




1
. . . 0

1
c

1

0 . . .

1




Rn(i, j) =




1
. . . 0

1
0 · · · 1

1
...

. . .
...

1
1 · · · 0

1

0 . . .

1




すなわち, これらは n 次単位行列 En に基本変形を行って得られる行列であり, Pn(i, j; c) は En の第 i 行に第 j

行を c 倍したものを加えて得られる行列, Qn(i; c) は En の第 i 行を c 倍した行列, Rn(i, j) は En の第 i 行と

第 j 行を入れ替えた行列に他ならない.

命題 1.7 m × n 行列 A に対し, Pm(i, j; c)A は A の第 j 行を c 倍したものを第 i 行に加えて得られる行列,
Qm(i; c)A は A の第 i 行を c 倍して得られる行列, Rm(i, j)A は A の第 i 行と第 j 行を入れ替えて得られる行

列である. また, APn(i, j; c) は A の第 i 列を c 倍したものを第 j 列に加えて得られる行列, AQn(i; c) は A の

第 i 列を c 倍して得られる行列, ARn(i, j) は A の第 i 列と第 j 列を入れ替えて得られる行列である.

上の命題の証明は易しいので, 読者に任せる. この命題により, 行列の行, 列に関する基本変形は基本行列を左右
から掛けることと同じであることがわかる.

演習 1.8 基本行列に関して等式 Pn(i, j; c)Pn(i, j; d) = Pn(i, j; c+d), Qn(i; c)Qn(i; d) = Qn(i; cd), Rn(i, j)2 = En

が成り立つことを示せ. 従って, Pn(i, j; c)−1 = Pn(i, j;−c), Qn(i; c)−1 = Qn(i; 1
c ), Rn(i, j)−1 = Rn(i, j) であり,

基本行列は正則行列である.

注意 1.9 基本行列に関して以下の等式が成り立つことに注意する.
tPn(i, j; c) = Pn(j, i; c), tQn(i; c) = Qn(i; c), tRn(i, j) = Rn(j, i) = Rn(i, j) (従って, 基本行列の転置行列も基本
行列である.)(

Pn(i,j;c) O
O Em

)
= Pm+n(i, j; c),

( Em O
O Pn(i,j;c)

)
= Pm+n(i+m, j+m; c),

(
Qn(i;c) O

O Em

)
= Qm+n(i; c),

( Em O
O Qn(i;c)

)
=

Qm+n(i + m; c),
(

Rn(i,j) O
O Em

)
= Rm+n(i, j; c),

( Em O
O Rn(i,j)

)
= Rm+n(i + m, j + m; c).

次は, 行列の基本変形に関する基本定理というべきものである.

定理 1.10 m× n 行列 A は行に関する基本変形を行うことにより, 次の条件 (1)∼(3) を満たす行列 B = (bij) に
できる. 言い換えれば, m 次基本行列 P1, P2, . . . , Pl で, PlPl−1 · · ·P1A = ((1), (2), (3) を満たす行列) となるもの
がある.
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(1) 整数 r (0 5 r 5 m) で「上から第 r 行目までの B の行はどれも零ではなく, 第 r + 1 行目以下の行はすべ
て零である」を満たすものがある.

(2) i 5 r ならば bi1 = · · · = bi j(i)−1 = 0, bi j(i) = 1 となるような 1 5 j(i) 5 n があって, さらに B の第 j(i)
列は Kn の基本ベクトル ei になる.

(3) 1 5 j(1) < j(2) < · · · < j(r) 5 n である.

(1) の条件は「B のある行から上の行はすべて零でなく, その行より下の行はすべて零になっている.」ことを
言っており, (2) は「B の零でない行の零でない成分の先頭は 1 であり, その上下の成分はすべて零である」こと
を言っている. さらに (3) は「B の零でない行の零でない成分の先頭は下の行ほど右側にずれている」ことを表

している. また, (3) から r 5 n であることに注意する. 従って B は次のような形の行列である.




1 . . . . . . . . . 0 . . 0 0

...
...

1 . . 0 0

1 . . . . . . . . 0

0
1 . . . . . . .




(1.10)の証明をする前に, 第１節の始めに与えた (1),(2)の連立１次方程式の拡大係数行列を行に関する基本変
形をして (1.10)の条件を満たすようにしてみる.




2 3 −4 3
−1 1 0 −2
3 2 −4 5


 (2,1)-成分に関して−−−−−−−−−−−→

第 1 列の掃き出し




0 5 −4 −1
−1 1 0 −2
0 5 −4 −1


 第 1 行と第 2 行−−−−−−−−−→

の入れ替え



−1 1 0 −2
0 5 −4 −1
0 5 −4 −1




第 1 行×(−1)−−−−−−−−→




1 −1 0 2
0 5 −4 −1
0 5 −4 −1


 (2,2)-成分に関して−−−−−−−−−−−→

第 2 列の掃き出し




1 0 − 4
5

9
5

0 5 −4 −1
0 0 0 0


 第 1 行÷5−−−−−−→




1 0 −4
5

9
5

0 1 −4
5 − 1

5

0 0 0 0







1 2 −1 1 0
2 −2 −3 −3 −3
−1 −1 2 4 −2


 (1,1)-成分に関して−−−−−−−−−−−→

第 1 列の掃き出し




1 2 −1 1 0
0 −6 −1 −5 −3
0 1 1 5 −2


 (3,2)-成分に関して−−−−−−−−−−−→

第 2 列の掃き出し




1 0 −3 −11 4
0 0 5 25 −15
0 1 1 5 −2


 第 2 行と第 3 行−−−−−−−−−→

の入れ替え




1 0 −3 −11 4
0 1 1 5 −2
0 0 5 25 −15


 第 3 行÷5−−−−−−→




1 0 −3 −11 4
0 1 1 5 −2
0 0 1 5 −3


 (3,3)-成分に関して−−−−−−−−−−−→

第 3 列の掃き出し




1 0 0 3 −5
0 1 0 0 1
0 0 1 5 −3




(例 2.1 と比較せよ)
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(1.10)の証明 Aが零行列の場合は, A自身がすでに (1), (2), (3)の条件を満たす (r = 0の場合になる)から A 6= O

と仮定し, A の行の数 m による帰納法で証明する. m = 1 の場合は A = (0, . . . , 0, aj , . . . , an) (aj 6= 0) とすると,
a−1

j A = (0, . . . , 0, 1, ∗, . . . , ∗) は r = 1, j(1) = j に対して (1), (2), (3)の条件を満たすため, 主張は成り立つ.
行の数が m − 1 の行列に対して主張が成り立つと仮定する. m × n 行列 A = (aij) の零でない最初の列を第

j(1) 列として ai1j(1) 6= 0 とし, 次のように基本変形をする.

A =




a1j(1) · · ·
... · · ·

ai1−1j(1) · · ·

0 ai1j(1) · · ·
ai1+1j(1) · · ·

... · · ·
amj(1) · · ·




(i1,j(1))-成分に関して第 j(1) 列の掃き出し−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→




0 · · ·
... · · ·
0 · · ·

0 ai1j(1) · · ·
0 · · ·
... · · ·
0 · · ·




第 i1行÷ai1j(1)−−−−−−−−−→




0 · · ·
... · · ·
0 · · ·

0 1 · · ·
0 · · ·
... · · ·
0 · · ·




第 1 行と第 i1行の入れ替え−−−−−−−−−−−−−−−→




1 ∗ · · · ∗

0
...0 ... A1

...
0




上の最後に得られた行列を B1 とし, A1 を B1 の第 1行より下の行と, 第 j(1)列より右の列からなる (m − 1) ×
(n − j(1))-行列とするとき, 帰納法の仮定から A1 を行に関して基本変形をして, 条件 (1), (2), (3)を満たすよう
な行列 A2 にできる. B1 の第 2行目以下は第 j(1) + 1列より左の成分がすべて 0 だから, B1 の第 2行目以下の
行に関して基本変形を繰り返してもこれらの成分は 0 のままで, A1 の行に関する基本変形を繰り返すことになる.
従って, B1 は第 2行目以下の行に関する基本変形を行うことにより




1 ∗ · · · ∗

00 ... A2

0




という形の行列 (B2 とする)にできる. A2 が整数 r′ と整数列 j′(1), . . . , j′(r′) に対して条件 (1), (2), (3)を満た
すとし r = r′ + 1, j(i) = j′(i − 1) + j(1) (2 5 j 5 r) とおくと, B2 の (1, j(i))-成分が i = 2, 3, . . . , r に対して 0
であるとは限らないことを除けば B2 は整数 r と整数列 j(1), . . . , j(r) に対して条件 (1), (2), (3)を満たすことに
注意する. そこで i = 2, . . . , r に対して, この順に第 i行に適当な数を掛けたものを第 1行に加えてゆくことによ
り, (1, j(i))-成分が 0 になるように B2 を行に関して基本変形していけば, 最終的に得られる行列が整数 r と整数

列 j(1), . . . , j(r) に対して条件 (1), (2), (3)を満たす. 故に, 行の数が m である行列に対しても主張が成り立つこ

とがわかる.

列に関する基本変形についても同様の定理が成り立つ.

定理 1.11 m× n 行列 A は列に関する基本変形を行うことにより, 次の条件 (1)∼(3) を満たす行列 B = (bij) に
できる. 言い換えれば, n 次基本行列 Q1, Q2, . . . , Qk で, AQ1Q2 · · ·Qk = ((1), (2), (3) を満たす行列) となるもの
がある.

(1) 整数 r (0 5 r 5 n) で「左から第 r 列目までの B の列はどれも零ではなく, 第 r + 1 列目以下の列はすべて
零である」を満たすものがある.
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(2) j 5 r ならば b1j = · · · = bi(j)−1 j = 0, bi(j) j = 1 となるような 1 5 i(j) 5 m があって, さらに B の第 i(j)
行は Km の基本ベクトル ej の転置 tej になる.

(3) 1 5 i(1) < i(2) < · · · < i(r) 5 m である.

m × n 行列で, (
Er OO O

)

という形のものを Fmn(r) で表すことにする.
(1.10)を用いれば以下のことが示される.

定理 1.12 m× n 行列 A は行と列に関する基本変形を行うことにより, Fmn(r) という形にできる. すなわち, m

次基本行列の積の形で表される行列 X と n 次基本行列の積の形で表される行列 Y で, XAY = Fmn(r) となる
ものがある.

証明 まず, 行に関して基本変形を行って, 基本行列の積の形で表される行列 X で, XA が (1.10)の３つの条件を
満たすようなものをとる. 次に, 第 j(i) 列 (i = 1, 2, . . . , r)が第 i 列にくるように XA の列の入れ替えを行う. す
なわち, Rn(p, q) の積の形の行列 Y1 で, XAY1 の第 i 列が ei になるようなものがある. さらに, 各 i = 1, 2, . . . , r

に対し, 第 (i, i)-成分に関して XAY1 の第 i 行を掃き出せば, Fmn(r) という形になる. ¤

系 1.12.1 A を n 次正方行列としたとき, 次の３つの命題は同値である.

i) A は基本行列の積である.

ii) A は正則行列である.

iii) A に行に関する基本変形を行なって (1.10)の３つの条件を満たすようにした場合, それらの条件における r

は n に等しい.

証明 i) ⇒ ii); 基本行列は正則行列であり, 正則行列の積は正則だから基本行列の積は正則行列である.
ii) ⇒ iii); (1.12)から, n 次基本行列の積の形で表される行列 X, Y で XAY = Fnn(r) という形になるものが

取れる. 上のことから X, Y は正則だから, A が正則行列ならば XAY も正則である. このとき, もし r < n なら

ば XAY en = 0 となるため en 6= 0 だから XAY が正則であることに矛盾する. 従って r = n である.
iii) ⇒ i); まず, n 次正方行列が r = n に対して (1.10)の３つの条件を満たせば, それは単位行列に他ならない

ことに注意する. A を行に関して基本変形を行って, 基本行列の積の形で表される行列 X で, XA が (1.10)の３つ
の条件を満たすようなものをとったとき, r = n ならば XA は単位行列になる. X = PlPl−1 · · ·P1 (P1, P2, . . . , Pl

は基本行列) とすると PlPl−1 · · ·P1A = En だから A = P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
l である. (1.9)の 1) により, 基本行列の

逆行列は基本行列だから A は基本行列の積である. ¤

上の結果から, 基本変形を行えば与えられた正方行列が正則かどうか判断できることがわかるが, 次のようにす
れば, 正則な場合にはその逆行列を同時に求めることができる.

逆行列の求め方 2.13. A を n 次正方行列とするとき, A の右側に n 次単位行列 En を並べて得られる n × 2n 行

列 (A,En) を行に関して基本変形を行ない, X(A,En) = (XA, X) の左半分 XA が (1.10)の３つの条件を満たす
ようにする. このとき, XA が単位行列になっていれば A は正則であり, 上の証明からわかるように X は A の逆

行列である.

(A,En) =




1 0
A . . .

0 1


 −→




1 0. . . X

0 1




また, このとき X = PlPl−1 · · ·P1 (P1, P2, . . . , Pl は基本行列) とすると A = P−1
1 P−1

2 · · ·P−1
l で, 基本行列の逆行

列は (1.9) の 1) からただちにわかるため, A を基本行列の積の形で表すことができる.
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例 1.13 行列




1 1 1 1
1 2 2 2
1 2 3 3
1 2 3 4



の逆行列を求める.




1 1 1 1 1 0 0 0
1 2 2 2 0 1 0 0
1 2 3 3 0 0 1 0
1 2 3 4 0 0 0 1




(1,1)-成分に関して−−−−−−−−−−→
第 1 列の掃き出し




1 1 1 1 1 0 0 0
0 1 1 1 −1 1 0 0
0 1 2 2 −1 0 1 0
0 1 2 3 −1 0 0 1




(2,2)-成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 2 列の掃き出し




1 0 0 0 2 −1 0 0
0 1 1 1 −1 1 0 0
0 0 1 1 0 −1 1 0
0 0 1 2 0 −1 0 1




(3,3)-成分に関して−−−−−−−−−−−→
第 3 列の掃き出し




1 0 0 0 2 −1 0 0
0 1 0 0 −1 2 −1 0
0 0 1 1 0 −1 1 0
0 0 0 1 0 0 −1 1




(4,4)-成分に関して−−−−−−−−−−→
第 4 列の掃き出し




1 0 0 0 2 −1 0 0
0 1 0 0 −1 2 −1 0
0 0 1 0 0 −1 2 −1
0 0 0 1 0 0 −1 1




従って, 与えられた行列の逆行列は




2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 1



である.

問 1.14 行列




a 1 1
1 a 1
1 1 a


 (a は定数) が逆行列をもつための条件は a 6= 1,−2 であることを示し, このとき, こ

の行列の逆行列を求めよ.

1.3 連立１次方程式の解法

2.1節で与えた連立１次方程式 (1.1)の拡大係数行列 Ā = (A, b)を行に関して基本変形をして, (B, b′) (B = (bij)
は (1.10)の条件を満たす) という形にする. このとき, (B, b′) を拡大係数行列とする連立１次方程式は元の連立１
次方程式 (1.1)と同じ解をもつため, 以下でこの新しい連立１次方程式について調べる. (これが 2.1 節の最後で述
べた「簡単な形」である.)

b′ の第 i 成分を b′i とすると, B が (1.10)の条件を満たすことから, (B, b′) を拡大係数行列とする連立１次方程
式の i 番目の式は i 5 r ならば

xj(i) + bi j(i)+1xj(i)+1 + · · · + binxn = b′i · · · (i)

であり, r < i 5 m ならば 0 = b′i となる. 従って, もし b′r+1, b
′
r+2, . . . , b

′
m のうちに 0 でないものがあれば, 新し

い連立方程式は解をもたないため, 元の連立方程式 (1.1)も解をもたない.
b′r+1 = b′r+2 = · · · = b′m = 0のときは i = 1, 2, . . . , r に対して上の (i)を満たす x1, x2, . . . , xn の組が新しい連立

方程式の解になる. B の第 j(i) 列は基本ベクトル ei だから, bk j(i) 6= 0 となるのは k = i の場合だけで, bi j(i) = 1
である. このことは, 新しい連立方程式の中で未知数 xj(i) の係数が 0以外になって現れるのは i 番目の式 (i) だけ
であり, (i) の左辺の 2項目以降の xj(k) という形の未知数の係数は 0であることを意味する. そこで {1, 2, . . . , n}
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から {j(1), j(2), . . . , j(r)} を除いて得られる集合を {κ(1), κ(2), . . . , κ(n − r)} (κ(1) < κ(2) < · · · < κ(n − r)) と
し, 各 i に対して κ(l) > j(i) を満たす最小の l を νi で表せば, (i) は

xj(i) + biκ(νi)xκ(νi) + · · · + biκ(j)xκ(j) + · · · + biκ(n−r)xκ(n−r) = b′i

となる (ただし, κ(l) > j(i)となる lがない場合は上式は xj(i) = b′iとなる.). 従って,未知数 xκ(1), xκ(2), . . . , xκ(n−r)

の値を任意に与えたとき, xj(1), xj(2), . . . , xj(r) の値を

xj(i) = b′i − biκ(νi)xκ(νi) − · · · − biκ(j)xκ(j) − · · · − biκ(n−r)xκ(n−r)

によって定めれば (B, b′) を拡大係数行列とする連立１次方程式の解が得られる.

以上をまとめると, 以下のようになる.

定理 1.15 連立１次方程式 (1.1)は次の手順で解が求まる.

I. Ā = (A, b) に対し, 行に関する基本変形により, (PA, Pb) (ただし, P は m 次基本行列の積, PA は (1.10)の
３つの条件を満たす行列) という形に変形する.

II. PA = (bij) とし, Pb の第 i 成分を b′i とすれば, b′i 6= 0 となる i > r があれば (1.1)は解をもたない.

III. b′r+1 = b′r+2 = · · · = b′m = 0 の場合, {1, 2, . . . , n} から {j(1), j(2), . . . , j(r)} を除いて得られる集合を
{k(1), k(2), . . . , k(n− r)} (k(1) < k(2) < · · · < k(n− r)) とし, 各 i に対して κ(l) > j(i) を満たす最小の l

を νi で表すと, (1.1)の解は t1, t2, . . . , tn−r を K の任意の要素とすると,




xk(i) = ti (1 5 i 5 n − r)

xj(i) = b′i −
n−r∑
s=νi

bi k(s)ts (1 5 i 5 r)

(ただし, κ(l) > j(i) を満たす l がないような 1 5 i 5 r については xj(i) = b′i とする.)によって与えられる.

上で得た解をベクトルを用いて表す. cp ∈ Kn (p = 1, 2, . . . , n − r) を第 q 成分 cpq が

cpq =





1 q = k(p)

0 q = k(i), i 6= p

−bi k(p) q = j(i), 1 5 i 5 r

で与えられる n 次元列ベクトルであるとし, c0 を第 q 成分 c0q が

c0q =





0 q = k(i), 1 5 i 5 n − r

b′i q = j(i), 1 5 i 5 r

で与えられる n 次元列ベクトルであると すると, (1.15)から (1.1)の解のベクトル x は t1, t2, . . . , tn−r を K の

任意の要素として

x = c0 + t1c1 + t2c2 + · · · + tpcp + · · · + tn−rcn−r

の形で与えられる.

注意 1.16 1) (1.15)の IIIの状況の下で, Kn−r のベクトル t = (ti) に対して Kn のベクトル c0 +
n−r∑
i=1

tici を対

応させる写像は Kn−r から (1.1)の解全体からなる集合の上への１対１の写像であることに注意する. このこと
を文学的に表現すると, (1.1)の解は (n− r)-次元の「自由度」をもつといえる. とくに, b = 0 ならばこの対応は,
cp を第 p-列にもつ n × (n − r) 行列で定まる, Ax = 0 の解全体の集合の上への１対１の線型写像である.
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2) n > r のとき, (1.1)の解が存在すればそれは 2個以上あり, さらに b = 0 ならば, (1.1)は零ベクトルでない
解 (例えば上で定義した c1) をもつ.

3) K = R で, n = 3 の場合, (1.1)が解をもてば, 解全体からなる集合は, r = 3 ならばただ１つのベクトル c0

からなり, r = 2 ならば c0 を通り c1 を方向ベクトルとする直線であり, r = 1 ならば c0 を通り c1, c2 で張られ

る平面である.

(1.15)の応用として以下の定理を示す.

定理 1.17 f : Kn → Km を m × n 行列 A で表される線型写像とする. A に行に関する基本変形を行い, 行列
XA (X は基本行列の積)が整数 r に対して (1.10)の３つの条件を満たすとする.

(1) f は Km の上への写像 ⇔ r = m

(2) f は１対１写像 ⇔ r = n

(3) f は１対１かつ Km の上への写像 ⇔ r = m = n

証明 (1) (⇒) r < m と仮定して矛盾を導く. X は正則行列だから仮定から Ax = f(x) = X−1em を満たす

x ∈ Kn がある. このとき, XAx = em であるが, 背理法の仮定により XA の第 m 行は零ベクトルだから左辺の

第 m 成分は 0 になる. ところが右辺の第 m 成分は 1 だから矛盾が生じる.
(⇐) (1.15)から r = m ならば任意の b ∈ Km に対して連立１次方程式 (1.1)は解をもつ. すなわち, 任意の

b ∈ Km に対して f(x) = Ax = b を満たす x ∈ Kn があるため f は Km の上への写像である.
(2) (⇒) r < n と仮定して矛盾を導く. b = 0 に対する連立１次方程式 (1.1)を考えると, 上で注意したように,

これは零ベクトルでない解 x をもつため, f(x) = Ax = 0 である. 一方 f(0) = 0 だから, f が１対１写像である

ことと矛盾する.
(⇐) r = n ならば (1.15)から, b ∈ Km に対し f(x) = Ax = b を満たす x ∈ Kn があったとしても唯１つに

限るため f は１対１写像である.
(3) (1)と (2)から明らか. ¤

定理 1.18 v1,v2, . . . ,vn ∈ Km に対し, n > mならば x1v1+x2v2+· · ·+xnvn = 0を満たす x1, x2, . . . , xn ∈ K

で (x1, x2, . . . , xn) 6= (0, 0, . . . , 0) を満たすようなものがある.

証明 vj の第 i 成分を aij とすれば, x1v1 + x2v2 + · · · + xnvn = 0 が成り立つことは, x1, . . . , xn が b = 0 とし

た場合の連立１次方程式 (1.1)の解であることと同じである. b = 0 であり n > m 5 r だから (1.1)は零ベクトル
でない解をもつため主張が成立する. ¤

1.4 行列の階数

この節では行列 A に対して, (1.10)の条件を満たすように基本変形を行った場合に現れる整数 r の意味につい

て考える.

m × n 行列 A が与えられたとき, A が定める線型写像を f : Kn → Km (f(x) = Ax) とする. このとき,
b = (bi) ∈ Km が f の像に属することは, 連立１次方程式 (1.1)が解をもつことに他ならないことを思い出そう.
例の如く, 拡大係数行列 Ā = (A, b) に対して行に関する基本変形を行い (PA,Pb) (ただし, P は m 次基本行列

の積, PAは (1.10)の３つの条件を満たす行列)という形に変形する. P = (pij)とすると, Pbの第 i成分 b′i は b′i =
pi1b1+pi2b2+· · ·+pijbj+· · ·+pimbmで与えられるため,前節の結果から, pi1b1+pi2b2+· · ·+pijbj+· · ·+pimbm = 0
が i = r + 1, r + 2, . . . , m に対して成り立つことが b が f の像に属するための条件である. すなわち f の像は

{b = (bi) ∈ Km| pi1b1 + pi2b2 + · · · + pijbj + · · · + pimbm = 0, i = r + 1, r + 2, . . . ,m}
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で与えられる. 別の言い方をすると, f の像は y1, y2, . . . , ym に関する連立１次方程式




pr+1 1y1 + pr+1 2y2 + · · · + pr+1 jyj + · · · + pr+1 mym = 0
. . .

pi1y1 + pi2y2 + · · · + pijyj + · · · + pimym = 0
. . .

pm1y1 + pm2y2 + · · · + pmjyj + · · · + pmmym = 0

(1.2)

の解全体からなる集合である. 従って, f の像がどのような形になるのか調べるために前節の結果を適用するので

あるが, ここでは P は基本行列の積だから正則行列であるという特別な事情がある.

系 1.18.1 Q を連立方程式 (1.2)の係数行列とするとき, Q から定まる線型写像 fQ : Km → Km−r は Km−r の

上への写像である.

証明 Km−r の任意のベクトル v = (vi) に対して第 i 成分が 1 5 i 5 r なら 0, r + 1 5 i 5 m なら vi−r あるよ

うな m 次元ベクトル
(

0
v

)
を考えると, P が正則であることから y = P−1

(
0
v

)
とおくと, Py =

(
0
v

)
が成り立つ.

この両辺の第 r + 1 成分以下の成分からなる m− r 次元ベクトルを比較すると, Q は P の第 r + 1 行目以下の行
からなる (m − r) × r-行列だから, fQ(y) = Qy = v が得られる. 従って fQ は Km−r の上への写像である. ¤

上の結果と (1.17)の (1)により, (1.2)の係数行列を基本変形して整数m − r に対して (1.10)の条件を満たすよ
うになる. そこで, (1.16)の 1) において A = Q の場合を考えれば, Kr から (1.2)の解全体の集合 (= f の像)の
上への１対１の線型写像があることが分る. 従って, 次のことが示された.

命題 1.19 A を m × n 行列, A が定める線型写像を f : Kn → Km (f(x) = Ax) とする. 行に関して基本変形
を行い, A を (1.10)の３つの条件を満たす行列に変形したとき, それらの条件における整数 r に対し, 線型写像
g : Kr → Km で f の像の上への１対１写像になるものがある.

A′ をもう１つの m× n 行列, A′ が定める線型写像を f ′ : Kn → Km としたとき, f ′ の像と f の像が一致して

いると仮定する. A′ を行に関して基本変形をして, A′ が r′ という値に対して (1.10)の３つの条件を満たす行列
に変形されたとき (1.19)により, 線型写像 g′ : Kr′

→ Km で f ′ の像の上への１対１写像になるものがある. こ
の状況の下で, 次を示す.

命題 1.20 １対１上への線型写像 h : Kr′
→ Kr がある.

証明 各 u ∈ Kr′
に対して, g′(u) ∈ (f ′ の像 ) = (f の像 ) = (gの像) であり g は１対１だから g(v) = g′(u) を

満たす v ∈ Kr はただ１つ定まる. そこで写像 h : Kr′
→ Kr を h(u) = v で定めることができる.

u, u′ ∈ Kr′
と λ ∈ K に対し, g(v) = g′(u), g(v′) = g′(u′) を満たす v,v′ ∈ Kr をとれば, g, g′ は線型写像だ

から g(v+v′) = g′(u+u′), g(λv) = g′(λu)が成り立つ. 従って, hの定義から h(u+u′) = v+v′ = h(v)+h(v′),
h(λu) = λv = λh(u) となるため h は線型写像である.

h(u) = h(u′) と仮定し, v = h(u) = h(u′) とおけば, h の定義から v は g(v) = g′(u) = g′(u′) を満たす. g′ は

１対１だから g′(u) = g′(u′) より u = u′ が得られるため h は１対１である.
任意の v ∈ Kr に対して, g(v) は (f の像 ) = (f ′ の像 ) = (g′ の像) に属するため g′(u) = g(v) を満たす

u ∈ Kr′
がある. このとき h の定義から h(u) = v となるため, h は Kr の上への写像である. ¤

上の結果と (1.17)の 3) により r = r′ が得られるから, 次の定理が示せた.

定理 1.21 A, A′ を２つの m × n 行列とし, これらが定める線型写像の像は一致しているとする. A, A′ を行に

関して基本変形して, (1.10)の３つの条件を満たす行列に変形したとき, それらの条件における整数 r の値は同じ

である.
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とくに, 上で A = A′ の場合を考えると, A を行に関して基本変形して, (1.10) の３つの条件を満たす行列に変
形したとき, それらの条件における整数 r の値は基本変形のやり方に依存しないことがわかる. そこで, 次の定義
をする.

定義 1.22 m×n 行列 A に対し, 行に関して基本変形して, (1.10)の３つの条件を満たす行列に変形したとき, そ
れらの条件における整数 r の値を行列 A の階数と呼び, rankA で表す.

(1.21)から, 行列の階数は, その行列が定める線型写像の像にのみ依存する.

定理 1.23 A を m × n 行列, X, Y をそれぞれ m 次正則行列, n 次正則行列とすれば, rankXA = rankAY =
rankA である.

証明 X は正則行列だから (1.12.1) により, X = Q1Q2 · · ·Qk (Q1, Q2, . . . , Qk は基本行列) と表される. 基
本行列 P1, P2, . . . , Pl で PlPl−1 · · ·P1A が (1.10)の３つの条件を満たすようなものをとると, (1.8)により Q−1

i

(i = 1, 2, . . . , k) も基本行列だから, 等式

PlPl−1 · · ·P1Q
−1
k Q−1

k−1 · · ·Q
−1
1 XA = PlPl−1 · · ·P1A

は XA を行に関して基本変形すれば r = rankA に対して (1.10)の３つの条件を満たすようにできることを意味
する. 従って, rankXA = rankA である.

f : Kn → Km, g : Kn → Kn をそれぞれ A, Y が定める線型写像とすれば, 合成写像 f◦g : Kn → Km は

AY が定める線型写像であり, Y が正則行列であることから g は１対１上への写像である. g が Kn の上への写像

であることから (f の像 ) = (f◦gの像) が成り立つことが容易に示されるため, (1.21)により rankAY = rankA

である. ¤

定理 1.24 A を m × n 行列とするとき, rank tA = rankA.

証明 (1.12)から XAY = Fmn(r) という形になる正則行列 X, Y があり, 右辺の行列は (1.10)の条件を満たす
から階数は r である. 故に, (1.23)から rankA = rankXA = rankXAY = r である. 両辺の転置行列をとる
と, tY tAtX = t(XAY ) = Fnm(r) で, tX, tY はともに正則行列の転置行列だから正則である. 再び (1.23)から
rank tA = rank tY tA = rank tY tAtX = r = rankA が得られる. ¤

演習問題

1. 以下の連立一次方程式の解を求めよ. (a, b, c は定数)

1)





2x + 3y − 4z − w = 1

x + y − z + 2w = 2

y − 2z − 5w = c

, 2)





x − 2y + z + w = 3

2x + y − 3z = −1

−x − y + 2z + 2w = 0

−2x + 2y − 3w = c

3)





x − 2y + z − w = 2

2x + y + 3z = −1

−x − y − 2z + 2w = 0

−2x + 2y − 2z − w = c

, 4)





11x + 12y + 13z + 14u + 15v = a

6x + 7y + 8z + 9u + 10v = 0

x + 2y + 3z + 4u + 5v = 0

x + 4y + 9z + 16u + 25v = b
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2. f : K4 → K4, g : K4 → K4 をそれぞれ次の行列



1 0 1 0
0 −1 −1 2
1 −2 −1 4
0 1 1 −2




,




1 0 0 −1
−1 2 1 0
−1 4 2 −1
1 −2 −1 0




により表される線型写像とするとき, Im f , Ker f , Im g, Ker g を求めよ.

3. f : K3 → K3, g : K4 → K4, h : K4 → K4 をそれぞれ行列

A =




1 1 a

1 0 −1
a −1 −1


 , B =




1 b 0 0
0 1 b 0
0 0 1 b

1 3 3 1




, C =




1 1 −c c − 2
−1 −1 1 −c + 2
−2 c − 3 2 2

c + 1 2 −2 −2




により表される線型写像とするとき Im f , Ker f , Im g, Ker g, Im h, Ker h を求めよ.

4.




1 2 4 3
2 5 6 7
1 −1 11 −1
2 5 6 8



の逆行列を求めよ.

5. 以下で与えられる行列について次の問に答えよ.

A =




1 −1 2
−1 2 1
2 2 17


 , B =




2 −5 −2 6
4 −9 −7 17
1 −3 1 2
−2 5 −1 −16




, C =




−5 −2 −5 2
−18 −13 −10 2
−2 0 −8 3
2 1 3 −1




1) A, B, C を基本行列の積で表せ.
2) A, B, C の逆行列を求めよ.

6. C3 のベクトル




1
0
1


 を




i

i − 1
0


,




2i + 1
0
−i


,




0
i + 1

i


 の複素数係数の１次結合で表せ.

7. 1) Qn(i;−1)Rn(i, j) を Pn(k, l; c) の形の基本行列の積で表せ.
2) m が 2 以上の整数で, m × n 行列 A の (p, q)-成分が 0 でないとする. 整数 1 5 p′ 5 m に対し, p′ 6= p また

は p′ = p < m ならば Pm(k, l; c) (k は p, p′, m のいずれか)の形の基本行列の積を A の左から掛けることによ

り, 第 q 列が基本ベクトル ep′ になるようにできることを示せ.

8. m × n 行列 A の階数が r のとき以下のことを示せ.
1) r < m ならば P (i, j; c) の形の m 次基本行列の積で表される行列 P で, PA が (1.10)の３つの条件満たす

行列になるようなものがある.
2) r = m ならば P (i, j; c) の形の m 次基本行列の積で表される行列 P と d ∈ K (d 6= 0) で, Q(m; d)PA が上

の条件 (1), (2), (3) を満たすようなものがある.
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2 ２次形式

n 個の変数 x1, . . . , xn に関する２次の同次多項式 P (x1, . . . , xn) は一般に
∑

15i5j5n

cijxixj の形に表され, 係数

cij がすべて実数の場合, 変数 x1, x2, . . . , xn に実数値を代入することにより, P (x1, x2, . . . , xn) は n 変数の実数

値関数 Rn → R とみなされる. このような関数の符号について, 次の場合 5つの場合が考えられる

1) (x1, x2, . . . , xn) 6= (0, 0, . . . , 0) ならば P (x1, x2, . . . , xn) > 0 である.

2) (x1, x2, . . . , xn) 6= (0, 0, . . . , 0) ならば P (x1, x2, . . . , xn) < 0 である.

3) すべての x1, x2, . . . , xn ∈ R に対し, P (x1, x2, . . . , xn) = 0 であり,
P (a1, a2, . . . , an) = 0 となる (a1, a2, . . . , an) 6= (0, 0, . . . , 0) がある.

4) すべての x1, x2, . . . , xn ∈ R に対し, P (x1, x2, . . . , xn) 5 0 であり,
P (a1, a2, . . . , an) = 0 となる (a1, a2, . . . , an) 6= (0, 0, . . . , 0) がある.

5) P (a1, a2, . . . , an) > 0 となる a1, a2, . . . , an ∈ R と P (b1, b2, . . . , bn) < 0 となる b1, b2, . . . , bn ∈ R がある.

この節では, 実数係数の２次の同次多項式 P (x1, x2, . . . , xn) が与えられたときに, 上のいずれの場合にあてはまる
かを判定する方法について考える.

P (x1, x2, . . . , xn) が
∑

15i5j5n

cijxixj という形で与えられたとき, x を変数 xj を第 j 成分にもつ n 次元列ベ

クトルとし, A = (aij) は aij =





cii i = j

cij

2 i < j

cji

2 i > j

で与えられる n 次正方行列とする. このとき, i 5 j ならば

aij = aji = cij

2 だから A は対称行列であり, P (x1, x2, . . . , xn) = txAx が成り立つことが容易に確かめられる.
例のごとく K は R か C を表すものとする.

定義 2.1 x を変数 xj を第 j 成分にもつ n 次元列ベクトルとする. K の要素を成分にもつ n 次対称行列 A に

対し, n 個の変数 x1, x2, . . . , xn に関する多項式 txAx を, A を係数行列とする K 上の２次形式という.

上の定義自体は K = C の場合にも意味をもち, ２次形式論は現在も研究が行われて分野であるが, この節では
上で述べた「符号の問題」に主眼をおくため, K = C のときにも符号が論じられるように次のように修正する.

定義 2.2 K の要素を成分にもつ n 次エルミート行列 A に対し, x ∈ Kn を x∗Ax に対応させる Kn で定義さ

れた関数を, A を係数行列とする (K 上の)エルミート形式といい, A[x] で表す.

A が n 次エルミート行列ならば, 任意の x ∈ Kn に対して x∗Ax = (x∗Ax)∗ = x∗A∗(x∗)∗ = x∗Ax だからエ

ルミート形式 A[x] は実数値をとる関数である. とくに K = R の場合は A は対称行列となり, x ∈ Rn ならば

x∗ = tx だから R 上ではエルミート形式と２次形式は同じものになる.

命題 2.3 A, B をともに K の要素を成分にもつ n 次エルミート行列とする. すべての x ∈ Kn に対して

x∗Ax = x∗Bx が成り立てば, A = B である.

証明 A, B の (p, q)-成分をそれぞれ apq, bpq とする. 任意の x, y ∈ K に対して, 仮定から (x + y)∗A(x + y) =
(x+y)∗B(x+y)である. このとき (左辺)= x∗Ax+x∗Ay+y∗Ax+y∗Ay, (右辺)= x∗Bx+x∗By+y∗Bx+y∗By

だから, 再び仮定から x∗Ay + y∗Ax = x∗By + y∗Bx を得る. とくに x, y を Kn の基本ベクトル ep, eq とす

ると, 上式から apq + aqp = bpq + bqp が得られ, さらに A, B はエルミート行列だから apq + āpq = bpq + b̄pq であ

る. 従って, K = R の場合は 2apq = 2bpq となるため A = B である. K = C の場合, x = ep, y = ieq を上式に
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代入すれば, iapq − iaqp = ibpq − ibqp を得るため, apq − āpq = bpq − b̄pq である. これと上の式から apq = bpq が

わかる. ¤

上の結果は, エルミート形式とエルミート行列は 1対 1に対応することを意味する.

K 上のエルミート形式 A[x] と K の要素を成分にもつ n 次正則行列 P が与えられたとする. x = Py とおい

て変数を x から y に変換する (すなわち, P の列ベクトルを基本ベクトルとする Kn の新しい座標系を考える)
と A[x] = x∗Ax = (Py)∗A(Py) = y∗(P ∗AP )y = (P ∗AP )[y] である. このとき P ∗AP もエルミート行列である

ことに注意する. そこで, 次のように定義をする.

定義 2.4 2つの K 上のエルミート形式 A[x] と B[x] が同値であるとは, B = P ∗AP を満たす K の要素を成分

にもつ正則行列が存在することである.

命題 2.5 2つの K 上のエルミート形式が上の意味で同値であるという関係は, いわゆる同値関係である. すなわ
ち, 次のことが成り立つ.

(1) A[x] と A[x] は同値である.

(2) A[x] と B[x] が同値ならば B[x] と A[x] は同値である.

(3) A[x] と B[x] が同値で B[x] と C[x] が同値ならば A[x] と C[x] は同値である.

証明 A = E∗
nAEn だから (1) が成り立ち, B = P ∗AP ならば A = (P−1)∗BP−1 だから (2) が成り立つ. また,

B = P ∗AP かつ C = Q∗BQ ならば C = (PQ)∗A(PQ) だから (3) が成り立つ. ¤

以後この節では, とくに断らない限り x,y, z 等は xj , yj , zj ∈ K を第 j 成分にもつ n 次元列ベクトルを表すも

のとする.

エルミート行列 A の固有値はすべて実数 (問 7.15)であり, A を対角化するユニタリー行列 P が存在すること

は第 7 章で学んだ. そこで, P ∗AP = P−1AP の (j, j)-成分を λj とし, A を係数行列とするエルミート形式 A[x]
において, x = Py と変数を変換すれば, 上でみたように A[x] = (P ∗AP )[y] = λ1y1ȳ1 + λ2y2ȳ2 + · · ·+ λnynȳn =
λ1|y1|2 + λ2|y2|2 + · · · + λn|yn|2 である. もし, A の成分がすべて実数ならば P は直交行列にとれることに注意

する (系 7.15).
P の列を適当に入れ換えることにより, λ1, . . . , λp > 0, λp+1, . . . , λp+q < 0, λp+q+1 = · · · = λn = 0 (p + q =

rankP−1AP = rankA) となっているとしてよい. Q を (j, j)-成分が 1 5 j 5 p ならば 1√
λj

, p + 1 5 j 5 p + q な

らば 1√
−λj

, p+ q +1 5 j 5 n ならば 1 である対角行列とすると, Q は正則な実行列である. y = Qz とおいて再度

変数変換すると, (P ∗AP )[y] = (Q∗P ∗APQ)[z] = ((PQ)∗A(PQ))[z] = |z1|2 + · · ·+ |zp|2 − |zp+1|2 − · · · − |zp+q|2

となる. 従って, 次のことが示された.

命題 2.6 K 上のエルミート形式 A[x] は |x1|2 + · · ·+ |xp|2 − |xp+1|2 − · · · − |xp+q|2 という形のエルミート形式
と同値である. ここで, p は A の正の固有値の個数, q は負の固有値の個数である.

整数の組 (p, q) は次に述べる意味で一意的である.

定理 2.7 (Sylvester の慣性法則) エルミート形式 |x1|2 + · · ·+ |xp|2−|xp+1|2−· · ·−|xp+q|2 と |x1|2 + · · ·+ |xs|2−
|xs+1|2 − · · · − |xs+t|2 が同値ならば p = s かつ q = t である.

証明 Dp,q により, (j, j)-成分が 1 5 j 5 p ならば 1, p + 1 5 j 5 p + q ならば −1, p + q + 1 5 j 5 n ならば 0 で
ある n 次対角行列を表すことにすれば, Dp,q[x] = |x1|2 + · · ·+ |xp|2 − |xp+1|2 − · · · − |xp+q|2 である. 仮定から n

次正則行列 P で, P ∗Dp,qP = Ds,t を満たすものがある. まず, この両辺の階数を比較して p + q = s + t を得る.
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p < s と仮定して矛盾を導く. P の (j, k)-成分を ajk とすれば, p < s だから
s∑

k=1

ajkyk = 0 (j = 1, 2, . . . , p)

を満たす (0, 0, . . . , 0) とは異なる (y1, y2, . . . , ys) がある. さらに ys+1 = · · · = yn = 0 とおき, xj =
n∑

k=1

ajkyk

によって x1, x2, . . . , xn を定めれば, y1, y2, . . . , yn の定め方から x1 = · · · = xp = 0 である. このように定めた
xj , yj を第 j 成分にもつ列ベクトルをそれぞれ x, y とすれば, y∗Ds,ty = |y1|2 + · · · + |ys|2 > 0, x∗Dp,qx =
−|xp+1|2 − · · · − |xp+q|2 5 0 が成り立つ. ところが, x = Py だから x∗Dp,qx = y∗P ∗Dp,qPy = y∗Ds,ty となる

ため矛盾が生じる. (P−1)∗Ds,tP
−1 = Dp,q だから, 上と同じ議論で s < p からも矛盾が導かれる. ¤

定義 2.8 上の定理と (2.4), (2.6) により, エルミート形式 A[x] が与えられたとき, それと同値であるような
|x1|2 + · · · + |xp|2 − |xp+1|2 − · · · − |xp+q|2 という形のエルミート形式はただ 1通りに定まる. このとき, 整数の
対 (p, q) を A[x] (あるいは A) の符号数という.

この定義から, 2つのエルミート形式が同値であるための必要十分条件は, それらの符号数が一致することであ
るといえる.

ここで, この節のはじめに提起した符号の問題について考えてみる.
エルミート形式 A[x] に関し, 次のいずれか 1つが成り立つ.

1) x 6= 0 ならば A[x] > 0 である.

2) x 6= 0 ならば A[x] < 0 である.

3) すべての x ∈ Kn に対し, A[x] = 0 であり, A[a] = 0 となる a 6= 0 がある.

4) すべての x ∈ Kn に対し, A[x] 5 0 であり, A[a] = 0 となる a 6= 0 がある.

5) A[a] > 0 となる a ∈ Kn と A[b] < 0 となる b ∈ Kn がある.

A[x]と B[x]が同値なエルミート形式であるとする. 正則行列 P で, A[Py] = B[y]がすべての y ∈ Kn に対して

成立するようなものがあるため, A[x]はKn 上で定義された実数値関数としては, P でされる 1対 1上への線型写像
TP : Kn → Kn と B[x] : Kn → R 合成したものである. 従って, A[x] と B[x] は上記の 5つのうちの同じ場合に
属する. ここで A[x]の符号数が (p, q)であるとすれば, A[x]は Dp,q[x] = |x1|2+· · ·+|xp|2−|xp+1|2−· · ·−|xp+q|2

と同値になるため, 次のことがわかる.

命題 2.9 A[x] が符号数 (p, q) のエルミート形式ならば上の 5つの場合はそれぞれ順に以下の場合と同値である; 1)
p = n かつ q = 0. 2) p = 0 かつ q = n. 3) p < n かつ q = 0. 4) p = 0 かつ q < n. 5) p 6= 0 かつ q 6= 0.

この結果から, 与えられたエルミート形式の符号数を調べることにより, そのエルミート形式がどのような符号
をとるか判別できるので, 次に符号数の求め方について考えてみる.
エルミート形式 A[x] の符号数が (p, q) であるとすれば (2.6) から p は A の正の固有値の個数, q は負の固有値

の個数であるが, A が 5次以上のエルミート行列ならば A の固有値の符号を判定するためのアルゴリズムがない

ので, この事実を用いて A[x] の符号数を求めるのはほとんど不可能なことである (運まかせ!).

問 2.10 A =
(

a b−ci
b+ci d

)
(a, b, c, d ∈ R) とするとき, エルミート形式 A[x] の符号数を調べよ.

補題 2.11 n 次複素正方行列 A の固有値を λ1, λ2, . . . , λn とすれば tr A = λ1 +λ2 + · · ·+λn, det A = λ1λ2 · · ·λn

である.

証明 A の固有多項式は det(xEn −A) = (x−λ1)(x−λ2) · · · (x−λn) と因数分解されるため, この両辺の n−1 次
の係数を比較すると, trA = λ1 + λ2 + · · ·+ λn がわかる. また, x = 0 を代入すれば det(−A) = (−1)nλ1λ2 · · ·λn

が得られるため det A = λ1λ2 · · ·λn である. ¤
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A が n 次エルミート行列, A[x] の符号数が (n, 0) ならば A の固有値はすべて正だから上の結果から det A > 0
であることがわかる. さらに Al (l = 1, 2, . . . , n) を A の (j, k)-成分をそのまま (j, k)-成分とする l 次正方行列と

すると Al も明らかにエルミート行列である.

定理 2.12 A[x] の符号数が (n, 0) であるためには det Al > 0 が l = 1, 2, . . . , n に対して成り立つことが必要十

分である.

証明 vj を第 j 成分にもつ l 次元列ベクトル v ∈ Kl に対して, 1 5 j 5 l ならば vj , l + 1 5 j 5 n ならば 0 を第
j 成分にもつ n 次元列ベクトルを ṽ で表すことにする. このとき, Al[v] = A[ṽ] が成り立つことに注意する. A[x]
の符号数が (n, 0) であるとする. このとき v 6= 0 ならば ṽ 6= 0 だから Al[v] = A[ṽ] > 0 である. 従って Al[v] の
符号数は (l, 0) となるため, 上で述べたことから det Al > 0 が成り立つ.

det Al > 0 が l = 1, 2, . . . , n に対して成り立てば A[x] の符号数が (n, 0) であることを n による帰納法で

示す. n = 1 の場合は主張は明らかである. n − 1 の場合に主張が成り立つとすれば, 仮定から n − 1 次エ
ルミート形式 An−1[v] の符号数は (n − 1, 0) になるため, n − 1 次正則行列 Q で Q∗An−1Q = En−1 となる

ものがある. A =
( An−1 a

a∗ ann

)
, とすると,

(
Q 0∗

0 1

)∗
A

(
Q 0∗

0 1

)
=

( En−1 Qa
a∗Q ann

)
だから P =

(
Q 0∗

0 1

)(
En−1 −Q∗a
0∗ 1

)
と

おけば P ∗AP =
(

En−1 0
0∗ c

)
(ただし c = ann − a∗QQ∗a) となる. このとき, Q が正則であることと仮定から

c = det P ∗AP = |det P |2 det A = |det Q|2 det An > 0. 従って, A[x] は |x1|2 + · · · + |xn−1|2 + c|xn|2 (c > 0)
という形のエルミート形式と同値になるため, A[x] の符号数は (n, 0) である. ¤

A[x] の符号数が (0, n) であるためには (−A)[x] の符号数が (n, 0) であることが必要十分だから, 上の結果から
ただちに次のことがわかる.

系 2.12.1 A[x] の符号数が (0, n) であるためには (−1)l det Al > 0 が l = 1, 2, . . . , n に対して成り立つことが必

要十分である.

定義 2.13 K 上の n 次のエルミート形式 A[x] の符号数が (n, 0) であるとき, A を正値エルミート行列という.
とくに K = R の場合は A を正値対称行列という.

(2.12) により, A が正値エルミート行列になるための条件が行列式を用いて明確に述べられたことになる. 第
4 章で学んだように, 行列式の値は計算可能だから, 与えられた n 次エルミート形式の符号数が (n, 0) (あるいは
(0, n)) かどうかの判定は (2.12) によって一応は可能になった. しかし, この判定法では符号数が (n, 0) または
(0, n) かどうかしか判定できないだけでなく, 実質 n − 1 個の行列式の値を求めなければならないため n が大き

くなると計算量が膨大になるという欠点がある. そこで, 次に述べるように | · · · |2 の項を作るよう与えられたエル
ミート形式を変形してゆくのが実用的な方法である. (K = R の場合は,「平方完成」をしてゆくやり方に他なら
ない.)

n 次エルミート形式 A[x] が与えられたとし, A の (j, k)-成分を ajk とする.
(1) all 6= 0 となる l がある場合, ajl = ālj であることに注意すると,

A[x] =
n∑

j,k=1

ajkx̄jxk = all(x̄l +
∑
j 6=l

ālj

all
x̄j)(xl +

∑
k 6=l

alk

all
xk) +

∑
j,k 6=l

(ajk − āljalk

all
)x̄jxk である. そこで, xl = yl −

∑
k 6=l

alk

all
yk, xk = yk (k 6= l) と変数変換し, bjk = ajk − āljalk

all
(j, k 6= l) とおけば (上式)= all|yl|2 +

∑
j,k 6=l

bjkȳjyk と

なる. 従って, A[x] の符号数を知ることは n− 1 次エルミート形式 B[y] =
∑

j,k 6=l

bjkȳjyk の符号数を知ることに帰

着する. すなわち B[y] の符号数が (p, q) であるとするれば, A[x] の符号数は all > 0 なら (p + 1, q), all < 0 なら
(p, q + 1) である.
(2) a11 = · · · = ann = 0であり, alm が 0でも純虚数でもないような l, mがある場合. xl = yl−ym, xm = yl +ym,
xj = yj (j 6= l, m) と変数変換すれば, A[x] = (alm + ālm)|yl|2 + · · · となり, |yl|2 の係数は 0 でないため, 上の
(1) の場合に帰着する. (言うまでもないが K = R の場合は, a11 = · · · = ann = 0 ならば A = O でない限り, こ
のような l, m は必ず存在する.)
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(3) K = C, a11 = · · · = ann = 0 であり, ajk がすべて 0 か純虚数である場合. alm が 0 でないような l, m をと

り, xl = iyl − iym, xm = yl + ym, xj = yj (j 6= l,m) と変数変換すれば, A[x] = i(−alm + ālm)|yl|2 + · · · となり,
|yl|2 の係数は 0 でないため, これも上の (1) の場合に帰着する.

上の手順を繰り返すことにより, A[x] は最終的に c1|x1|2 + c2|x2|2 + · · · + cn|xn|2 の形のエルミート形式に変
形されるが, c1, c2, . . . , cn のうちの正の数の個数を p, 負の数の個数を q とすれば (2.7) から (p, q) が A[x] の符
号数になる.

問 2.14 以下のエルミート形式の符号数を求めよ. ただし, 1) から 4) では K = R, 5) では K = C とする.

1) x2
1 − 2x2

2 − 2x2
3 + 4x1x2 + 8x2x3 − 4x1x3 2) 6x2

1 + 3x2
2 + 6x2

3 − x1x2 + x2x3 − 2x1x3

3) 2x2
1 − x2

2 + 2x2
3 − x1x2 + x2x3 − 2x1x3 4) x1x2 + 2x1x3 + 4x2x3 + 6x1x4 + 8x2x4 + 10x3x4

5) ix̄1x2 − ix̄2x1

3 行列の指数写像

この節の目的は, 微分積分学で学んだ実数変数の指数関数 ex を行列変数の指数関数に一般化して, 実数変数の
指数関数と類似の性質をもつことを示すことである. さらにその応用として, 正則行列が正値エルミート行列とユ
ニタリー行列の積に一意的に表されることを証明する.

まず, 複素数列の収束を定義する.

定義 3.1 複素数列 z0, z1, . . . , zl, . . . が複素数 w に収束するとは, どんな正の数 ε > 0 に対しても “l = N ならば

|zl − w| < ε”を満たすような自然数 N がとれることである. このことを lim
l→∞

zl = w で表す.

次の命題は z = x + yi ∈ C (x, y ∈ R)ならば |x|, |y| 5 |z| 5 |x| + |y| であることから容易に導かれる.

命題 3.2 zl = xl + yli, w = u + vi ∈ C (xl, yl, u, v ∈ R)とするとき, lim
l→∞

zl = w であるためには, lim
l→∞

xl = u と

lim
l→∞

zl = v が成り立つことが必要十分である.

定義 3.3 複素数列 z0, z1, . . . , zl, . . . が Cauchy 列であるとは, どんな正の数 ε > 0 に対しても “k, l = N ならば

|zl − zk| < ε ”を満たすような自然数 N がとれることである.

z0, z1, . . . , zl, . . . が w に収束する複素数列ならば, 任意の ε > 0 に対して “l = N ならば |zl − w| < ε
2 ”を満た

すような自然数 N がとれるから “k, l = N ならば |zl − zk| 5 |zl −w|+ |w − zk| < ε
2 + ε

2 = ε”である. 従って, 収
束する複素数列は Cauchy 列である. 実数全体の集合 R においては, この逆も成り立つ. すなわち,

定理 3.4 実数列 x0, x1, . . . , xl, . . . が Cauchy 列ならば収束する.

証明は解析学の教科書を参照せよ. この定理は R がもつ基本的な性質の一つである.

複素数列 z0, z1, . . . , zl, . . . が Cauchy列であるとき zl = xl+yli (xl, yl ∈ R)とすると, |xl−xk|, |yl−yk| 5 |zl−zk|
だから実数列 x0, x1, . . . , xl, . . . , y0, y1, . . . , yl, . . . はともに Cauchy 列になるため, (3.4)と (3.2)から次のことが
わかる.

系 3.4.1 複素数列 z0, z1, . . . , zl, . . . が Cauchy 列ならば収束する.

さらに (3.4) を用いれば次のことが示される.

系 3.4.2 単調増加する実数列 x0, x1, . . . , xl, . . . が上に有界 (すなわち, 実数の定数 M ですべての l に対して

xl 5 M が成り立つようなものがある) ならば収束する.
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証明 x0, x1, . . . , xl, . . . が Cauchy列でないと仮定すれば,ある c > 0で,どのような整数 N に対しても l > k = N

かつ xl − xk = c を満たすような整数の対 (k, l) がある. そこで, まず xl1 − xl0 = c を満たすような負でない

整数 l0 < l1 を選び, 帰納的に整数列 l0 < l1 < · · · < l2i−1 で xl2j+1 − xl2j = c (j = 0, 1, . . . , i − 1) を満
たすものがとれたと仮定する. xl2i+1 − xl2i = c かつ l2i+1 > l2i > l2i−1 を満たすような整数がとれるから

x0, x1, . . . , xl, . . . の部分列 xl0 , xl1 , . . . , xli , . . . で xl2j+1 − xl2j = c (j = 0, 1, 2, . . . ) を満たすものがとれる. この

とき, xl2i+1 = xl0 +
2i∑

j=0

(xlj+1 −xlj ) = xl0 +
i∑

j=0

(xl2j+1 −xl2j ) = xl0 +(i+1)c となるため, i が大きくなれば xl2i+1

はいくらでも大きくなるため, x0, x1, . . . , xl, . . . が上に有界であることと矛盾する. 従って x0, x1, . . . , xl, . . . は

Cauchy 列であるため, この数列は収束する. ¤

注意 3.5 単調増加する実数列 x0, x1, . . . , xl, . . . が Cauchy 列ならば上に有界である. 実際, 任意の整数 i に対し

て k > l = Ni ならば xk − xl < 2−i を満たすような正の整数 Ni がとれるため, 整数列 l0, l1, l2, . . . を帰納的に

l0 = N0, li+1 = li + Ni+1 で定めれば, l0 < l1 < · · · < li < · · · かつ li = Ni であり, xli+1 − xli < 2−i が成り立

つ. 従って任意の i に対して xli = xl0 +
i−1∑
j=0

(xlj+1 − xlj ) < xl0 +
i−1∑
j=0

2−j < xl0 + 2 となり, 任意の l に対して

l 5 li となる i があるため xl 5 xli < xl0 + 2 である.

M(m, n; C) を複素数成分の m× n 行列全体のなす C 上のベクトル空間とする. このとき A,B ∈ M(m,n;C)
に対して A と B の内積 (A,B) を (A,B) = tr(AB∗) で定める.

問 3.6 上の定義が確かに M(m,n; C) の内積になっていることを示せ.

第 7章でしたように, 行列 A の長さ ‖A‖ を ‖A‖ =
√

(A, A) により定めると以下のことが成り立つ.

命題 3.7 A, B ∈ M(m,n; C), C ∈ M(n, k;C), λ ∈ C とする.

1) ‖A + B‖ 5 ‖A‖ + ‖B‖.

2) ‖λA‖ = |λ|‖A‖.

3) ‖A‖ = 0 であり, ‖A‖ = 0 となるのは A = O の場合に限る.

4) ‖AC‖ 5 ‖A‖·‖C‖.

5) ‖A∗‖ = ‖tA‖ = ‖Ā‖ = ‖A‖.

6) A = (aij) とすると, 任意の 1 5 i 5 m, 1 5 j 5 n に対し, |aij | 5 ‖A‖ 5
∑

15p5m,15q5n

|apq|.

証明 1) は第 3部の第 1章の問 1.2 の (2) そのものであり, 2), 3) は内積の性質からただちにわかる. 5), 6) は
‖A‖ =

√∑
i,j

|aij |2 から明らかである. 4) を示す. 第 3部の第 1章の例 1.1 の (1) で与えた Cn における内積を考

えると, C の第 j 列を cj とすれば, AC の第 j 列は Acj だから ‖AC‖2 =
∑
i,j

|(AC の (i, j)-成分)|2 =
k∑

j=1

‖Acj‖2

である. また, A の第 i 行を a′
i とすれば, Acj の第 i 成分は (ta′

i, c̄j) と表されることから, Schwartz の不等式 (第

3部の第 1章の問 1.2 の (1))を用いると, ‖Acj‖2 =
m∑

i=1

|(ta′
i, c̄j)|2 5

m∑
i=1

‖ta′
i‖2‖c̄j‖2 = ‖A‖2‖cj‖2 である. 従っ

て上の等式より ‖AC‖ 5
k∑

j=1

‖A‖2‖cj‖2 = ‖A‖2
k∑

j=1

‖cj‖2 = ‖A‖·‖C‖ が得られる. ¤

定義 3.8 m× n 行列の列 A0, A1, . . . , Al, . . . が B ∈ M(m,n;C) に収束するとは, どんな正の数 ε > 0 に対して
も “l = N ならば ‖Al −B‖ < ε”を満たすような自然数 N がとれることである. このことを lim

l→∞
Al = B で表す.
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命題 3.9 Al = (a(l)
ij ), B = (bij) ∈ M(m,n; C)とするとき, lim

l→∞
Al = B であるためには, すべての i = 1, 2, . . . , m,

j = 1, 2, . . . , n について lim
l→∞

a
(l)
ij = bij が成り立つことが必要十分である.

証明 lim
l→∞

Al = B とすれば, (3.7) の 6) を用いると, 任意の i, j と任意の ε > 0 に対して, “l = N ならば

|a(l)
ij − bij | 5 ‖Al − B‖ < ε”が成り立つような自然数 N があるため lim

l→∞
a
(l)
ij = bij である.

逆にすべての i = 1, 2, . . . , m, j = 1, 2, . . . , n について lim
l→∞

a
(l)
ij = bij とすると, 任意の ε > 0 に対して自然数

Nij で “l = Nij ならば |a(l)
ij − bij | < ε

mn”を満たすものがあるため N を Nij (1 5 i 5 m, 1 5 j 5 n) のうちで最
大のものとすると (3.7) の 6) から l = N ならば ‖Al − B‖ < ε が成り立つ. 従って lim

l→∞
Al = B である. ¤

行列の列に対しても同様に Cauchy 列という概念が定義できる.

定義 3.10 m×n 行列の列 A0, A1, . . . , Al, . . . が Cauchy 列であるとは, どんな正の数 ε > 0 に対しても “k, l = N

ならば ‖Al − Ak‖ < ε”を満たすような自然数 N がとれることである.

定理 3.11 行列の列 A0, A1, . . . , Al, . . . が収束するための必要十分条件は Cauchy 列であることである.

証明 A0, A1, . . . , Al, . . . が収束すれば Cauchy 列であることは (3.7) の 1) を用いれば (3.3) の直後と同様の議論
で示される. 逆に, A0, A1, . . . , Al, . . . が Cauchy 列ならば (3.7) の 6) から, 各成分からなる複素数列は Cauchy 列
であることがわかるため, (3.4.1) により, これらは収束する. 従って, (3.9) から A0, A1, . . . , Al, . . . は収束する.¤

次に行列からなる級数について考える.

定義 3.12 m× n 行列の列 A0, A1, . . . , Al, . . . に対し, Sl =
l∑

k=0

Ak とおくとき, lim
l→∞

Sl = S が存在すれば, 行列

級数 A0 + A1 + · · · + Al + · · · は S に収束するといい, S を
∞∑

l=0

Al で表す.

命題 3.13 m×n 行列の列 A0, A1, . . . , Al, . . . に対し, sl =
l∑

k=0

‖Ak‖ とおくとき, 単調増加数列 s0, s1, . . . , sl, . . .

が上に有界ならば, 行列級数 A0 + A1 + · · · + Al + · · · は収束する.

証明 Sl =
l∑

k=0

Ak とおくと, l 5 m ならば (3.7) の 1) から ‖Sm − Sl‖ = ‖
l∑

k=l+1

Ak‖ 5
l∑

k=l+1

‖Ak‖ = sm − sl. 仮

定と (3.4.2) (の証明)から s0, s1, . . . , sk, . . . は Cauchy 列である. 従って, 上式から S0, S1, . . . , Sk, . . . は m × n

行列の Cauchy 列であることがわかるため (3.11) により, この行列の列は収束する. ¤

定義 3.14 m×n 行列の列 A0, A1, . . . , Al, . . . が上の命題の仮定を満たすとき, 行列級数 A0 +A1 + · · ·+Al + · · ·
は絶対収束するという.

(3.4), (3.4.2) およびそのあとの注意により, (3.13) において s0.s1, . . . , sl, . . . が上に有界であること, Cauchy 列
であること, 収束することはすべて同値であることに注意する.

命題 3.15 A0, A1, . . . , Al, . . . , B0, B1, . . . , Bl, . . . をそれぞれ m × n, n × p 行列の列とし, 行列級数 A0 + A1 +

· · · + Al + · · · , B0 + B1 + · · · + Bl + · · · はともに絶対収束すると仮定する. Cl =
l∑

k=0

AkBl−k とおくとき, 行列

級数 C0 + C1 + · · · + Cl + · · · は (
∞∑

l=0

Al)(
∞∑

l=0

Bl) に絶対収束する.

証明 ai =
i∑

l=0

‖Al‖, bi =
i∑

l=0

‖Bl‖, ci =
i∑

l=0

‖Cl‖ とおくと, 仮定から定数 α, β で, すべての i に対して ai 5 α,

bi 5 β が成り立つようなものがとれる. このとき (3.7) の 1), 4) から ci 5
i∑

l=0

l∑
k=0

‖Ak‖·‖Bl−k‖ 5 aibi 5 αβ と

なるため c0, c1, . . . , ci, . . . は上に有界である. 故に, 行列級数 C0 + C1 + · · · + Cl + · · · は絶対収束する.
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とくに, dl =
l∑

k=0

‖Ak‖·‖Bl−k‖, ei =
i∑

l=0

dl とおくと, 上の議論の m = n = p = 1 の場合を適用すれば, 単調増

加数列 e0, e1, . . . , ei, . . . は上に有界であるため Cauchy 列であることに注意する.

S =
∞∑

l=0

Al, T =
∞∑

l=0

Bl, Si =
i∑

l=0

Al, Ti =
i∑

l=0

Bl, Ri =
i∑

l=0

Cl とおくと, ‖SiTi − Pi‖ = ‖
∑

u,v5i
u+v>i

AuBv‖ 5

∑
u,v5i
u+v>i

‖Au‖·‖Bv‖ =
2i∑

l=i+1

dl = e2i − ei. このことと, ST − Ri = (S − Si)T + Si(T − Ti) + SiTi − Ri に注意すれ

ば, ‖ST − Ri‖ 5 ‖S − Si‖·‖T‖ + ‖Si‖·‖T − Ti‖ + e2i − ei が得られる. i → ∞ のとき, ‖S − Si‖, ‖T − Ti‖ → 0,
‖Si‖ → ‖S‖ であり, e0, e1, . . . , ei, . . . は Cauchy 列になっているため e2i − ei も 0 に収束する. 従って上の不等
式から lim

i→∞
Ri = ST がわかる. ¤

複素数の集合においても (3.13), (3.15) と同様の命題が成り立つ. 証明は上と全く同様に行える.

命題 3.16 複素数列 z0, z1, . . . , zl, . . . に対し, sl =
l∑

k=0

|zk| とおくとき, s0.s1, . . . , sl, . . . が上に有界ならば, 複素

級数 z0 + z1 + · · · + zl + · · · は収束する. このときこの複素級数は絶対収束するという.

命題 3.17 z0, z1, . . . , zl, . . . , w0, w1, . . . , wl, . . . を複素数列とし, 複素級数 z0 + z1 + · · · + zl + · · · , w0 + w1 +

· · · + wl + · · · はともに絶対収束すると仮定する. vl =
l∑

k=0

zkwl−k とおくとき, 行列級数 v0 + v1 + · · · + vl + · · ·

は (
∞∑

l=0

zl)(
∞∑

l=0

wl) に絶対収束する.

補題 3.18 x のべき級数 f(x) = a0 + a1x + · · · + alx
l + · · · は al = 0 (l = 0, 1, . . . ) を満たし, |x| < R

(x ∈ R) の範囲で収束すると仮定する. A が ‖A‖ < R を満たす n 次複素正方行列ならば, 行列級数 f(A) =
a0En + a1A + · · · + alA

l + · · · は絶対収束する.

証明 sl =
l∑

k=0

‖akAk‖ とおけば sl 5 a0‖En‖ +
l∑

k=1

ak‖A‖k =
√

na0 +
l∑

k=1

ak‖A‖k 5 (
√

n − 1)a0 + f(‖A‖) とな

るため s0, s1, s2, . . . は上に有界である. ¤

とくに f(x) が ex の x = 0 における Taylor 展開 1 + x + x2

2! + · · · + xk

k! + · · · の場合に上の補題を用いて次の
ように行列の指数写像を定義する.

定義 3.19 M(n; C) = M(n, n; C) とおくことにする. 写像 exp : M(n;C) → M(n; C) を

exp A = En + A +
A2

2!
+ · · · + Ak

k!
+ · · ·

で定義する. この写像を行列の指数写像という.

注意 3.20 複素数 z に対して複素級数 1 + z + z2

2! + · · ·+ zk

k! + · · · が絶対収束することが (3.18) と同様にして示
される. そこで, ez = 1 + z + z2

2! + · · ·+ zk

k! + · · · とおき, C から C への複素関数 z 7→ ez を指数関数という. と

くに, z = xi (x ∈ R) の場合,
∞∑

l=0

(−1)l x2l

(2l)! と
∞∑

l=0

(−1)l x2l+1

(2l+1)! がそれぞれ cos x, sin x に絶対収束することから

exi =
∞∑

k=0

(ix)k

k! の項の並ぶ順序を変えて exi =
∞∑

l=0

(−1)l x2l

(2l)! + i
∞∑

l=0

(−1)l x2l+1

(2l+1)! = cos x + i sin x が成り立つこと

が, (3.15) と同様にして示される. このことから, exi (x ∈ R)は常に絶対値 1の複素数であり, 逆に絶対値 1の複
素数は exi (x ∈ R)の形にかけることがわかる.

命題 3.21 指数写像 exp : M(n; C) → M(n; C) は次の性質をもつ.
1) exp O = En

2) AB = BA ならば exp(A + B) = (exp A)(exp B).
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3) exp(−A) = (exp A)−1 従って, exp は常に正則行列を値にとる.
4) exp tA = t(exp A), exp A = exp A, exp(A∗) = (exp A)∗

5) P が n 次正則行列ならば exp(P−1AP ) = P−1(exp A)P .
6) A の固有値を λ1, λ2, . . . , λn とすれば exp A の固有値は eλ1 , eλ2 , . . . , eλn となる.

証明 1) は定義から明らかである.

2) AB = BA だから「二項定理」により,
l∑

k=0

Ak

k!
Bl−k

(l−k)! = 1
l!

l∑
k=0

l!
k!(l−k)!A

kBl−k = 1
l! (A + B)l となるため (3.15)

を Ak = Ak

k! , Bk = Bk

k! の場合に適用すれば結果が得られる.
3) 2)で B = −Aとすれば 1)から (exp A)(exp(−A)) = exp O = En. 故に exp(−A) = (exp A)−1 が得られる.
4) これらは定義から明らかである.
5) (P−1AP )k = P−1AkP であることに注意すればよい.
6) 正則行列 P で,

P−1AP =




λ1 ∗ . . . ∗
0 λ2 ∗
...

. . . . . .
...

0 . . . 0 λn




となるものがとれる. このとき, (P−1AP )k の (i, i)-成分が λk
i であることに注意すれば 5) から P−1(exp A)P は

(i, i)-成分が eλi であるような上半三角行列であることがわかるため主張が示される. ¤

(3.17) を用いれば, 上の 2) と同様に複素数の指数関数に対して ez+w = ezew が成り立つことが示される. 従っ
て, 複素数の指数関数に対しても「指数法則」が成り立つといえる.

命題 3.22 det exp A = etr A

証明 A の固有値を λ1, λ2, . . . , λn とすれば (3.21) の 6) から exp A の固有値は eλ1 , . . . , eλn となるため (2.11)
と「指数法則」から det exp A = eλ1eλ2 · · · eλn = etr A. ¤

A ∈ M(n; C) が A∗ = −A を満たすとき n 次歪エルミート行列という. n 次歪エルミート行列全体のなす

M(n; C) の部分集合を SH(n) で表すことにする. また, n 次ユニタリー行列全体のなす M(n; C) の部分集合を
U(n) で表し, SH0(n) = {A ∈ SH(n)| tr A = 0}, SU(n) = {A ∈ U(n)| det A = 1} とおく.
明らかにユニタリー行列は正規行列だから第 3部第 1章で学んだようにユニタリー行列で対角化される. この事

実を用いると次のことが示される.

命題 3.23 exp は SH(n) を U(n) の上に写し, SH0(n) を SU(n) の上に写す.

証明 A ∈ SH(n) とすると, A∗ = −A だから (3.21) の 2), 4) から (exp A)∗ = exp A∗ = exp(−A) = (exp A)−1

となるため exp A ∈ U(n) である. さらに tr A = 0 ならば (3.22) から det exp A = e0 = 1 だから exp A ∈ SU(n)
である. 従って exp は SH(n) を U(n) に写し, SH0(n) を SU(n) に写すことがわかる. 任意の U ∈ U(n) に対し
て, P−1UP が対角行列になるようなユニタリー行列 P をとると P−1UP もユニタリー行列であることから各対角

成分は絶対値が 1である複素数である. (3.19)の後の注意で述べたことから P−1UP の (j, j)-成分を exji (xj ∈ R)
とおくことができる. B を (j, j)-成分が xjiであるような対角行列とすれば, B ∈ SH(n)であり, exp B = P−1UP

となる. 従って, (3.21) の 5) から exp(PBP−1) = U が得られる. P−1 = P ∗ と B∗ = −B から PBP−1 ∈ SH(n)
がわかるため, exp は SH(n) を U(n) の上に写す. また, U ∈ SU(n) ならば対角行列 P−1UP の行列式は 1だか
ら, 対角成分の積は 1である. 従って, 上記の実数 x1, x2, . . . , xn は xn = −x1 − x2 − · · · − xn−1 が成り立つよう

に選ぶことができる. このとき, trPBP−1 = trB = x1 + x2 + · · · + xn = 0 だから PBP−1 ∈ SH0(n) である.¤

SH(1) は純虚数全体の集合, U(1) は絶対値 1の複素数全体の集合とみなせるため, SH(n), U(n) はそれぞれこ
れらの一般化と考えれば, 上の定理は複素変数の指数関数が純虚数全体の集合を絶対値 1の複素数全体の集合の上
に写すという事実を一般化している.
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H(n), S(n)でそれぞれ n次エルミート行列全体, n次実対称行列全体を表し, H(n)+, S+(n)でそれぞれ n次正値

エルミート行列全体, n 次実正値対称行列全体を表すことにする. H(1) = S(1) は実数全体の集合, H+(1) = S+(1)
は正の実数全体の集合とみなせるため, H(n), S(n) は実数全体の集合, H+(n), S+(n) は正の実数全体の集合を一
般化したものであると考えられる. これは一見こじつけの感じがしないでもないが, このような見方をすれば, 次
の定理は実変数の指数関数が実数全体の集合から正の実数全体の集合の上への 1対 1写像を与えているという事
実を一般化するものであると解釈される.

定理 3.24 exp は H(n), S(n) をそれぞれ H+(n), S+(n) の上に 1対 1に写す.

証明 A を任意のエルミート行列とすれば, (3.21) の 4) から exp A もエルミート行列になり, さらに, A の固有

値はすべて実数だから (3.21) の 6) により, exp A の固有値はすべて正の実数である. 従って, exp A は正値エル

ミート行列になるため, exp は H(n) を H+(n) の中に写すことがわかる.
C を任意の正値エルミート行列とすれば, P−1CP が対角行列になるようなユニタリー行列 P をとると P−1CP

も正値エルミート行列であることから各対角成分は正の実数である. 従って, P−1CP の (j, j)-成分を exj (xj ∈ R)
とおくことができる. B を (j, j)-成分が xj であるような対角行列とすれば, B ∈ H(n) であり, exp B = P−1CP

となる. 従って, (3.21) の 5) から exp(PBP−1) = C が得られる. P−1 = P ∗ と B∗ = B から PBP−1 ∈ H(n)
がわかるため, exp は H(n) を H+(n) の上に写す.

A,B ∈ H(n) に対して, A, B を対角化するユニタリー行列 P , Q をとる. P−1AP , Q−1BQ の (j, j)-成分をそれ
ぞれ λj , µj とすれば, これらはすべて実数だから P , Q の列を適当に入れ換えることにより, λ1 5 λ2 5 · · · 5 λn,
µ1 5 µ2 5 · · · 5 µn と仮定してよい. (3.21) の 6) により, exp A, exp B の固有値はそれぞれ eλ1 5 eλ2 5
· · · 5 eλn , eµ1 5 eµ2 5 · · · 5 eµn となるため, exp A = exp B と仮定すれば, eλj = eµj が j = 1, 2, . . . , n に

対して成り立つことがわかる. 従って, λj = µj (j = 1, 2, . . . , n) だから P−1AP = Q−1BQ である. そこで
D = P−1AP = Q−1BQ, U = Q−1P とおくと, U(exp D) = Q−1(exp A)P = Q−1(exp B)P = (exp D)U となる
ため, U の (j, k)-成分を ujk として, 両辺の成分を比較すれば, eλkujk = eλj ujk が得られる. この式から λk 6= λj

ならば ujk = 0 がわかるため, λkujk = λjujk が成り立つが, これは UD = DU であることを意味する. 従って,
Q−1BQ = D = UDU−1 = (Q−1P )(P−1AP )(P−1Q) = Q−1AQ だから A = B が得られ, exp が 1対 1写像であ
ることがわかる.

H(n), H+(n) の中で, 成分がすべて実数の行列の全体がそれぞれ S(n), S+(n) であり, exp は実行列を実行列に
写すため, 上で示したことから exp は S(n) を S+(n) の中に写す 1対 1写像である. C を任意の正値対称行列とす

れば, P−1CP が対角行列になるような直交行列 P がとれるから, 上と同じ議論で exp A = C を満たす A ∈ S(n)
の示せる. 従って, exp は S(n) を S+(n) の上に写す. ¤

補題 3.25 上の定理における exp : H(n) → H+(n) の逆写像を log : H+(n) → H(n) で表せば H ∈ H+(n) と自
然数 k に対し, log Hk = k log H が成り立つ.

証明 (3.21) の 2) から exp(k log H) = (exp(log H))k = Hk = exp(log Hk) であり, exp : H(n) → H+(n) は 1
対 1だから結果が得られる. ¤

１次複素正則行列全体の集合は 0でない複素数全体の集合とみなせるため, n 次複素正則行列を 0でない複素数
の一般化とみなせば, 次の定理は 0でない複素数が正の実数と絶対値 1の複素数の積に一意的に表されるという事
実を一般化していると考えられる.

定理 3.26 A を n 次複素正則行列とすると, A = HU を満たす正値エルミート行列 H とユニタリー行列 U が

ただ 1組存在する. また, A を n 次実正則行列とすると, A = HU を満たす正値対称行列 H と直交行列 U がた

だ 1組存在する.

証明 C = AA∗ とおくと, C は正値エルミート行列である. 実際, C∗ = C となることは明らかで, x を任

意の n 次元複素ベクトルとすれば, C が定めるエルミート形式は txCx̄ = txAA∗x̄ = t(tAx)tAx = ‖tAx‖
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となるため, 常に 0 以上の値をとり, tAx = 0 の場合に限って 0 である. A は正則だから tAx = 0 ならば
x = 0 であるため, C が正値エルミート行列であることがわかる. H = exp( 1

2 log (AA∗)), U = H−1A とおくと,
H2 = exp(log (AA∗)) = AA∗, A = HU である. (H−1)∗ = H−1であることに注意すれば, U∗U = A∗H−1H−1A =
A∗(H2)−1A = A∗(AA∗)−1A = A∗(A∗)−1A−1A = En から U がユニタリー行列であることがわかる.

A = GP (G は正値エルミート行列, U はユニタリー行列) であるとすれば, AA∗ = GPP ∗G∗ = G2 から

H = exp( 1
2 log (AA∗)) = exp(1

2 log G2) = exp(log G) = G が得られる. 従って, A = HU = HP となるため,
P = G もいえる.

A が n 次実正則行列の場合は, (3.24) の後半の主張により, log は S+(n) を S(n) に写すため, A に対して上と

同様に定めた H は正値対称行列である. U = H−1A は実行列で, 上の結果からユニタリー行列だから直交行列で
ある. ¤

ここで, 実正規行列の「標準化」について触れることにする.

A を n 次実正規行列とし, λ を A の固有値, w を λ に対する A の固有ベクトルとする. Aw = λw の両辺の

共役なベクトルを考えると, A = A だから Aw̄ = λ̄w̄ が得られえる. 従って, λ̄ は A の固有値で, w̄ は λ̄ に対す

る固有ベクトルである.
写像 c : Cn → Cn を c(x) = x̄ で定める. Cn を R 上の 2n 次元ベクトル空間とみなせば, c は線型写像であ

り, (c(x), c(y)) = (x, y) が任意の x, y ∈ Cn について成り立つから c は 直交するベクトルを直交するベクトルに

写す. さらに c◦c は Cn の恒等写像であることから, c は同型写像である. Vλ を λ に対する A の固有空間とすれ

ば上の議論から c は Vλ を Vλ̄ の上に 1対 1に写す. 従って, wλ
1 ,wλ

2 , . . . ,wλ
k(λ) を Vλ の正規直交基底とすれば,

w̄λ
1 , w̄λ

2 , . . . , w̄λ
k(λ) は Vλ̄ の正規直交基底である.

λ が虚数の固有値の場合, λ 6= λ̄ だから Vλ と Vλ̄ は定理 7.16 により直交するため, Wλ = Vλ + Vλ̄ とおくと

wλ
1 , . . . ,wλ

k(λ), w̄
λ
1 , . . . , w̄λ

k(λ) は Wλ の正規直交基底である. Rn を実数成分のベクトルからなる Cn の R 上の

ベクトル空間としての部分空間とみなし, uλ
j = 1√

2
(wλ

j + w̄λ
j ), vλ

j = 1√
2i

(wλ
j − w̄λ

j ) とおくと, これらは Rn に含

まれ, uλ
1 , vλ

1 ,uλ
2 , vλ

2 , . . . ,uλ
k(λ),v

λ
k(λ) は Wλ の正規直交基底になることが容易に確かめられる.

λ が実数の固有値の場合, w に関する斉次連立１次方程式 (λEn −A)w = 0 は実数係数だから, この解空間の基
底は Rn の中からとれる. それらを正規直交化しても実ベクトルであることは変わりないためwλ

1 ,wλ
2 , . . . ,wλ

k(λ)

は Rn に含まれる Vλ の正規直交基底であるとしてよい.
A の相異なる実数の固有値を µ1, . . . µr とし, 相異なる虚数の固有値は λ1, λ̄1, · · · , λs, λ̄s という形で与えられ

る. このとき, Cn は A の固有空間の直和になることから, Cn = Wλ1 ⊕ · · · ⊕Wλs ⊕ Vµ1 ⊕ · · · ⊕ Vµr であり, 部分
空間 Vµ1 , . . . , Vµr ,Wλ1 , . . . ,Wλs は互いに直交する. そこで, 上で構成した固有ベクトルを順に並べて

uλ1
1 ,vλ1

1 , . . . ,uλ1
k(λ1)

,vλ1
k(λ1)

, . . . ,uλs
1 ,vλs

1 , . . . ,uλs

k(λs)
,vλs

k(λs)
, wµ1

1 , . . . ,wµ1
k(µ1)

, . . . ,wµr

1 , . . . ,wµr

k(µr)

を考えると, これらは Cn の正規直交系になるから, この順にこれらのベクトルを行ベクトルにもつ行列を P と

すれば, P は直交行列である.
λl = al+bli (al, bl ∈ R)とおくと, Auλl

j = 1√
2
(Awλl

j +Aw̄λl
j ) = 1√

2
((al+bli)wλl

j +(al−bli)w̄λl
j ) = alu

λl
j −blv

λl
j ,

Avλl
j = 1√

2i
(Awλl

j − Aw̄λl
j ) = 1√

2i
((al + bli)wλl

j − (al − bli)w̄λl
j ) = blu

λl
j + alv

λl
j であり, Awµl

j = µlw
µl

j だから

Cl =

(
al −bl

bl al

)
とおくと,

P−1AP =

k(λ1) 個︷ ︸︸ ︷
C1 ⊕ · · · ⊕ C1 ⊕ · · · ⊕

k(λs) 個︷ ︸︸ ︷
Cs ⊕ · · · ⊕ Cs ⊕µ1Ek(µ1) ⊕ · · · ⊕ µrEk(µr)

という形になる. 従って, 次の定理が示された.

定理 3.27 A を n 次実正規行列とするとき, 直交行列 P で P−1AP が 対角線上に
(

a −b
b a

)
の形の行列と, 対角

行列が並ぶようになるものがある.

24



(
0 −θ
θ 0

)2k =
( (−1)kθ2k 0

0 (−1)kθ2k

)
,
(

0 −θ
θ 0

)2k+1 =
( 0 −(−1)kθ2k+1

(−1)kθ2k+1 0

)
が成り立つことと, cos θ, sin θ のテイ

ラー展開から次のことが示される.

補題 3.28 θ を実数とするとき, exp
(

0 −θ
θ 0

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

実 n 次正方行列 A が tA = −A を満たすとき n 次歪対称行列という. n 次歪対称行列全体のなす M(n;R) の
部分集合を AS(n) で表し, 行列式が 1 の n 次直交行列全体のなす M(n; R) の部分集合を SO(n) で表すことに
する. (3.27), (3.28) を用いると (3.23) と類似の結果が成り立つ.

命題 3.29 exp は AS(n) を SO(n) の上に写す.

証明 A ∈ AS(n) とする. AS(n) ⊂ SH0(n) だから (3.23) により, exp A は行列式 1 のユニタリー行列である. し
かも, A は実行列だから exp A も実行列であるため, exp A ∈ SO(n) であることがわかる.
任意の U ∈ SO(n) に対して, P−1UP が (3.27) の形の行列になるような直交行列 P をとると P−1UP も直交

行列であることから対角線上に並ぶ
(

a −b
b a

)
の形の行列は a2 + b2 = 1 を満たし, 対角行列になっている部分の成

分は 1 か −1 に等しい. さらに, U の行列式が 1 であることから, P−1UP の対角成分に並ぶ −1 の個数は偶数で
ある. R(θ) =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
とおくと, R(π) =

(−1 0
0 −1

)
に注意すれば, U の固有値 ±1 に対する固有ベクトルから

なる P の列ベクトルを適当に入れ換えることにより, P−1UP = R(θ1) ⊕ · · · ⊕ R(θm) ⊕ En−2m という形にでき

る. そこでB =
(

0 −θ1
θ1 0

)
⊕ · · · ⊕

(
0 −θm

θm 0

)
⊕On−2m とおくと, B ∈ AS(n) であり, (3.28) から exp B = P−1UP

となることがわかる. 従って, (3.21) の 5) から exp(PBP−1) = U が得られる. P−1 = tP と tB = −B から

PBP−1 ∈ AS(n) がわかるため, exp は AS(n) を U(n) の上に写す. ¤

4 代数学の基本定理

この節では, 定理 7.13 の証明を与える.

X, Y を C の部分集合とするとき, 写像 f : X → Y が a ∈ X で連続であるとは, 任意の ε > 0 に対して δ > 0
で “|z − a| < δ かつ z ∈ X ならば |f(z) − f(a)| < ε”を満たすものがとれることをいう.
次の命題は, 連続写像がもつ基本的な性質である.

命題 4.1 X, Y , Z を C の部分集合とする.
1) f : X → Y , g : Y → Z がともに連続写像ならば, 合成写像 g◦f : X → Z も連続である.
2) f : X → Y を写像とする. z ∈ X に対し, f(z) = f1(z) + f2(z)i (f1(z), f2(z) ∈ R) とおくことにより実数

値関数 fj : X → R (j = 1, 2) が定まるが, f が連続であるためには, f1, f2 がともに連続であることが必要十分

である.
3) f, g : X → C を連続関数, c ∈ C とすると, f +g, cf, fg : X → C はすべて連続である. また, すべての z ∈ X

に対して g(z) 6= 0 ならば f
g : X → C も連続である. 但し, f +g, cf , fg, f

g はそれぞれ (f +g)(z) = f(z)+ g(z),
(cf)(z) = cf(z), (fg)(z) = f(z)g(z), ( f

g )(z) = f(z)
g(z) で定義される写像である.

4) f : X → Y が連続であるとする. X に含まれる複素数列 z0, z1, . . . , zn, . . . が a ∈ X に収束すれば,
f(z0), f(z1), . . . , f(zn), . . . は f(a) ∈ Y に収束する.

証明 1) a ∈ X, ε > 0 を任意にとる. g が f(a) で連続であることから, δ′ > 0 で “|w − f(a)| < δ′ かつ w ∈ Y

ならば |g(w) − g(f(a))| < ε”を満たすものがとれる. f が a で連続であることから, 上の δ′ に対して δ > 0 で
“|z − a| < δ かつ z ∈ X ならば |f(z) − f(a)| < δ′”を満たすものがとれる. 従って, “|z − a| < δ かつ z ∈ X なら

ば |g(f(z)) − g(f(a))| < ε” が成り立つため, 合成写像 g◦f : X → Z は連続である.
2) f が連続であるとすると, a ∈ X, ε > 0 に対し, δ > 0 で “|z − a| < δ かつ z ∈ X ならば |f(z) − f(a)| < ε”

を満たすものがとれて |fj(z) − fj(a)| 5 |f(z) − f(a)| (j = 1, 2) が成り立つから “|z − a| < δ かつ z ∈ X ならば

|fj(z) − fj(a)| < ε”である. 従って, f1, f2 は連続である. 逆に f1, f2 は連続であるすると, a ∈ X, ε > 0 に対
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し, δj > 0 で “|z − a| < δj かつ z ∈ X ならば |fj(z) − fj(a)| < ε
2”(j = 1, 2) を満たすものがとれる. δ > 0 を

δ 5 δ1, δ2 であるように選べば, |f(z)−f(a)| 5 2max{|f1(z)−f1(a)|, |f2(z)−f2(a)|} が成り立つから “|z−a| < δ

かつ z ∈ X ならば |f(z) − f(a)| < ε”である. 従って, f は連続である.
3) a ∈ X, ε > 0 を任意にとる.
δ1, δ2 > 0 で “|z − a| < δ1 かつ z ∈ X ならば |f(z) − f(a)| < ε

2+2|g(a)|”,“|z − a| < δ2 かつ z ∈ X ならば

|g(z) − g(a)| < 1 かつ |g(z) − g(a)| < ε
2+2|f(a)|” を満たすものがとれる. δ > 0 を δ 5 δ1, δ2 であるように選び,

|z−a| < δかつ z ∈ X とすると, |(f+g)(z)−(f+g)(a)| = |f(z)−f(a)+g(z)−g(a)| 5 |f(z)−f(a)|+|g(z)−g(a)| <
ε

2+2|g(a)| + ε
2+2|f(a)| < ε であり, また |g(z)| 5 |g(z) − g(a)| + |g(a)| < 1 + |g(a)| であることに注意すれば,

|(fg)(z) − (fg)(a)| = |f(z)g(z) − f(a)g(z) + f(a)g(z) − f(a)g(a)| 5 |f(z) − f(a)||g(z)| + |f(a)||g(z) − g(a)| 5
ε
2 + |f(a)| ε

2+2|f(a)| < ε が成り立つため f + g, fg はともに連続である. とくに g がつねに値 c をとる定数値関数

の場合を考えれば, cf も連続であることがわかる.
すべての z ∈ X に対して g(z) 6= 0 とする. とくに g(a) 6= 0 だから δ1, δ2 > 0 で “|z − a| < δ1 かつ z ∈ X

ならば |f(z) − f(a)| < ε|g(a)|2
4+4|g(a)|”,“|z − a| < δ2 かつ z ∈ X ならば |g(z) − g(a)| < g(a)

2 かつ |g(z) − g(a)| <
ε|g(a)|2

4+4|f(a)|”を満たすものがとれる. δ > 0 を δ 5 δ1, δ2 であるように選び, |z − a| < δ かつ z ∈ X とすると,

|g(a)| 5 |g(a)− g(z)|+ |g(z)| < g(a)
2 + |g(z)| から |g(z)| > g(a)

2 が得られることに注意すれば, |( f
g )(z)− ( f

g )(a)| =
|f(z)g(a)−f(a)g(a)−f(a)g(z)+f(a)g(a)|

|g(z)g(a)| 5 2|f(z)−f(a)||g(a)|+2|f(a)||g(z)−g(a)|
|g(a)|2 < ε|g(a)|

2+2|g(a)| + ε|f(a)|
2+2|f(a)| < ε

2 + ε
2 = ε となる.

従って f
g : X → C は連続である.

4) 任意の ε > 0 に対して δ > 0 で “|z − a| < δ かつ z ∈ X ならば |f(z) − f(a)| < ε”を満たすものがとれ, さ
らに “n = N ならば |zn − a| < δ”を満たす自然数 N がとれるから, n = N ならば |f(zn)− f(a)| < ε である. こ
れは f(z0), f(z1), . . . , f(zn), . . . が f(a) に収束することを意味する. ¤

補題 4.2 x0, x1, . . . , xn, . . . と y0, y1, . . . , yn, . . . を収束する実数列とする. すべての n について xn 5 yn ならば

lim
n→∞

xn 5 lim
n→∞

yn である.

証明は読者にまかせる.

実数 a, b (a 5 b) に対し, (a, b), [a, b] によりそれぞれ開区間 {x ∈ R| a < x < b} , 閉区間 {x ∈ R| a 5 x 5 b}
を表すことにする. 連続関数については, 次の結果は重要である.

定理 4.3 (中間値の定理) f : [a, b] → R が連続ならば f(a) と f(b) の間にある任意の値 y に対し, f(c) = y とな

る c ∈ [a, b] が存在する.

証明 p, q ∈ [a, b] に対して y が f(p) と f(q) の間にあるとき, y は f(p) と f(p+q
2 ) の間か f(p+q

2 ) と f(q) の間に
あることに注意する. そこで, u(p, q) を前者の場合は u(p, q) = 3p+q

4 , 後者の場合は u(p, q) = p+3q
4 により定める.

このとき, |u(p, q)− p+q
2 | = |q−p|

4 であり, y は f(u(p, q)− |q−p|
4 ) と f(u(p, q) + |q−p|

4 ) の間にあることに注意する.
実数列 x0, x1, . . . , xn, . . . を以下のように定める. x0 = a, x1 = b, x2 = a+b

2 として, 帰納的に x0, x1, . . . , xn−1

(n = 3) が次の条件を満たすように定まったと仮定する.

(1) i = 0, 1, . . . , n − 2 に対して |xi+1 − xi| = b−a
2i .

(2) i = 2, . . . , n − 1 に対して y は f(xi − b−a
2i−1 ) と f(xi + b−a

2i−1 ) の間にある.

xn = u(xn−1 − b−a
2n−2 , xn−1 + b−a

2n−2 ) で xn を定めれば, 上で述べたことから |xn − xn−1| = b−a
2n−1 であり, y は

f(xn − b−a
2n−1 ) と f(xn + b−a

2n−1 ) の間にある. このように定めた数列は Cauchy 列である. 実際, |xn+k − xn| 5
k−1∑
i=0

|xn+i+1 − xn+i| =
k−1∑
i=0

b−a
2n+i <

∞∑
i=0

b−a
2n+i = b−a

2n−1 が成り立つ. (3.4) からこの数列は収束して, lim
n→∞

xn = c とお

くと, x0, x1, . . . の定め方から, これらはすべて [a, b] に属するため (4.2) から c ∈ [a, b] である.
f(c) = y が成り立つことをみる. (y − f(xn − b−a

2n−1 ))(y − f(xn + b−a
2n−1 )) 5 0 がすべての n について成り立ち,

n → ∞ のとき xn − b−a
2n−1 , xn + b−a

2n−1 → c だから (4.1) の 4) と (4.2) から (y − f(c))2 5 0 が得られる. 従って,
f(c) = y である. ¤
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中間値の定理から次の結果がただちに得られる.

補題 4.4 f : [a, b] → R が連続で, すべての x ∈ [a, b] に対して f(x) が整数ならば, f は定数値関数である.

定理 4.5 x0, x1, . . . , xn, . . . を閉区間 [a, b] に含まれる実数列とすれば, 収束する部分列を含む.

証明 実数列 p0, p1, . . . , pj , . . . を以下のように定める. p0 = a, p1 = b, p2 = a+b
2 として, 帰納的に p0, p1, . . . , pj−1

(j = 3) が次の条件を満たすように定まったと仮定する.

(1) i = 0, 1, . . . , j − 2 に対して |pi+1 − pi| = b−a
2i .

(2) i = 2, . . . , j − 1 に対して xn ∈ [pi − b−a
2i−1 , pi + b−a

2i−1 ] となる n は無限個存在する.

[pj−1 − b−a
2j−2 , pj−1] または [pj−1, pj−1 + b−a

2j−2 ] は無限個の n に対して xn を含むため, 前者が含む場合は pj =
pj−1 − b−a

2j−1 , そうでない場合は pj = pj−1 + b−a
2j−1 により pj を定める. このとき, |pj − pj−1| = b−a

2j−1 であり,
xn ∈ [pj − b−a

2j−1 , pj + b−a
2j−1 ] となる n は無限個存在する.

n0 = 0, n1 = 1 とし, 整数列 n0 < n1 < · · · < nj−1 が xni ∈ [pi+1 − b−a
2i , pi+1 + b−a

2i ] (i = 1, 2, . . . , j − 1) を満
たすように選べたとする. pj+1 の定め方から xn ∈ [pj+1 −2−j(b−a), pj+1 +2−j(b−a)] となる n は無限個あるた

め, xnj ∈ [pj+1 − b−a
2j , pj+1 + b−a

2j ] を満たす nj−1 より大きな nj はある. このように定めた部分列 xn0 , xn1 , . . . は

Cauchy列である. 実際 |xnj −pj+1| 5 b−a
2j と |pi+1−pi| = b−a

2i から |xnj+k
−xnj | = |xnj+k

−pj+k+1+
k∑

l=1

(pj+l+1−

pj+l) + pj+1 − xnj | 5 |xnj+k
− pj+k+1| +

k∑
l=1

|pj+l+1 − pj+l| + |pj+1 − xnj | 5 b−a
2j+k +

k∑
l=1

b−a
2j+1 + b−a

2j = b−a
2j−1 であ

る. 従って, (3.4)から結果が得られる. ¤

S1 で絶対値 1の複素数全体の集合, D2 で絶対値 1以下の複素数全体の集合を表すことにする.

定理 4.6 f : D2 → C を連続関数とする. 任意の ε > 0 に対し “|z − w| < δ ならば |f(z) − f(w)| < ε”が成り立
つような δ > 0 がある.

証明 背理法で証明する. 主張を否定すれば, ある ε > 0 で 次のようなものがある; δ > 0 をどのように選んでも
“|z − w| < δ かつ |f(z) − f(w)| = ε”が成り立つような z, w ∈ D2 がある. δ = 2−n に対して “|zn − wn| < 2−n

かつ |f(zn) − f(wn)| = ε”が成り立つような zn, wn ∈ D2 を選んでおく. zn = xn + yni, wn = un + vni

(xn, yn, un, vn ∈ R) とおけば, zn, wn ∈ D2 から xn, yn, un, vn はすべて [−1, 1] の点列である. (4.5) からこれ
らは収束する部分列を含むため, xnk

, ynk
, unk

, vnk
がすべて収束するように整数列 n0 < n1 < · · · < nk < · · ·

がとれる. 従って, znk
, wnk

は収束し, p = lim
k→∞

znk
, q = lim

k→∞
wnk

とおくと |znk
|, |wnk

| 5 1 だから (4.2) か

ら |p|, |q| 5 1 すなわち p, q ∈ D2 である. |znk
− wnk

| < 2−nk がすべての k について成り立つため, (4.2) から
|p − q| 5 0 すなわち p = q である. f は連続だから (4.1) の 4) により, lim

k→∞
f(znk

) = lim
k→∞

f(wnk
) = f(p) が得

られるが, |f(znk
) − f(wnk

)| = ε において, k → ∞ とすれば 0 = ε > 0 となって矛盾が生じる. ¤

写像 e : R → S1 を e(t) = cos 2πt + i sin 2πt で定義し, l : S1 − {−1} → (− 1
2 , 1

2 ) を

l(x + iy) =





1
2π cos−1 x y = 0

− 1
2π cos−1 x y 5 0

(x, y ∈ R, x2 + y2 = 1) で定めると次の補題は容易に示される.

補題 4.7 1) e, l は連続であり, e(l(z)) = z (z ∈ S1 − {−1}), l(e(t)) = t (t ∈ (− 1
2 , 1

2 )).
2) s, t ∈ R に対し, e(s + t) = e(s)e(t).
3) e(t) = e(s) であることと, t − s が整数であることは同値である.

補題 4.8 f : D2 → S1 を連続写像とすると, 連続写像 f̃ : D2 → R で, e◦f̃ = f を満たすものが存在する.
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証明 f は連続だから (4.6) により “|z − w| < δ ならば |f(z) − f(w)| < 2”を満たすような δ > 0 がある.
N > 1

δ である整数 N をとれば, 任意の j = 1, 2, . . . , N と z ∈ D2 に対して, j
N z ∈ D2 であることに注意する

と | j
N z − j−1

N z| = |z|
N < δ だから |f( j

N z) − f( j−1
N z)| < 2 である. 一般に z, w ∈ S1 が |z − w| < 2 を満たすこ

とと z
w 6= −1 であることは同値だから, gj(z) = f( j

N z)f( j−1
N z)−1 とおくと, gj はD2 から S1 − {−1} への写像

であり, gj(0) = 1 となる. このとき, f(z) = f(0)g1(z)g2(z) · · · gN (z) がすべての z ∈ D2 に対して成り立つ. そ

こで, f(0) = e(t0) を満たす実数 t0 を選び, f̃ を f̃(z) = t0 +
N∑

j=1

l(gj(z)) で定めると, (4.7) の 1), 2) を用いて

e(f̃(z)) = e(t0 +
N∑

j=1

l(gj(z))) = e(t0)e(l(g1(z))) · · · e(l(gN (z))) = f(0)g1(z) · · · gN (z) = f(z). ¤

補題 4.9 n が 0 でない整数ならば, 連続写像 f̃ : D2 → R で e(f̃(z)) = zn (z ∈ S1) を満たすものは存在しない.

証明 連続写像 f̃ : D2 → R で e(f̃(z)) = zn (z ∈ S1) を満たすものが存在したと仮定する. 任意の s ∈ [0, 1] に対
して, (4.7) の 2) より, e(f̃(e(s))) = e(s)n = e(ns), だから g(s) = f̃(e(s)) − ns, により関数 g : [0, 1] → R を定

めれば, 連続であり, (4.7) の 3) からつねに整数を値にとる. (4.3) により g は一定の整数値をとる定数値関数だ

から, g(0) = c とおけば, すべての s ∈ [0, 1] に対して f̃(e(s)) = ns + c である. ところが e(0) = e(1) = 1 から
c = f̃(0) = f̃(1) = n + c となり, n = 0 が導かれるため, 矛盾が生じる. ¤

補題 4.10 n が 0 でない整数ならば, 連続写像 f : D2 → S1 で f(z) = zn (z ∈ S1) を満たすものは存在しない.

証明 連続写像 f : D2 → S1 で f(z) = zn (z ∈ S1) を満たすものが存在したと仮定すれば, (4.8) から, 連続写像
f̃ : D2 → R で, e◦f̃ = f を満たすものが存在するが, これは (4.9) に矛盾する. ¤

補題 4.11 n が 0 でない整数ならば, 任意の連続写像 g : D2 → D2 に対して g(z) = zn を満たす z ∈ D2 が存在

する.

証明 すべての z ∈ D2 に対して, g(z) 6= zn が成り立つと仮定すれば,各 z ∈ D2 に対し, g(z)を始点として zn を通

る半直線がただ 1つ定まり,この半直線と S1 との交点を f(z)とする. z = x+yi, w = u+vi ∈ C (x, y, u, v ∈ R)に
対して z と wの「内積」xu+yv を (z, w)で表し, u(z) = zn−g(z)

|zn−g(z)| , s(z) = −(zn, u(z))+
√

1 − |zn|2 + (zn, u(z))2

とおけば, f(z) は f(z) = zn + s(z)u(z) で与えられるため, f : D2 → S1 は連続である. また, z ∈ S1 ならば

zn ∈ S1 だから f(z) = zn である. これは (4.10) と矛盾する. ¤

定理 4.12 (代数学の基本定理) 複素数を係数とする n 次代数方程式 zn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 = 0 は

r = max{1, |a0| + |a1| + · · · + |an−1|} とおくと, 絶対値が r 以下である複素数の解を少なくとも一つもつ.

証明 |z| 5 r ならば, |an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0| 5 |an−1||zn−1|+ · · ·+ |a1||z|+ |a0| 5 |an−1|rn−1 + · · ·+ |a1|r +

|a0| = rn−1(|an−1| + · · · + |a1|
rn−2 + |a0|

rn−1 ) 5 rn−1(|an−1| + · · · + |a1| + |a0|) 5 rn だから, 写像 g : D2 → C を

g(z) = − 1
rn (an−1(rz)n−1 + · · ·+ a1(rz) + a0) で定義すれば, g は連続であり, 任意の z ∈ D2 に対して |g(z)| 5 1

である. 従って, g は D2 から D2 への連続写像とみなせるため, (4.11) から g(z0) = zn
0 を満たす z0 ∈ D2 があ

る. このとき (rz0)n = −(an−1(rz0)n−1 + · · · + a1(rz0) + a0) だから rz0 は与えられた方程式の解である. ¤

系 4.12.1 複素数を係数とする n 次多項式 anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 (an 6= 0) は１次式の積 an(z −

α1)(z − α2) · · · (z − αn) の形に因数分解される.

証明 n による帰納法で示す. n = 1 のときは, 主張は明らかである. n − 1 の場合に主張が成り立つと仮定す
る. n 次方程式 anzn + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0 = 0 は少なくとも 1つの解をもつため, 解の 1つを αn と

すれば, 因数定理により, n 次多項式 anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 は z − αn で割り切れる. すなわち,

anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 = (anzn−1 + a′

n−2z
n−2 + · · · + a′

1z + a′
0)(z − αn) の形に因数分解されるため,

n − 1 次多項式 anzn−1 + a′
n−2z

n−2 + · · · + a′
1z + a′

0 に帰納法の仮定を適用すればよい. ¤
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系 4.12.2 実数を係数とする n 次多項式 anzn + an−1z
n−1 + · · ·+ a1z + a0 (an 6= 0) は実数の範囲で１次式と２

次式の積 an(z − α1) · · · (z − αr)(z2 + β1z + γ1) · · · (z2 + βsz + γs) (n = r + 2s, β2
j − 4γj < 0) の形に因数分解さ

れる.

証明 上の結果から anzn + an−1z
n−1 + · · · + a1z + a0 = an(z − α1)(z − α2) · · · (z − αn) と因数分解される. 係

数が実数であることから anᾱn
j + an−1ᾱ

n−1
j + · · · + a1ᾱj + a0 = anαn

j + an−1α
n−1
j + · · · + a1αj + a0 = 0̄ = 0

となるため, ᾱj (j = 1, 2, . . . , n) は α1, α2, . . . , αn のいずれかに等しい. 従って, α1, . . . , αr が実数であるとし

て, αr+2j = ᾱr+2j−1 6∈ R と仮定してよい. このとき, βj = −αr+2j−1 − αr+2j , γj = αr+2j−1αr+2j とおけば

(z − αr+2j−1)(z − αr+2j) = z2 + βjz + γj (β2
j − 4γj < 0) だから主張が成り立つ. ¤

5 双対空間

この節の目的は, 双対空間や双対写像という概念を導入することにより, 転置行列が単に行列の行と列を入れ換
えたものであるという以上の意味をもつことを示し, 与えられた行列の転置行列の階数は元の行列の階数に等しい
という事実の別の証明を与えることである.

V , W を K 上のベクトル空間とするとき, Hom(V, W ) により, V から W への線型写像全体の集合を表す.
f, g ∈ Hom(V, W ), r ∈ K に対し, 写像 f + g, rf : V → W を (f + g)(v) = f(v) + g(v), (rf)(v) = rf(v) で定め
るとき, これらがともに線型写像になることが容易に確かめられる. このように定めた線型写像の加法とスカラー
倍により, Hom(V,W ) は K 上のベクトル空間になる.

f : V → V ′, g : W → W ′ を線型写像とする. ϕ,ψ ∈ Hom(V ′,W ), r ∈ K に対し, (ϕ + ψ)◦f = ϕ◦f + ψ◦f ,
(rϕ)◦f = r(ϕ◦f) が成り立つことから, ϕ を ϕ◦f に対応させる写像 Hom(V ′,W ) → Hom(V,W ) は線型写像であ
る. この写像を f∗ で表すことにする.
また, ξ, ζ ∈ Hom(V,W ), r ∈ K に対し, g◦(ξ + ζ) = g◦ξ + g◦ζ, g◦(rξ) = r(g◦ξ) が成り立つことから, ξ を g◦ξ

に対応させる写像 Hom(V, W ) → Hom(V, W ′) も線型写像であり, この写像を g∗ で表すことにする.

命題 5.1 f : V → V ′, f ′ : V ′ → V ′′, g : W → W ′, g′ : W ′ → W ′′ を線型写像とする.
1) (f ′◦f)∗ = f∗◦f ′∗ : Hom(V ′′,W ) → Hom(V,W ), (g′◦g)∗ = g′∗◦g∗ : Hom(V, W ) → Hom(V, W ′′)
2) 1V , 1W をそれぞれ V , W の恒等写像とすれば (1V )∗, (1W )∗ はともに Hom(V, W ) の恒等写像である.
3) V ′′ = V , W ′′ = W で, f , g がそれぞれ f ′, g′ を逆写像とする同型写像の場合, f∗ : Hom(V ′,W ) →

Hom(V, W ), g∗ : Hom(V, W ) → Hom(V, W ′) はそれぞれ, f ′∗, g′
∗ を逆写像とする同型写像である.

証明 1), 2) は上の定義から明らかである. 3) は f ′◦f = 1V , f◦f ′ = 1V ′ , g′◦g = 1W , g◦g′ = 1W ′ の両辺に 1), 2)
の結果を用いればよい. ¤

補題 5.2 V , V ′ を有限次元ベクトル空間とする.
1) f : V → V ′ が 1対 1写像ならば p◦f が V の恒等写像になるような線型写像 p : V ′ → V がある.
2) f : V → V ′ が上への写像ならば f◦s が V ′ の恒等写像になるような線型写像 s : V ′ → V がある.

証明 1) V の基底 {v1, v2, . . . ,vn} を選ぶと f が 1対 1であることから定理 5.6 から {f(v1),f(v2), . . . ,f(vn)}
は V ′ の１次独立なベクトルになるため, V ′ の基底で {f(v1),f(v2),
. . . , f(vn), v′

1, . . . ,v
′
k}の形のものがとれる. このとき, p(f(vj)) = vj (j = 1, 2, . . . , n), p(v′

j) = 0 (j = 1, 2, . . . , k)
を満たす線型写像 p : V ′ → V がある. V の基底 {v1,v2, . . . ,vn} の上で p◦f と V の恒等写像の値は一致するた

め, p◦f は V の恒等写像 である.
2) V ′ の基底 {v′

1, v
′
2, . . . ,v

′
m}を選ぶと f が上への写像であることから,各 j = 1, 2, . . . ,mに対して f(vj) = v′

j

を満たす v ∈ V がとれる. 定理 5.6から {v1, v2, . . . ,vm}は一次独立だから V の基底で {v1, . . . ,vm,vm+1, . . . ,vn}
の形のものがとれる. このとき, s(v′

j) = vj (j = 1, 2, . . . , m) を満たす線型写像 s : V ′ → V がある. V ′ の基底

{v′
1, v

′
2, . . . ,v

′
m} の上で f◦s と V ′ の恒等写像の値は一致するため, f◦s は V ′ の恒等写像 である. ¤
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命題 5.3 f : V → V ′, g : W → W ′ を線型写像とする.
1) f が上への写像ならば f∗ : Hom(V ′,W ) → Hom(V,W ) は 1対 1写像である.
2) g が 1対 1写像ならば g∗ : Hom(V, W ) → Hom(V, W ′) は 1対 1写像である.
3) V , V ′ が有限次元ベクトル空間であるとき, f が 1対 1写像ならば f∗ は上への写像である.
4) W , W ′ が有限次元ベクトル空間であるとき, g が上への写像ならば g∗ は上への写像である.

証明 1) ϕ ∈ Hom(V ′,W ) に対して f∗(ϕ) = ϕ◦f が零写像であるとする. f は上への写像だから, 任意の x ∈ V ′

に対して f(v) = bx を満たす v ∈ V がある. 従って, ϕ(x) = ϕ(f(v)) = ϕ◦f(v) = 0 となるため ϕ は零写像で

ある.
2) ξ ∈ Hom(V,W ) に対して g∗(ξ) = g◦ξ が零写像であるとする. 任意の v ∈ V に対して g(ξ(v)) = g◦ξ(v) = 0

であり, g は 1対 1 だから ξ(v) = 0 が得られる. ξ も零写像となって, 主張が示される.
3) (5.2) から p◦f が V の恒等写像 1V になるような線型写像 p : V ′ → V がある任意の線型写像 ψ : V → W

に対して f∗(ψ◦p) = ψ◦p◦f = ψ◦1V = ψ だから f∗ は上への写像である.
4) (5.2) から g : W → W ′ が上への写像ならば g◦s が W ′ の恒等写像になるような線型写像 s : W ′ → W があ

る. 任意の線型写像 ζ : V → W ′ に対して g∗(s◦ζ) = g◦s◦ζ = 1W ′◦ζ = ζ だから g∗ は上への写像である. ¤

定義 5.4 スカラー K 自身を K 上の１次元ベクトル空間とみなす. V ∗ = Hom(V, K) とおいて, これを V の双

対空間という. また, 線型写像 f : V → W に対して, f∗(ϕ) = ϕ◦f で定まる写像 f∗ : W ∗ → V ∗ を f の双対写

像という.

ベクトル空間 V , W に対し, V × W により V と W の直積集合 {(v,w)|v ∈ V, w ∈ W} を表すことにする.

定義 5.5 V , W , Z を K 上のベクトル空間とする. 写像 F : V ×W → Z が任意の v, v′ ∈ V , w, w′ ∈ W , r ∈ K

に対して F (v + v′, w) = F (v, w) + F (v′,w), F (v, w + w′) = F (v, w) + F (v, w′), F (rv, w) = F (v, rw) =
rF (v, w) を満たすとき, F を双線型写像という.

双線型写像 F : V × W → Z が与えられたとする. v ∈ V に対して Fv : W → Z を Fv(w) = F (v, w) で定め
ると, Fv は線型写像である. そこで, 各 v ∈ V を Fv に対応させる写像 F r : V → Hom(W,Z) を考えると, これ
も線型写像になることが確かめられる. 同様に, w ∈ W に対して Fw : V → Z を Fw(v) = F (v,w) で定めると,
Fw は線型写像であり, 各 w ∈ W を Fw に対応させる写像 F l : W → Hom(V,Z) を考えると, 線型写像である.
次の命題は F r, F l の定義から明らかである.

命題 5.6 F : V × W → Z を双線型写像とする.
1) F r : V → Hom(W,Z) が 1対 1写像であるための必要十分条件は, “すべての w ∈ W に対して, F (v,w) = 0

となる v ∈ V は v = 0 だけである.”が成り立つことである.
2) F l : W → Hom(V, Z) が 1対 1写像であるための必要十分条件は, “すべての v ∈ V に対して, F (v, w) = 0

となる w ∈ W は w = 0 だけである.”が成り立つことである.

定義 5.7 双線型写像 F : V × W → Z が非退化であるとは, すべての w ∈ W に対して, F (v,w) = 0 となる
v ∈ V は v = 0 だけであり, すべての v ∈ V に対して, F (v,w) = 0 となる w ∈ W は w = 0 だけであること

をいう.

V は {v1, v2, . . . ,vn}を基底にもつベクトル空間であるとする. 各 i = 1, 2, . . . , nに対して線型写像 v∗
i : V → K

で v∗
i (vj) =





1 j = i

0 j 6= i
を満たすものがただ 1通りに定まる.

命題 5.8 {v∗
1, v

∗
2, . . . ,v

∗
n} は V ∗ の基底である. 従って, とくに dim V ∗ = dim V = n である.
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証明 λ1v
∗
1 + λ2v

∗
2 + · · · + λnv∗

n = 0 とすると, (λ1v
∗
1 + λ2v

∗
2 + · · · + λnv∗

n)(vj) = 0 (j = 1, 2, . . . , n) である.
(左辺)= λ1v

∗
1(vj) + λ2v

∗
2(vj) + · · · + λnv∗

n(vj) = λj だから, λ1 = λ2 = · · · = λn = 0 となり, {v∗
1, v

∗
2, . . . ,v

∗
n}

は１次独立である. 任意の f ∈ V ∗ に対して, f = f(v1)v∗
1 + f(v2)v∗

2 + · · · + f(vn)v∗
n が成り立つ. 実際

(f(v1)v∗
1 + f(v2)v∗

2 + · · · + f(vn)v∗
n)(vj) = f(v1)v∗

1(vj) + f(v2)v∗
2(vj) + · · · + f(vn)v∗

n(vj) = f(vj) で基底の
各ベクトルに対して上式の両辺の値は等しくなる. 従って, {v∗

1, v
∗
2, . . . ,v

∗
n} は V ∗ を生成する. ¤

上のような基底 {v∗
1, v

∗
2, . . . ,v

∗
n} を {v1, v2, . . . ,vn} の双対基底という.

命題 5.9 PV : V × V ∗ → K を PV (v, f) = f(v) で定めれば PV は双線型写像であり, V が有限次元ならば非退

化である.

証明は読者にまかせる. なお, 上で V が有限次元であるという仮定は必要ではないことが知られている.

命題 5.10 F : V × W → K を非退化な双線型写像とする.
1) V か W の一方が有限次元ならば他方もそうである.
2) 1) の仮定のもとで, F r : V → W ∗, F l : W → V ∗ は同型写像である.

証明 1) V が有限次元ならば, (5.8) により V ∗ も有限次元で, (5.6) から F l : W → V ∗ は 1対 1写像だから W

も有限次元である. W が有限次元の場合も同様にして V が有限次元であることがいえる.
2) F が非退化であることから, (5.6) により F r : V → W ∗, F l : W → V ∗ はともに 1対 1写像である. 従って,

dim V 5 dim W ∗ = dim W 5 dim V ∗ = dim V となるため, dim V = dim W ∗, dim W = dim V ∗ が得られる.
F r, F l は次元が等しいベクトル空間の間の 1対 1写像だから同型写像である. ¤

系 5.10.1 V が有限次元ならば P r
V : V → (V ∗)∗ は同型写像である.

(5.9) の後で注意したことから, V が有限次元ではないときは, P r
V は 1対 1 写像ではあるが, 上への写像では

ない.

補題 5.11 F : V × W → K を双線型写像とすると, (F r)∗◦P r
W = F l, (F l)∗◦P r

V = F r が成り立つ.

証明 任意の w ∈ W に対し, (F r)∗◦P r
W (w) = (F r)∗(PWw) = PWw◦F r. さらに, v ∈ V ならば PWw◦F r(v) =

PWw(Fv) = Fv(w) = F (v, w) = Fw(v) だから PWw◦F r = Fw = F l(w). 従って, (F r)∗◦P r
W (w) = F l(w) であ

る. 2つ目の等式も同様に示せる. ¤

次の命題は, (5.10) の逆を示すものである.

命題 5.12 V , W を有限次元ベクトル空間, F : V × W → K を双線型写像とする. F r : V → W ∗ または

F l : W → V ∗ が同型写像ならば F は非退化である.

証明 F r : V → W ∗ が同型写像であると仮定する. (5.1) により (F r)∗ : (W ∗)∗ → V ∗ は同型写像だから (5.10.1)
から, 合成写像 (F r)∗◦P r

W : W → V ∗ も同型写像である. 一方 (5.11) により (F r)∗◦P r
W = F l が成り立つため, と

くに F l は 1対 1写像である. 従って, (5.6) から F は非退化である. F l : W → V ∗ が同型写像の場合も同様であ

る. ¤

V , W を有限次元ベクトル空間 f : V → W を線型写像とするとき, 双線型写像 F : Im f∗ × Im f → K (ただし
f∗ : W ∗ → V ∗ は f の双対写像) を次のようにして定める. 任意の (ϕ,w) ∈ Im f∗ × Im f に対して, f(v) = w を

満たす v ∈ V を選び, F (ϕ, w) = ϕ(v) とする. もし, f(v) = f(v′) = w ならば ϕ ∈ Im f∗ より ψ◦f = f∗(ψ) = ϕ

となる ψ ∈ W ∗ があるため, ϕ(v′) = ψ◦f(v′) = ψ◦f(v) = ϕ(v) となるため, F の定義は f(v) = w を満たす

v ∈ V の選び方に依存しない. このとき, F が双線型写像であることは容易に確かめられる.

命題 5.13 V , W が有限次元ならば, 上で定義した F は非退化である.
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証明 ϕ ∈ Im f∗ を任意に固定して, すべての w ∈ Im f に対して F (ϕ,w) = 0 であると仮定する. このときすべ
ての v ∈ V に対して F (ϕ, f(v)) = 0 であるが, F の定義から, この左辺は ϕ(v) = PV (v, ϕ) に等しい. (5.9) に
より, PV は非退化だから ϕ は零写像である.

w ∈ Im f を任意に固定して, f(v) = w を満たす v ∈ V を選んでおく. すべての ϕ ∈ Im f∗ に対して

F (ϕ,w) = 0 であると仮定すると, すべての ψ ∈ W ∗ に対して F (f∗(ψ), w) = 0 であるが, F の定義から, この左
辺は ψ◦f(v) = PW (f(v), ψ) = PW (w, ψ) に等しい. (5.9) により, PW は非退化だから ψ は零写像である. ¤

(5.10), (5.13) から Im f∗ は Im f の双対空間と同型で, さらに (5.9) から dim Im f∗ と dim Im f は等しい. 従っ
て, 次の定理が示せた.

定理 5.14 f : V → W を有限次元ベクトル空間の間の線型写像とするとき, 双対写像 f∗ の像は, f の像の双対

空間と同型であり. rank f∗ = rank f が成り立つ.

{v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} をベクトル空間 V , W の基底とし, {v∗
1,v

∗
2, . . . ,v

∗
n}, {w∗

1, w
∗
2, . . . ,w

∗
m} を

これらの基底の双対基底とする.
線型写像 f : V → W の基底 {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} に関する表現行列を A = (aij) とする.

このとき, f∗ : W ∗ → V ∗ の {w∗
1, w

∗
2, . . . ,w

∗
m}, {v∗

1, v
∗
2, . . . ,v

∗
n} に関する表現行列を求めてみよう. f∗(w∗

j ) =
b1jv

∗
1+b2jv

∗
2+· · ·+bnjv

∗
n とおくと, f(vi) = a1iw1+a2iw2+· · ·+aniwm だから,この左辺は vi を (f∗(w∗

j ))(vi) =
(w∗

j◦f)(vi) = w∗
j (f(vi)) = w∗

j (a1iw1+a2iw2+· · ·+aniwm) = a1iw
∗
j (w1)+a2iw

∗
j (w2)+· · ·+aniw

∗
j (wm) = aji

に写す. 一方右辺は (b1jv
∗
1 + b2jv

∗
2 + · · · + bnjv

∗
n)(vi) = b1jv

∗
1(vi) + b2jv

∗
2(vi) + · · · + bnjv

∗
n(vi) = bij に写るた

め, bij = aji である. 従って, 次の命題が示された.

命題 5.15 線型写像 f : V → W の基底 {v1, v2, . . . ,vn}, {w1,w2, . . . ,wm} に関する表現行列を A とし, これ
らの基底の双対基底 {v∗

1, v
∗
2, . . . ,v

∗
n}, {w∗

1, w
∗
2, . . . ,w

∗
m} に関する f∗ の表現行列は A の転置行列に一致する.

この結果と (5.14) から ranktA = rankA が再び示されたことになる.

演習 5.16 V , W はそれぞれ {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm}を基底とするベクトル空間とし, {v∗
1, v

∗
2, . . . ,v

∗
n},

{w∗
1, w

∗
2, . . . ,w

∗
m} をこれらの基底の双対基底とする. 双線型写像 F : V × W → K に対し, F (vi, wj) を (i, j)-

成分にもつ n × m 行列を G とするとき, 以下の問に答えよ.
1) {w1, w2, . . . ,wm}, {v∗

1,v
∗
2, . . . ,v

∗
n} に関する F l : W → V ∗ の表現行列は G であり, {v1, v2, . . . ,vn},

{w∗
1, w

∗
2, . . . ,w

∗
m} に関する F r : V → W ∗ の表現行列は tG であることを示せ.

2) F が非退化であるためには, m = n であり, G が正則行列であることが必要十分であることを示せ.

演習 5.17 {u1, u2, . . . ,un}, {v1,v2, . . . ,vn} を K 上のベクトル空間 V の 2組の基底とし, {u∗
1,u

∗
2, . . . ,u

∗
n},

{v∗
1, v

∗
2, . . . ,v

∗
n} をそれぞれの双対基底とする. {u1,u2, . . . ,un} から {v1, v2, . . . ,vn} への基底の変換行列を P

とするとき, {u∗
1, u

∗
2, . . . ,u

∗
n} から {v∗

1, v
∗
2, . . . ,v

∗
n} への基底の変換行列は tP−1 であることを示せ.

6 外積と行列式

この節では, まず「商空間」,「自由ベクトル空間」という概念を定義して準備をした後,「n 次外積巾」と呼ば

れる概念を導入する. これを用いることにより, 行列式を定義して基本的な性質を示す.

V を K 上のベクトル空間, W をその部分空間とする. 各 v ∈ V に対し, S(v) を S(v) = {v′ ∈ V |v′−v ∈ W}
で定められる V の部分集合とする.

命題 6.1 1) v ∈ W ならば S(v) = W であり, とくに S(0) = W である.
2) 任意の v ∈ V に対し, v ∈ S(v) である.
3) v, w ∈ V に対し, S(v) = S(w) であるためには v − w ∈ W であることが必要十分である.
4) S(v) 6= S(w) ならば S(v) ∩ S(w) は空集合である.
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証明 1) v′ ∈ V に対して v′ = v + (v′ − v) だから, v ∈ W ならば v′ ∈ W であるためには v′ − v ∈ W , すなわ
ち v′ ∈ S(v) であることが必要十分である.

2) v − v = 0 ∈ W だから v ∈ S(v).
3) S(v) = S(w) とすると 2) より v ∈ S(v) = S(w) だから v − w ∈ W である. 逆に v − w ∈ W と仮定する

と, v′ ∈ V に対して, v′ − w = (v′ − v) + (v − w), v′ − v = (v′ − w) − (v − w) だから v′ − v ∈ W であるため

には v′ −w ∈ W であることが必要十分である. すなわち, v′ ∈ S(v) であるためには v′ ∈ S(w) であることが必
要十分である.

4) もし v′ ∈ S(v) ∩ S(w) となる v′ があれば, v′ − v ∈ W かつ v′ − w ∈ W が成り立つため v − w =
(v′ − w) − (v′ − v) ∈ W が得られる. 従って, 3) により S(v) = S(w) となる. ¤

S(v) の形の V の部分集合全体よりなる集合を V/W で表し, V/W に K 上のベクトル空間としての構造を次

のように定める; x, y ∈ V/W , r ∈ K に対して x = S(v), y = S(w) となる v, w ∈ V を選び, x + y = S(v + w),
rx = S(rv) により加法, スカラー倍を定める. x = S(v) = S(v′), y = S(w) = S(w′) とすると, 上の命題から
v − v′, w − w′ ∈ W だから (v + w) − (v′ + w′) = (v − v′) + (w − w′) ∈ W , rv − rv′ = r(v − v′) ∈ W であ

る. 再び上の命題を用いると S(v + w) = S(v′ + w′), S(rv) = S(rv′) が得られるため, 上の x + y, rx の定義は

x = S(v), y = S(w) となる v, w の選び方に依存しない.

問 6.2 上の定義により, 確かに V/W は S(0) = W を零ベクトルとする K 上のベクトル空間になっていること

を示せ.

写像 p : V → V/W を p(v) = S(v) で定めると, V/W の要素はすべて S(v) という形をしていることから p は

上への写像であり, V/W の加法とスカラー倍の定義からただちに p は線型写像であることがわかる.
上のように定めたベクトル空間 V/W を V の部分空間 W による商ベクトル空間と呼び, 線型写像 p を商写像

という.

命題 6.3 Ker p = W である.

証明 p の定義から v ∈ Ker p であるためには S(v) = S(0) であることが必要十分である. さらに (6.1) から
S(v) = S(0) は v = v − 0 ∈ W と同値である. ¤

次の命題は重要である.

命題 6.4 f : V → U を線型写像とする. Ker f が W を含めば, 線型写像 f̄ : V/W → U で f̄◦p = f を満たすも

のがただ 1つ存在する.

証明 線型写像 f̄ : V/W → U を次のように定義する; x ∈ V/W に対して x = S(v) となる v ∈ V を選

び, f̄(x) = f(v) と定める. x = S(v) = S(v′) とすると v − v′ ∈ W だから, 仮定により v − v′ ∈ Ker f

である. 従って, f(v) = f(v′) となるため f̄(x) の定義は x = S(v) となる v の選び方に依存しない. この
ように定めた写像 f̄ が線型写像になることは, V/W の加法とスカラー倍の定義から容易に確かめられる. 任
意の v ∈ V に対して, f̄ の定義から f̄◦p(v) = f̄(p(v)) = f̄(S(v)) = f(v) となるため f̄◦p = f である. ま
た, f ′ : V/W → U も f ′◦p = f を満たせば, 任意の x ∈ V/W に対して x = S(v) となる v ∈ V を選ぶと

f ′(x) = f ′(S(v)) = f ′(p(v)) = f ′◦p(v) = f̄◦p(v) = f̄(p(v)) = f̄(S(v)) = f̄(x) だから f ′ = f̄ である. ¤

V を必ずしも有限次元ではないベクトル空間とするとき, V の基底は次のように定義される.

定義 6.5 V の部分集合 B が次の 2つの条件を満たすとき, B を V の基底という.

1) B から相異なる有限個のベクトルを選べば, それらはつねに１次独立である.

2) V の任意のベクトルは B の有限個のベクトルの１次結合で表される.
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必ずしも有限次元ではないベクトル空間にも, 上の意味での基底が存在することが知られているが, この事実は
本書では用いないし, 証明には線型代数以外の知識が必要なので, ここでは証明は与えない.

集合 S に対し, S を基底とする K 上のベクトル空間 F (S) を以下できちんと構成するが, 大ざっぱにいって
F (S) は有限個の S の要素の形式的な１次結合 r1s1 + r2s2 + · · · + rksk 全体からなる集合のようなもので, 定義
5.1 の (i)から (iiiv)が成り立つようにしたものである.

F (S)の構成: F (S)は写像 v : S → K で v(s) 6= 0となる s ∈ S は有限個しかないもの全体からなる集合であり,
v,w ∈ F (S) と r ∈ K に対して和 v + w, スカラー倍 rv はそれぞれ (v + w)(s) = v(s) + w(s), (rv)(s) = rv(s)
で定義される写像である. v(s) 6= 0 または w(s) 6= 0 を満たす s ∈ S は有限個しかないため, (v + w)(s) 6= 0,
(rv)(s) 6= 0 を満たす s は有限個である. 従って, v + w, rv ∈ F (S) である. また, S のすべての要素を 0 に写す
写像は F (S) に属するが, これを 0 で表すことにする. このように定めた加法とスカラー倍により F (S) が 0 を

零ベクトルとする K 上のベクトル空間になることが容易に確かめられる.

s ∈ S に対し, es : S → K を es(t) =





1 s = t

0 s 6= t
で定めると es ∈ F (S) であるが次の命題が成り立つ.

命題 6.6 1) v ∈ F (S) に対し, v(s) 6= 0 を満たす s ∈ S の全体を {s1, s2, . . . , sk} (s1, s2, . . . , sk は相異なる)と
すると v = v(s1)es1 + v(s2)es2 + · · · + v(sk)esk

である.
2) s1, s2, . . . , sk が相異なる S の要素ならば es1 , es2 , . . . , esk

は１次独立である.

証明 1) t ∈ S に対し, t 6= s1, s2, . . . , sk ならば v(t) = 0 = esi(t) (i = 1, 2, . . . , k) だから (v(s1)es1 + v(s2)es2 +
· · · + v(sk)esk

)(t) = v(s1)es1(t) + v(s2)es2(t) + · · · + v(sk)esk
(t) = 0 = v(t) であり, t = si ならば (v(s1)es1 +

v(s2)es2 + · · ·+ v(sk)esk
)(t) = v(s1)es1(si) + v(s2)es2(si) + · · ·+ v(sk)esk

(si) = v(si) = v(t) である. 従って任
意の t ∈ S に対して (v(s1)es1 +v(s2)es2 + · · ·+v(sk))(t) = v(t)だから v = v(s1)es1 +v(s2)es2 + · · ·+v(sk)esk

である.
2) r1es1 + r2es2 + · · · + rkesk

= 0 (r1, r2, . . . , rk ∈ K) とすると, 各 i = 1, 2, . . . , k に対して (r1es1 + r2es2 +
· · · + rkesk

)(si) = 0(si) = 0 であるが, この左辺は r1es1(si) + r2es2(si) + · · · + rkesk
(si) = ri に等しいため,

r1 = r2 = · · · = rk = 0 である. ¤

上の結果により, F (S) は {es| s ∈ S} を基底とするベクトル空間である. 写像 ι : S → F (S) を ι(s) = es で定

めれば, ι は明らかに 1対 1 写像である.

命題 6.7 V を K 上のベクトル空間とし, Map(S, V ) で S から V への写像全体からなる集合を表す. 写像
ρ : Hom(F (S), V ) → Map(S, V ) を ρ(f) = f◦ι で定めれば ρ は 1対 1上への写像である.

証明 ρ(f) = ρ(g) (f, g ∈ Hom(F (S), V )) とすると, 任意の s ∈ S に対して, f(es) = g(es) である. 任意の
v ∈ F (S) は上の命題から v = v(s1)es1 + v(s2)es2 + · · · + v(sk)esk

の形に表されるため, f(v) = f(v(s1)es1 +
v(s2)es2 + · · ·+ v(sk)esk

) = v(s1)f(es1) + v(s2)f(es2) + · · ·+ v(sk)f(esk
) = v(s1)g(es1) + v(s2)g(es2) + · · ·+

v(sk)g(esk
) = g(v(s1)es1 + v(s2)es2 + · · · + v(sk)esk

) = g(v) だから f = g である.
また, 写像 ϕ : S → V が与えられたとき, f : F (S) → V を f(v) =

∑
s∈S

v(s)es で定める. ここで, 和

の記号
∑
s∈S

は S の要素全体にわたる和を表すが, v 6= 0 を満たす s ∈ S は有限個しかないため右辺は有限

個のベクトルの和である. すなわち, v(s) 6= 0 を満たす s ∈ S の全体を {s1, s2, . . . , sk} (s1, s2, . . . , sk は

相異なる) とすれば f(v) = v(s1)ϕ(s1) + v(s2)ϕ(s2) + · · · + v(sk)ϕ(sk) (v = 0 のときは f(0) = 0 と定め

る) という意味である. このとき, f は線型写像である. 実際 v, w ∈ F (S), r ∈ K に対し, f(v + w) =∑
s∈S

(v + w)(s)es =
∑
s∈S

(v(s) + w(s))es =
∑
s∈S

(v(s)es + w(s)es) =
∑
s∈S

v(s)es +
∑
s∈S

w(s)es = f(v) + f(w) ,

f(rv) =
∑
s∈S

(rv)(s)es =
∑
s∈S

rv(s)es = r
∑
s∈S

v(s)es = rf(v). さらに, 任意の s ∈ S に対して es(t) 6= 0 となる

t ∈ S は t = s だけで, es(s) = 1 だから f◦ι(s) = f(es) = ϕ(s) である. 従って, ρ(f) = f◦ι = ϕ が成り立つ. ¤
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ιにより sと es を同一視して, r1es1 +r2es2 +· · ·+rkesk
を r1s1+r2s2+· · ·+rksk で表せば F (S)は S を基底と

するベクトル空間であるといえる. すなわち F (S)の任意のベクトルは r1s1 +r2s2 + · · ·+rksk (s1, s2, . . . , sk ∈ S)
の形に表せ, s1, s2, . . . , sk が相異なる S の要素ならば, これらは１次独立である.

定義 6.8 集合 S に対し, F (S) を S で生成される自由ベクトル空間という.

ここでいう「自由」とは S の要素から「自由に」１次結合をつくって得られるベクトル空間で, S の要素の間

を束縛するような関係式がないというぐらいの意味である.

V n により, ベクトル空間 V の n 個の直積集合 {(v1, v2, . . . ,vn)|v1, v2, . . . ,vn ∈ V } を表す.

定義 6.9 W をベクトル空間とするとき, Altn(V ; W ) により, 次の 3つの条件を満たす写像 F : V n → W 全体の

集合を表す. このような写像 F を V から W への n 重交代線型写像という.

1) F (v1, . . . ,vi + v′
i, . . . ,vn) = F (v1, . . . ,vi, . . . ,vn) + F (v1, . . . ,v

′
i, . . . ,vn)

2) F (v1, . . . , rvi, . . . ,vn) = rF (v1, . . . ,vi, . . . ,vn)

3) vi = vj となる i < j があれば, F (v1, . . . ,vn) = 0

命題 6.10 写像 F : V n → W が上の 1) の条件を満たせば 3) の条件は次の 3′) と同値である.

3′) i < j のとき F (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,
j

v̌i, . . . ,vn) = −F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

v̌j , . . . ,vn)

証明 3) が成り立てば F (v1, . . . ,
i
ˇvi + vj , . . . ,

j

ˇvi + vj , . . . ,vn) = 0 である. 1), 3) を用いると, (左辺) は

F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

ˇvi + vj , . . . ,vn) + F (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,
j

ˇvi + vj , . . . ,vn) = F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

v̌i, . . . ,vn)+

F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

v̌j , . . . ,vn) + F (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,
j

v̌i, . . . ,vn) + F (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,
j

v̌j , . . . ,vn) =

F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

v̌j , . . . ,vn) + F (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,
j

v̌i, . . . ,vn) だから 3′) が成り立つ. 3′) を仮定すると, vi = vj

(i < j) ならば F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

v̌j , . . . ,vn) = −F (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,
j

v̌i, . . . ,vn) = −F (v1, . . . ,
i
v̌i, . . . ,

j

v̌j , . . . ,vn)
だから 2F (v1, . . . ,vn) = 0 となり, F (v1, . . . ,vn) = 0 が得られる. ¤

命題 6.11 F ∈ Altn(V ; W ) とする. v1,v2, . . . ,vn ∈ V が１次従属ならば

F (v1, v2, . . . ,vn) = 0.

証明 vi =
∑
j 6=i

rjvj の形に表される vi があるから

F (v1, . . . ,vi, . . . ,vn) = F (v1, . . . ,
∑
j 6=i

rjvj , . . . ,vn) =
∑
j 6=i

rjF (v1, . . . ,
i

v̌j , . . . ,vn) = 0.

¤

さて, K 上のベクトル空間 U と写像 η : V n → U について, 次の性質 (∗) を考える.

(∗) 任意のベクトル空間 W に対し, 対応 f 7→ f◦η によって定められる写像 Hom(U,W ) → Altn(V ; W ) は 1対
1上への写像である.

ベクトル空間 U と写像 η : V n → U が上の性質をもてば, U の恒等写像 1U ∈ Hom(U,U) は η = 1U◦η ∈
Altn(V ; U) に対応するため, η 自身は n 重交代線型写像である.

命題 6.12 η1 : V n
1 → U1, η2 : V n

2 → U2 がともに性質 (∗) をもつとする. 線型写像 f : V1 → V2 に対し, 線型写像
f̂ : U1 → U2 で, 任意の (v1, v2, . . . ,vn) ∈ V n

1 に対して f̂◦η1(v1,v2, . . . ,vn) = η2(f(v1), f(v2), . . . , f(vn)) を満
たすものがただ 1つある.
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証明 F : V n
1 → U2 を F (v1, v2, . . . ,vn) = η2(f(v1), f(v2), . . . , f(vn)) で定めれば, η2 が n 重交代線型写像だか

ら F もそうである. η1 が性質 (∗) をもつことから f̂◦η1 = F を満たす線型写像 f̂ : U1 → U2 がただ 1つある. ¤

命題 6.13 η1 : V n
1 → U1, η2 : V n

2 → U2, η3 : V n
3 → U3 が性質 (∗) をもつとし, f : V1 → V2, g : V2 → V3 を線型

写像とする.
1) ĝ◦f = ĝ◦f̂ : U1 → U3 が成り立つ.
2) 1V1 を V1 の恒等写像とするとき, 1̂V1 : U1 → U1 は U1 の恒等写像 1U1 に一致する.
3) f が同型写像ならば f̂ も同型写像である.

証明 1) 任意の (v1, . . . ,vn) ∈ V n
1 に対して (ĝ◦f̂)◦η1(v1, . . . ,vn) = ĝ◦η2(f(v1), . . . , f(vn)) =

η3(g◦f(v1)), . . . , g◦f(vn))) = ĝ◦f◦η1(v1, . . . ,vn) が成り立つため (6.12) から ĝ◦f = ĝ◦f̂ である.
2) 任意の (v1, . . . ,vn) ∈ V n

1 に対して 1U1◦η1(v1, . . . ,vn) = η1(1V1(v1), . . . , 1V1(vn)) = 1̂V1◦η1(v1, . . . ,vn) だ
から 1̂V1 = 1U1 である.

3) g : V2 → V1 を f の逆写像とすれば, g◦f = 1V1 , f◦g = 1V2 だから 1), 2) から ĝ◦f̂ = ĝ◦f = 1̂V1 = 1U1 ,
f̂◦ĝ = f̂◦g = 1̂V2 = 1U2 . 従って, f̂ は同型写像で ĝ はその逆写像である. ¤

ベクトル空間 V に対してベクトル空間 U と線型写像 η : V n → U で, 性質 (∗) をもつものを構成する. V n で

生成される自由ベクトル空間 F (V n) を考え,

ι(v1, . . . ,vi + v′
i, . . . ,vn) − ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vn) − ι(v1, . . . ,v

′
i, . . . ,vn)

ι(v1, . . . , rvi, . . . ,vn) − rι(v1, . . . ,vi, . . . ,vn)
ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vj , . . . ,vn) (ただし vi = vj)

という形の F (V n) のベクトル全体で生成される部分空間を R とする. U を R による F (V n) の商空間 F (V n)/R

とし, η を ι : V n → F (V n) と商写像 p : F (V n) → F (V n)/R の合成写像とする.
このように定義した U と ηが性質 (∗)を満たすことをみるためにベクトル空間W を任意にとる. F ∈ Altn(V ; W )

に対し, F ∈ Map(V n,W ) とみなして (6.7) を用いると, 線型写像 f̄ : F (V n) → W で f̄◦ι = F を満たすものがた

だ 1つある. F ∈ Altn(V ; W ) だから f̄(ι(v1, . . . ,vi + v′
i, . . . ,vn) − ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vn) − ι(v1, . . . ,v

′
i, . . . ,vn))

= f̄◦ι(v1, . . . ,vi + v′
i, . . . ,vn) − f̄◦ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vn) − f̄◦ι(v1, . . . ,v

′
i, . . . ,vn)

= F (v1, . . . ,vi + v′
i, . . . ,vn) − F (v1, . . . ,vi, . . . ,vn) − F (v1, . . . ,v

′
i, . . . ,vn) = 0,

f̄(ι(v1, . . . , rvi, . . . ,vn) − rι(v1, . . . ,vi, . . . ,vn))
= f̄◦ι(v1, . . . , rvi, . . . ,vn) − rf̄◦ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vn)
= F (v1, . . . , rvi, . . . ,vn) − rF (v1, . . . ,vi, . . . ,vn) = 0,
f̄(ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vj , . . . ,vn)) = f̄◦ι(v1, . . . ,vi, . . . ,vj , . . . ,vn) = F (v1, . . . ,vi, . . . ,vj , . . . ,vn) = 0 (ただし
vi = vj) である. 従って, f̄ は R を生成するベクトルを零ベクトルに写すため Ker f̄ は R を含む. (6.4) を商写
像 p : F (V n) → F (V n)/R と f̄ に対して用いると, 線型写像 f : U = F (V n)/R → W で f◦p = f̄ を満たすも

のがただ 1つあることがわかる. このとき, f◦η = f◦p◦ι = f̄◦ι = F である. また, 線型写像 f, g : U → W が

f◦η = g◦η = F を満たすとすれば, (f◦p)◦ι = (g◦p)◦ι だから (6.7) により f◦p = g◦p であり, p は上への写像だ

から (5.3)の 1) から f = g が得られる. 以上から U と η は性質 (∗) を満たす.
以後, このように構成した U を En(V ) で表し, V の n 重外積巾といい, 上の η を ηn

V と表すことにする.

注意 6.14 n = 1 の場合, Alt1(V ; W ) = Hom(V, W ) だから V の恒等写像 1V は性質 (∗) をもつ. 従って, (6.13)
の 3) を V1 = V2 = V , U1 = V , U2 = E1(V ), f = η1 = 1V , η2 = η1

V に対して適用すれば, f̂ = η1
V となるため

η1
V : V → E1(V ) は同型写像である. また n = 0 の場合, 便宜上 V 0 = K, Alt0(V ; W ) = Hom(K,W ) と定め,

E0(V ) = K, η0
V : V 0 → E0(V ) は K の恒等写像 1K であるとすれば, η0

V は明らかに性質 (∗) をもつ.

命題 6.15 1) En(V ) は ηn
V の像により生成される.

2) n > dim V ならば En(V ) は零ベクトルだけからなるベクトル空間である.
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証明 1) 商写像 p : F (V n) → F (V n)/R = En(V ) は上への写像だから, 任意の x ∈ En(V ) に対して p(y) = x と

なる y ∈ F (V n) がとれる. (6.6) から y は ι : V n → F (V n) の像の１次結合で表され, p は線型写像だから x は

ηn
V の像の１次結合で表されることになる.
2) n > dimV ならば V の n 個のベクトル v1, v2, . . . ,vn はつねに１次従属である. はじめに述べたように, ηn

V

自身は n 重交代線型写像写像だから (6.11) により, ηn
V (v1, v2, . . . ,vn) = 0 である. 従って, 1) から En(V ) は零

ベクトル以外のベクトルは含みえない. ¤

定義 6.16 2つの K 上のベクトル空間 V , W に対し, 直積集合 V ×W に加法, スカラー倍を (v1, w1)+(v2, w2) =
(v1 + v2, w1 + w2), r(v1, w1) = (rv1, rw2) で定義して得られる K 上のベクトル空間を V ⊕ W で表し, V と W

の直和という.

注意 6.17 写像 i1 : V → V ⊕ W , i2 : W → V ⊕ W を i1(v) = (v,0), i2(w) = (0, w) で定めれば (v, w) =
(v,0)+ (0,w) と “(v,0) = (0,w) ならば v = 0 かつ w = 0” が成り立つため, V ⊕W は定義 6.5 の意味で Im i1

と Im i2 の直和である. さらに i1, i2 は 1対 1の線型写像だから V と Im i1, W と Im i2 はそれぞれ同型である.
これらのことから V ⊕ W も V と W の直和と呼んでもさしつかえないと考えられる.

命題 6.18 V , W はそれぞれ {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} を基底にもつベクトル空間であるとすると,
{(v1,0), (v2,0), . . . , (vn,0), (0, w1), (0, w2), . . . , (0, wm)} は V ⊕ W の基底である. 従って, dim(V ⊕ W ) =
dim V + dimW .

証明は容易なので読者にまかせる.

命題 6.19 写像 η : (V ⊕ K)n → En(V ) ⊕ En−1(V ) (n = 1) を

η((v1, r1), . . . , (vn, rn)) = (ηn
V (v1, . . . ,vn),

n∑

j=1

(−1)j−1rjη
n−1
V (v1, . . . ,vj−1, vj+1, . . . ,vn))

(n = 1 のとき η0
V () = 1 とする)で定めれば, η は性質 (∗) をもつ.

証明 ベクトル空間 W と F ∈ Altn(V ⊕ K; W ) に対し, F1 : V n → W , F2 : V n−1 → W を

F1(v1, . . . ,vn) = F ((v1, 0), . . . , (vn, 0)), F2(w1, . . . ,wn−1) = F ((0, 1), (w1, 0), . . . , (wn−1, 0))

で定めれば, F1 ∈ Altn(V ; W ), F2 ∈ Altn−1(V ; W )である. 従って,線型写像 f1 : En(V ) → W , f2 : En−1(V ) → W

で f1◦ηn
V = F1, f2◦ηn−1

V = F2 を満たすものが 1 つずつ存在する. そこで, f : En(V ) ⊕ En−1(V ) → W を

f(x, y) = f1(x) + f2(y) で定めると, f は明らかに線型写像である. F が (6.9) の条件および (6.10) の条件 3′) を
満たすため, F ((v1, r1), (v2, r2), . . . , (vn, rn)) = F ((v1, 0) + r1(0, 1), (v2, 0) + r2(0, 1), . . . , (vn, 0) + rn(0, 1))

= F ((v1, 0), (v2, 0), . . . , (vn, 0)) +
n∑

j=1

rjF ((v1, 0), . . . , (vj−1, 0), (0, 1), (vj+1, 0), . . . , (vn, 0))

= F ((v1, 0), . . . , (vn, 0)) +
n∑

j=1

(−1)j−1rjF ((0, 1), (v1, 0), . . . , (vj−1, 0), (vj+1, 0), . . . , (vn, 0))

となり, さらに F1, F2, f および η の定義から, この値は

F1(v1, v2, . . . ,vn) +
n∑

j=1

(−1)j−1rjF2(v1, . . . ,vj−1, vj+1, . . . ,vn)

= f1(ηn
V (v1, v2, . . . ,vn)) +

n∑
j=1

(−1)j−1rjf2(ηn−1
V (v1, . . . ,vj−1,vj+1, . . . ,vn))

= f(ηn
V (v1, v2, . . . ,vn),

n∑
j=1

(−1)j−1rjη
n−1
V (v1, . . . ,vj−1, vj+1, . . . ,vn))

= f◦η((v1, r1), (v2, r2), . . . , (vn, rn)) に等しくなる. 従って, F = f◦η が成り立つ.
v1, . . . ,vn ∈ V に対し, η の定義から η((v1, 0), . . . , (vn, 0)) = (ηn

V (v1, . . . ,vn),0)である. また, 0, v1, . . . ,vn−1

は１次従属だから (6.11)により ηn
V (0, v1, . . . ,vn−1) = 0 であることに注意すると, η((0, 1), (v1, 0), . . . , (vn−1, 0))

= (0, ηn−1
V (v1, . . . ,vn−1)) が得られる. これら 2つの等式と, En(V ), En−1(V ) はそれぞれ ηn

V , ηn−1
V の像で生成
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されることから En(V ) ⊕ En−1(V ) は η の像で生成される. 従って, 線型写像 f, g : En(V ) ⊕ En−1(V ) → W が

f◦η = g◦η = F を満たせば f = g である. ¤

上の結果と, V1 = V2 = V ⊕ K, U1 = En(V ⊕ K), U2 = En(V ) ⊕ En−1(V ), η1 = ηn
V ⊕K , η2 = η, f = (V ⊕ K

の恒等写像) として (6.13) の 3) を用いると次のことがわかる.

系 6.19.1 En(V ⊕ K) と En(V ) ⊕ En−1(V ) は同型である.

負でない整数 m, n に対し「二項係数」
(
m
n

)
を n 5 m ならば

(
m
n

)
= m!

n!(m−n)! , n > m ならば
(
m
n

)
= 0 (ただし

0! = 1 と約束する)で定義する. このとき,
(
m
n

)
+

(
m

n−1

)
=

(
m+1

n

)
が成り立つことが容易に確かめられる.

定理 6.20 dim V = m ならば dim En(V ) =
(
m
n

)
である.

証明 V の次元による帰納法で証明する. dimV = 0 の場合は En(V ) =





K n = 0

{0} n > 0
だから主張が成り立

つ. dimV 5 m の場合に主張が成り立つと仮定する. dim V = m + 1 として V の基底 {v1, v2, . . . ,vm+1} を
1組選び, W = 〈v1,v2, . . . ,vm〉 とおくと W は {v1,v2, . . . ,vm} を基底とする m 次元部分空間である. 写像
f : W ⊕ K → V を f(w, r) = w + rvm+1 で定めると, (6.18) から f は基底を基底に写すため, 同型写像である.
従って, (6.13)から f̂ : En(W ⊕K) → En(V )は同型写像である. さらに, (6.19.1), (6.18)および帰納法の仮定から
dim En(V ) = dim En(W ⊕K) = dimEn(W )⊕En−1(W ) = dimEn(W )+dimEn−1(W ) =

(
m
n

)
+

(
m

n−1

)
=

(
m+1

n

)

が得られる. ¤

v1, v2, . . . ,vn ∈ V に対し, ηn
V (v1, v2, . . . ,vn) = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn とおくことにする. このとき, ηn

V が n 重交

代線型写像であることから次の関係式が成り立つ.

1) v1 ∧ · · · ∧ (vi + v′
i) ∧ · · · ∧ vn = v1 ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vn + v1 ∧ · · · ∧ v′

i ∧ · · · ∧ vn

2) v1 ∧ · · · ∧ (rvi) ∧ · · · ∧ vn = rv1 ∧ · · · ∧ vi ∧ · · · ∧ vn

3) vi = vj となる i < j があれば, v1 ∧ · · · ∧ vn = 0

3′) i < j のとき v1 ∧ · · · ∧
i

v̌j ∧ · · · ∧
j

v̌i ∧ · · · ∧ vn = −v1 ∧ · · · ∧
i
v̌i ∧ · · · ∧

j

v̌j ∧ · · · ∧ vn

命題 6.21 {v1, v2, . . . ,vm} が V の基底で, n 5 m ならば {vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vin | 1 5 i1 < i2 < · · · < in 5 m} は
En(V ) の基底である.

証明 En(V )は w1∧w2∧· · ·∧wn の形のベクトルで生成されるが, wj =
m∑

i=1

aijvi とすれば, 上の関係式 1), 2)か

ら w1∧w2∧· · ·∧wn = (
m∑

i=1

ai1vi)∧(
m∑

i=1

ai2vi)∧· · ·∧(
m∑

i=1

ainvi) =
∑

15i1,...,in5m

ai11ai22 · · · ainnvi1 ∧vi2 ∧· · ·∧vin

となる. さらに 3) の関係式から i1, . . . , in の中に同じものがあれば vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vin = 0 であり, i1, . . . , in が

相異なれば i1, . . . , in を小さい順に左から並べ直したものを i′1, . . . , i
′
n とすれば 3′) により vi1 ∧ vi2 ∧ · · · ∧ vin =

±vi′1
∧vi′2

∧· · ·∧vi′n である. 以上から {vi1 ∧vi2 ∧· · ·∧vin | 1 5 i1 < i2 < · · · < in 5 m} は En(V ) を生成するこ
とがわかる. この集合の要素の個数は m 個のものから n 個選ぶ組合わせの数

(
m
n

)
以下であり, 一方, (6.19.1) から

dim En(V ) =
(
m
n

)
だから, この集合は１次独立である. 従って, {vi1 ∧vi2 ∧ · · · ∧vin | 1 5 i1 < i2 < · · · < in 5 m}

は En(V ) の基底である. ¤

以後, V は K 上の有限次元ベクトル空間であるとする.

定義 6.22 f : V → V を線型写像とするとき、(6.12)から線型写像 f̂ : En(V ) → En(V )で, 任意の (v1, . . . ,vn) ∈
V n に対して f̂◦ηn

V (v1, . . . ,vn) = ηn
V (f(v1), . . . , f(vn)) を満たすものがただ 1 つあるが, n = dimV の場合,

dim En(V ) =
(
n
n

)
= 1 だから, d ∈ K で, すべての x ∈ En(V ) について f̂(x) = dx が成り立つようなものが, た

だ 1つ定まる. この値 d を f の行列式と呼び, det f で表すことにする. とくに V = Kn で f が n 次正方行列

A から定まる線型写像 (f(v) = Av ) の場合, det f を det A で表して A の行列式という.
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命題 6.23 1) f, g : V → V を線型写像とするとき, det(g◦f) = (det g)(det f).
2) 1V : V → V を V の恒等写像とするとき, det 1V = 1.

証明 1) (6.13) の 1) から, 任意の x ∈ En(V ) について det(g◦f)x = ĝ◦f(x) = ĝ◦f̂(x) = ĝ((det f)x) =
(det g)(det f)x となるため det(g◦f) = (det g)(det f) である.

2) 上と同様に (6.13) の 2)から, (det 1V )x = 1̂V (x) = x が得られるため, det 1V = 1. ¤

系 6.23.1 1) A, B を n 次正方行列とするとき, det(AB) = (det A)(det B).
2) det En = 1.

命題 6.24 線型写像 f : V → V が同型写像であるためには det f 6= 0 であることが必要十分である.

証明 f : V → V が同型写像ならば f−1 を逆写像とすれば, f◦f−1 = 1V だから (6.23) から (det f)(det f−1) =
det(f◦f−1) = det 1V = 1 となるため det f 6= 0 である. V の基底 {v1,v2, . . . ,vn} を 1組選ぶ. f が同型写像で

ないならば f(v1), f(v2), . . . , f(vn) は１次従属だから (6.11) から

f̂(ηn
V (v1, v2, . . . ,vn)) = ηn

V (f(v1), f(v2), . . . , f(vn)) = 0

である. 一方, (6.21) から ηn
V (v1, v2, . . . ,vn) = v1 ∧ v2 ∧ · · · ∧ vn は En(V ) の基底になるため, det f = 0 であ

る. ¤

系 6.24.1 n 次正方行列 A が正則であるためには det A 6= 0 であることが必要十分である. 従って A の 2つの
列で等しいものがあれば det A = 0 である.

補題 6.25 {e1, e2, . . . , en} をベクトル空間 V の基底とし, 1 5 i 5 n を 1つ固定する.
1) f, g : V → V は線型写像で, j 6= i ならば f(ej) = g(ej) が成り立つとき, h : V → V を h(ej) =




f(ej) j 6= i

f(ei) + g(ei) j = i
で定まる線型写像とすれば det h = det f + det g である.

2) 線型写像 f : V → V と r ∈ K に対して, h : V → V を h(ej) =





f(ej) j 6= i

rf(ei) j = i
で定まる線型写像とす

れば det h = r det f である.

証明 1) (det h)ηn
V (e1, . . . , ei, . . . , en) = ĥ(ηn

V (e1, . . . ,ei, . . . , en)) = ηn
V (h(e1), . . . , h(ei), . . . , h(en))

= ηn
V (f(e1), . . . , f(ei) + g(ei), . . . , f(en)) = ηn

V (f(e1), . . . , f(ei), . . . , f(en)) + ηn
V (f(e1), . . . , g(ei), . . . , f(en))

= ηn
V (f(e1), . . . , f(ei), . . . , f(en)) + ηn

V (g(e1), . . . , g(ei), . . . , g(en))
= f̂(ηn

V (e1, . . . , ei, . . . , en)) + ĝ(ηn
V (e1, . . . , ei, . . . , en))

= (det f)ηn
V (e1, . . . ,ei, . . . , en) + (det g)ηn

V (e1, . . . ,ei, . . . ,en) = (det f + det g)ηn
V (e1, . . . ,ei, . . . ,en) であり

ηn
V (e1, e2, . . . , en) は En(V ) の基底になるため, det h = det f + det g である.
2) (det h)ηn

V (e1, . . . , ei, . . . , en) = ĥ(ηn
V (e1, . . . , ei, . . . ,en)) = ηn

V (h(e1), . . . , h(ei), . . . , h(en))
= ηn

V (f(e1), . . . , rf(ei), . . . , h(en)) = rηn
V (f(e1), . . . , f(ei), . . . , f(en)) = rf̂(ηn

V (e1, . . . , ei, . . . , en))
= r(det f)ηn

V (e1, . . . , ei, . . . ,en) だから, 上と同じ理由で det h = r det f である. ¤

系 6.25.1 1) det(v1, . . . ,vi + v′
i, . . . ,vn) = det(v1, . . . ,vi, . . . ,vn) + det(v1, . . . ,v

′
i, . . . ,vn)

2) det(v1, . . . , rvi, . . . ,vn) = r det(v1, . . . ,vi, . . . ,vn)
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