
1 ベクトル空間

1.1 ベクトル空間の定義

K は実数全体の集合 R または複素数全体の集合 C を表すものとする.

定義 1.1 集合 V に対し, 写像 α : V × V → V , µ : K × V → V が定義されていて, α による (x, y) の像を
x + y, µ による (r,x) の像を rx で表すとき, 次の条件が満たされるとする.

(1) 結合法則 ： 任意の x,y, z ∈ V , r, s ∈ K に対して (x + y) + z = x + (y + z), (rs)x = r(sx) が成り立つ.

(2) 単位元の存在 ： V の要素 0 で, 任意の x ∈ V に対し x + 0 = 0 + x = x となるものがある. また, 任意の
x ∈ V に対し 1x = x である.

(3) 逆元の存在 ： 任意の x ∈ V に対し x′ ∈ V で, x + x′ = x′ + x = 0 を満たすものがある. このような x′

を −x で表す.

(4) 交換法則 ： 任意の x,y ∈ V に対し x + y = y + x が成り立つ.

(5) 分配法則 ： 任意の x,y ∈ V , r, s ∈ K に対して r(x + y) = rx + ry, (r + s)x = rx + sx が成り立つ.

このとき, V を K 上のベクトル空間 (K = R の場合は実ベクトル空間, K = C の場合は複素ベクトル空間とも

いう), V の要素をベクトル, K の要素をスカラーと呼び, 写像 α を加法, µ をスカラー倍という.

定義 1.2 V の部分集合 W が条件 “x, y ∈ W, r ∈ K ⇒ x + y, rx ∈ W”を満たすとき, W を V の部分空間とい

う. このとき W は V の加法とスカラー倍により K 上のベクトル空間である.

定義 1.3 V を K 上のベクトル空間とする.
1) V のベクトル v1, v2, . . . ,vn に対し λ1v1 + λ2v2 + · · · + λnvn (λ1, λ2, . . . , λn ∈ K) の形のベクトルを

v1,v2, . . . ,vn の１次結合という.
2) S を V の部分集合とするとき, S の有限個の要素の１次結合になるベクトル全体の集合を 〈S〉 で表せば, こ

れは V の部分空間であり, S で生成される (張られる) V の部分空間という. とくに S = {v1, v2, . . . ,vn} の場
合, 〈S〉 を 〈v1,v2, . . . ,vn〉 で表す.

1.2 ベクトルの１次独立性

定義 1.4 V を K 上のベクトル空間とする.
V のベクトル v1, v2, . . . ,vn が条件 “λ1v1 + λ2v2 + · · · + λnvn = 0 ならば λi = 0 (1 5 i 5 n)”を満たすとき

v1,v2, . . . ,vn は１次独立であるといい, v1, v2, . . . ,vn が１次独立でないとき, これらは１次従属であるという.

注意 1.5 v1, v2, . . . ,vn ∈ V が１次従属ならば, これらにベクトル w1, w2, . . . ,wk を付け加えた v1, v2, . . . ,vk,

w1, w2, . . . ,wk も１次従属である. また v1, v2, . . . ,vn ∈ V のうちに零ベクトルがあれば, これらは１次従属で
ある.

命題 1.6 ベクトル空間 V の n 個のベクトル v1, v2, . . . ,vn の１次結合として表される n + 1 個のベクトル
w1, w2, . . . ,wn+1 は１次従属である.

この結果から次の結果が得られる.

系 1.6.1 ベクトル空間 V のベクトル v1, v2, . . . ,vn が１次独立であり, w1, w2, . . . ,wm が V を生成していれば

n 5 m である.
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1.3 ベクトル空間の基底と次元

定義 1.7 K 上のベクトル空間 V の部分集合 S が V を生成し (すなわち V = 〈S〉), S の任意の有限個のベクト

ルが１次独立であるとき, S を V の基底という. とくに, S が有限集合の場合, S = {v1, v2, . . . ,vn} が V の基

底であるためには, v1,v2, . . . ,vn が V を生成する１次独立なベクトルであることが必要十分である.

定理 1.8 x1, x2, . . . ,xm ∈ V は１次独立なベクトル, y1, y2, . . . ,yl ∈ V は V を生成するとする. y1, y2, . . . ,yl

のうちからベクトル yi1 , yi2 , . . . ,yis
を選んで, {x1, x2, . . . ,xm, yi1 , yi2 , . . . ,yis

} が V の基底になるようにで

きる.

系 1.8.1 有限個のベクトルで生成されるベクトル空間には基底が存在する.

(1.6.1)からただちに, 次のことがわかる.

命題 1.9 {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} がともに V の基底ならば n = m である.

以後, とくに断らない限り, ベクトル空間はすべて有限個のベクトルで生成されるとする. 上の結果により, ベク
トル空間の次元を次のように定義することができる.

定義 1.10 V が n 個のベクトルからなる基底を持つとき, V の次元は n であるといい, V の次元を dim V で

表す.

(1.8) により次のことが分かる.

定理 1.11 dim V 個の要素をもつ V の部分集合 S が１次独立であるか, または V を生成すれば S は V の基底

になる.

定理 1.12 W が有限次元ベクトル空間 V の部分空間ならば dim W 5 dimV であり, 等号が成立するのは W = V

の場合に限る.

1.4 部分空間の直和

定義 1.13 W1,W2, . . . , Wk をベクトル空間 V の部分空間とする.
1) V の部分集合 W1∪W2∪· · ·∪Wk で生成される部分空間をW1, W2, . . . , Wk の和と呼んで W1+W2+ · · ·+Wk

で表す.
2) V = W1 + W2 + · · · + Wk であり, 次の条件が満たされるとき, V はW1,W2, . . . ,Wk の直和であるといい,

このことを V = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wk で表す.

“x1 + x2 + · · · + xk = 0 (xi ∈ Wi, i = 1, 2, . . . , k)ならば x1 = x2 = · · · = xk = 0”

上の 1) の定義を言い替えれば

W1 + W2 + · · · + Wk = {x ∈ V |x = w1 + w2 + · · · + wk, wj ∈ Wj (j = 1, 2, . . . , k)}

である.

命題 1.14 V を K 上のベクトル空間 W1,W2, . . . ,Wk を V の部分空間とする. Sj = {w1j ,w2j , . . . ,wdjj} を
Wj (j = 1, 2, . . . , k) の基底とするとき, 以下の命題は同値である.

(1) S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sk は V の基底である.

(2) V = W1 + W2 + · · · + Wk かつ dim W1 + dim W2 + · · · + dim Wk = dim V である.

(3) V = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wk
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2 １次写像

2.1 １次写像と行列

定義 2.1 V , W を K 上のベクトル空間とする. 写像 f : V → W が任意の x, y ∈ V と r ∈ K に対して,
f(x + y) = f(x) + f(y), f(rx) = rf(x) をみたすとき f を１次写像 (線形写像)という. とくに, V = W の場

合, １次写像 f : V → V を１次変換ともいう.

命題 2.2 f, f ′ : V → W , g : W → Z を１次写像とする.
1) f + f, rf : V → W (r ∈ K) を (f + f ′)(x) = f(x) + f ′(x), (rf)(x) = rf(x) で定めれば, これらは１次写

像である.
2) 合成写像 g◦f : V → Z, 恒等写像 idV : V → V は１次写像である.
3) f が 1対 1上への写像ならば, 逆写像 f−1 : W → V も１次写像である.

定義 2.3 １次写像 f : V → W に逆写像 f−1 が存在して, この逆写像も１次写像であるとき, f を同型写像とい

う. 上の 3)の結果により f が同型写像であるためには f が 1対 1上への写像であることが必要十分である.

命題 2.4 V , W を K 上のベクトル空間とし, {v1,v2, . . . ,vn} を V の基底, w1, w2, . . . ,wn を W のベクトル

とする. このとき, １次写像 f : V → W で f(vj) = wj (j = 1, 2, . . . , n) を満たすものがただ 1つ存在する.

定義 2.5 1) V , W を K 上のベクトル空間とし, {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} をそれぞれ, V , W の基底

とする. １次写像 f : V → W に対し, f(vj) =
m∑

i=1

aijwi (aij ∈ K) とすれば, m × n 行列 (aij) を f の基底

{v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} に関する表現行列という. とくに V = W , vj = wj (j = 1, 2, . . . , n) の場
合, n 次正方行列 (aij) を f の基底 {v1, v2, . . . ,vn} に関する表現行列という.

2) {v1, v2, . . . ,vn}, {v′
1, v

′
2, . . . ,v

′
n} を V の基底とする. V の恒等写像 idV : V → V の基底 {v′

1, v
′
2, . . . ,v

′
n},

{v1, v2, . . . ,vn} に関する表現行列を, 基底 {v1, v2, . . . ,vn} から {v′
1,v

′
2, . . . ,v

′
n} への基底の変換行列という.

注意 2.6 1) AをK の要素を成分にもつm×n行列とすれば, TA(x) = Axで定められる１次写像 TA : Kn → Km

の基底 {e1, e2, . . . ,en}, {e1, e2, . . . , em} に関する表現行列は A に他ならない.

2) 上の定義 2)における基底の変換行列を P = (pij) とすれば, 各 j = 1, 2, . . . , n に対して v′
j =

m∑
i=1

pijvi で

ある.

命題 2.7 f, f ′ : V → W , g : W → Z を１次写像とし, {v1,v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm}, {z1, z2, . . . ,zl} を
それぞれ, V , W , Z の基底とする.

1) {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} に関する f , f ′, f + f ′, rf (r ∈ K) の表現行列を M(f), M(f ′),
M(f + f ′), M(rf) とし, {w1, w2, . . . ,wm}, {z1, z2, . . . ,zl} に関する g の表現行列を M(g), {v1, v2, . . . ,vn},
{z1, z2, . . . ,zl} に関する g◦f の表現行列を M(g◦f) とすれば, M(f + f ′) = M(f) + M(f ′), M(rf) = rM(f),
M(g◦f) = M(g)M(f) が成り立つ.

2) {v1, v2, . . . ,vn} に関する V の恒等写像 idV の表現行列は単位行列 En である.
3) f が同型写像ならば 1) の M(f) は正則行列であり, {w1, w2, . . . ,wn}, {v1,v2, . . . ,vn} に関する f−1 の表

現行列を M(f−1) とすれば M(f−1) = M(f)−1 である.

命題 2.8 {v1, v2, . . . ,vn}, {v′
1, v

′
2, . . . ,v

′
n} を V の基底, {w1, w2, . . . ,wm}, {w′

1, w
′
2, . . . ,w

′
m} を W の基

底とし, f : V → W を１次写像とする. f の {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm} に関する表現行列を A,
{v′

1, v
′
2, . . . ,v

′
n}, {w′

1,w
′
2, . . . ,w

′
m}に関する表現行列を B, {v1, v2, . . . ,vn}から {v′

1, v
′
2, . . . ,v

′
n}への V の基底

の変換行列を P , {w1, w2, . . . ,wm}から {w′
1, w

′
2, . . . ,w

′
m}へのW の基底の変換行列を QとすればB = Q−1AP

である. とくに V = W , vj = wj, v′
j = w′

j (1 5 j 5 n) ならば B = P−1AP である.
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定義 2.9 5.1.7 １次写像 f : V → W に対し, Ker f , Im f を

Ker f = {x ∈ V | f(x) = 0}, Im f = {y ∈ V | f(x) = y を満たす x ∈ V がある }

により定めれば, これらはそれぞれ V , W の部分空間であるが, Ker f を f の核, Im f を f の像という.

命題 2.10 １次写像 f : V → W が 1対 1写像であるためには Ker f = {0} であることが必要十分である.

定理 2.11 １次写像 f : V → W に対し, {w1, w2, . . . ,wr} を Im f の基底, {v1, v2, . . . ,vk} を Ker f の基底と

する. f(vj) = wj−k を満たす vk+1, vk+2, . . . ,vk+r をとれば, {v1, v2, . . . ,vk+r} は V の基底である. 従って,
次の等式が成り立つ.

dimKer f + dim Im f = dim V

定義 2.12 f : V → W を１次写像とするとき, dim Im f を f の階数と呼んで, rank f で表す.

命題 2.13 f : V → W を１次写像とする. dim V = dim W のとき, f が 1対 1写像であるか, または上への写像
ならば f は同型写像である.

証明 f が 1 対 1 写像ならば Ker f = {0} だから (2.11) により dim Im f = dim V である. 従って (1.12) に
より Im f = V となるため, f は上への写像でもある. f が上への写像ならば Im f = V だから (2.11)により
dimKer f = 0 である. 従って Ker f = {0} だから (2.10)により f は 1対 1写像でもある. いずれにしても f は

同型写像であることがわかる. ¤

2.2 固有値・固有空間

定義 2.14 1) V を K 上のベクトル空間, f : V → V を１次変換とする. f(v) = λv を満たす λ ∈ K と

零でないベクトル v ∈ V が存在するとき, λ を f の固有値, v を λ に対する固有ベクトルという. このとき
Ker(λidV − f) = {v ∈ V | f(v) = λv} は V の 0 でない部分空間であるが, これを λ に対する固有空間という.

2) A を K の要素を成分とする n 次正方行列, TA : Kn → Kn を A から定まる１次変換とする. A の固有値

とは TA の固有値のこととし, 固有値 λ に対する TA の固有ベクトル, 固有空間をそれぞれ A の固有ベクトル,
固有空間と呼ぶことにする.

3) i 6= j ならば dij = 0 であるような正方行列 (dij) を対角行列という. 正方行列 A に対し, P−1AP が対角行

列になるような正則行列 P が存在するとき, A は対角化可能であるという.

上の定義と (1.14) により次のことがわかる.

命題 2.15 V が１次変換 f : V → V の固有空間の直和であるためには, f の固有ベクトルからなる V の基底が

存在することが必要十分である.

命題 2.16 λ ∈ K が K の要素を成分とする n 次正方行列 A の固有値であるためには |λEn − A| = 0 が成り立
つことが必要十分である.

定義 2.17 n 次正方行列 A に対して x を変数とする n 次多項式 |xEn − A| を A の固有多項式と呼んで FA(x)
で表すことにする. また, n 次方程式 FA(x) = 0 を A の固有方程式という.

P が n 次正則行列ならば xEn −P−1AP = P−1(xEn −A)P だから |xEn −P−1AP | = |xEn −A| である. 従っ
て, 次の結果が得られる.

命題 2.18 n 次正方行列 A, n 次正則行列 P に対して FP−1AP (x) = FA(x) が成り立つ.

(2.8) と上の結果から次のことがわかる.
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命題 2.19 V をK 上の n次元ベクトル空間, f : V → V を１次変換とし, {v1, v2, . . . ,vn}, {v′
1, v

′
2, . . . ,v

′
n}を V

の基底とする. A, B をそれぞれ {v1, v2, . . . ,vn}, {v′
1, v

′
2, . . . ,v

′
n}に関する f の表現行列とするとFA(x) = FB(x)

である.

この結果により次のように定義できる.

定義 2.20 V を K 上の n 次元ベクトル空間, f : V → V を１次変換とし, {x1,x2, . . . ,xn} を V の基底, A を

この基底に関する f の表現行列とする. このとき FA(x) を f の固有多項式といい, Ff (x) で表す. また x に関

する n 次方程式 Ff (x) = 0 を f の固有方程式という.

命題 2.21 V を K 上の n 次元ベクトル空間, f : V → V を１次変換とする. λ ∈ K が f の固有値になるための

必要十分条件は Ff (λ) = 0 が成り立つことである. 従って, f の固有値の全体は x に関する n 次方程式 Ff (x) = 0
の K に属する解の全体に一致して, f の異なる固有値は高々 n 個である.

証明 x ∈ V に対し, x =
n∑

j=1

xjvj とし, xj を第 j 成分に持つ Kn のベクトルを p とすれば

f(x) =
n∑

j=1

xjf(vj) =
n∑

i=1




n∑

j=1

aijxj


 vi

より f(x) = λx が成り立つためには Ap = λp が成り立つことが必要十分である. また, x 6= 0 であるためには

p 6= 0 であることが必要十分だから, λ ∈ K が f の固有値になるためには λ ∈ K が A の固有値であることが必

要十分である. 従って (2.16) により結果が得られる. ¤

注意 2.22 「複素数を係数とする n 次方程式は, 複素数の範囲に解を持つ.」という「代数学の基本定理」が成り
立つため, 上の結果から K = C の場合は１次写像 f : V → V の固有方程式の解はすべて f の固有値である.

定理 2.23 λ1, λ2, . . . , λk を１次変換 f : V → V の相異なる固有値, Wj を λj に対する固有空間とすると,

“x1 + x2 + · · · + xk = 0 (xi ∈ Wi, i = 1, 2, . . . , k)ならば x1 = x2 = · · · = xk = 0”

が成り立つ. 従って V = W1 + W2 + · · · + Wk ならば V = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wk である.

命題 2.24 V を K 上の n 次元ベクトル空間, f : V → V を１次変換とし, {x1,x2, . . . ,xn} を V の基底, A を

この基底に関する f の表現行列とする. V が f の固有空間の直和になるためには A が対角化可能であることが

必要十分である.

2.3 不変部分空間

定義 2.25 f : V → V を１次変換とする. V の部分空間 W が f(W ) ⊂ W を満たすとき, W を f の不変部分空

間という.

命題 2.26 V を K 上のベクトル空間, f : V → V を１次変換とする.
1) W が f の不変部分空間であるとき, f̄ : W → W を f̄(x) = f(x) で定めて, V の基底 {v1, v2, . . . ,vn}

を {v1, v2, . . . ,vk} が W の基底になるようにとる. {v1, v2, . . . ,vk} に関する f̄ の表現行列を A とすれば,
{v1, v2, . . . ,vn} に関する f の表現行列は

(
A C
O B

)
という形になる.

2) Wj (1 5 j 5 m) が f の不変部分空間であり, V = W1 ⊕ W2 ⊕ · · · ⊕ Wm が成り立つとする. f̄j : Wj → Wj

を f̄j(x) = f(x) で定め, Wj の基底 {vkj−1+1, vkj−1+2, . . . ,vkj} (0 = k0 < k1 < · · · < kd = n) に関する f̄j の表

現行列を Aj とすれば, V の基底 {v1, v2, . . . ,vn} に関する f の表現行列は下のようになる.



A1 0
A2

. . .

0 Am
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命題 2.27 V を K 上のベクトル空間, f : V → V を１次変換とする. W が f の不変部分空間であるとき,
f̄ : W → W を f̄(x) = f(x) で定めれば, f の固有多項式は f̄ の固有多項式で割り切れる.

証明 V の基底 {v1, v2, . . . ,vn} を (2.26) のようにとると, (2.26) から

Ff (x) =

∣∣∣∣∣
xEk − A −C

O xEn−k − B

∣∣∣∣∣ = |xEk − A||xEn−k − B| = FA(x)FB(x) = Ff̄ (x)FB(x).

¤

3 内積と正規行列の対角化

3.1 内積

定義 3.1 V を K 上のベクトル空間とし, 写像 B : V × V → K は任意の x, x1, x2,y, y1, y2 ∈ V , λ ∈ K(⊂ C)
に対して, 次の性質 (1)∼(4) を満たすとする.

(1) B(x1 + x2, y) = B(x1,y) + B(x2, y), B(x, y1 + y2) = B(x,y1) + B(x, y2)

(2) B(λx,y) = λB(x, y), B(x, λy) = λ̄B(x, y)

(3) B(y, x) = B(x,y)

(4) B(x, x) ∈ R であり, x 6= 0 ならば B(x, x) > 0 である.

このとき 写像 B を V の内積, B(x, y) を x と y の内積といい, 内積の定義されたベクトル空間を計量ベクトル
空間と呼ぶ.

定義 3.2 1) V , W をそれぞれ内積 BV , BW が定義されている計量ベクトル空間とする. １次写像 f : V → W

が任意の x, y ∈ V に対して BV (x, y) = BW (f(x), f(y)) を満たすとき f は内積を保つといい, さらに f が同型

写像ならば f を計量同型写像という. ２つの計量ベクトル空間の間に計量同型写像が存在するとき, これらの計
量ベクトル空間は計量同型であるという.

2) V を B を内積にもつ計量ベクトル空間とする. x ∈ V に対し, ‖x‖ =
√

B(x, x) とおいて, ‖x‖ をベクトル
x の「長さ」または「ノルム」という. 長さが１のベクトルを単位ベクトルという. また, B(x, y) = 0 を満たす
２つのベクトル x, y は直交するといい, V の部分集合 S, T に対して S のベクトルと T のベクトルが常に直交

するとき S と T は直交するという.

以後, 計量ベクトル空間における２つのベクトルの内積は (x, y) と略記する.

例 3.3 x, y ∈ Kn に対し x, y の第 j 成分をそれぞれ xj, yj とするとき (x,y) =
n∑

j=1

xj ȳj で (x, y) を定めれば

これは Kn の内積である. 以後, 特に断らない限り, この内積により Kn を計量ベクトル空間とみなす.

命題 3.4 f : V → W を計量ベクトル空間の間の１次写像とする. f が内積を保つことと, 任意の x ∈ V に対し

て ‖f(x)‖ = ‖x‖ が成り立つことは同値であり, このとき f は１対１写像である.

証明 任意の x ∈ V に対して ‖f(x)‖ = ‖x‖ が成り立つとすれば, ‖f(x + y)‖2 = ‖x + y‖2 であり, この
左辺は ‖f(x)‖2 + (f(x), f(y)) + (f(x), f(y)) + ‖f(y)‖2 に等しく, 右辺は ‖x‖2 + (x, y) + (x,y) + ‖y‖2 に等

しいため, (f(x), f(y)) + (f(x), f(y)) = (x, y) + (x,y) が成り立つ. y を iy で置き換え, 両辺を i で割れば

(f(x), f(y)) − (f(x), f(y)) = (x, y) − (x, y) となり, これと上式を辺々たして 2で割れば (f(x), f(y)) = (x, y)
を得る. 逆は明らかであり, 上の結果から f が内積を保てば f(x) = 0 を満たすベクトル x は 0 に限るため f は

１対１写像である. ¤
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3.2 正規直交基底

定義 3.5 計量ベクトル空間 V の零でないベクトル x1,x2, . . . ,xk が “i 6= j ならば (xi, xj) = 0” を満たすとき
これらを直交系といい, さらに各ベクトルが単位ベクトルのときこれらを正規直交系という. 直交系, 正規直交系
が V の基底であるとき, それぞれ直交基底, 正規直交基底という.

命題 3.6 V を計量ベクトル空間とする.
1) c ∈ K, x ∈ V に対し ‖cx‖ = |c|‖x‖ が成り立つ. 従って x ∈ V , x 6= 0 ならば 1

‖x‖x は単位ベクトルで

ある. これより, v1, v2, . . . ,vk が V の直交系 (直交基底)ならば 1
‖v1‖v1,

1
‖v2‖v2, . . . ,

1
‖vk‖vk は V の正規直交系

(正規直交基底)である.

2) v1, v2, . . . ,vk が V の直交系で, y =
k∑

j=1

λjvj ならば λj = (y,vj)
‖vj‖2 である. 従って, 直交系は１次独立である.

3) v1,v2, . . . ,vk が V の直交基底ならば任意の y ∈ V は y =
k∑

j=1

(y,vj)
‖vj‖2 vj と表せる. とくに v1, v2, . . . ,vk が

正規直交基底ならば y =
k∑

j=1

(y, vj)vj である.

定理 3.7 v1, v2, . . . ,vn を計量ベクトル空間 V の１次独立なベクトルとすると, V の正規直交系 w1, w2, . . . ,wn

で次の条件を満たすものが存在する.

(∗)各 j = 1, 2, . . . , n に対し, aij ∈ K (i = 1, 2, . . . , j − 1) と正の実数 ajj で wj = a1jv1 + a2jv2 + · · ·+ ajjvj

を満たすものがある.

さらに {v1, v2, . . . ,vn} が V の基底ならば {w1, w2, . . . ,wn} は V の正規直交基底である.

証明 w1 = 1
‖v1‖v1 とし, 正規直交系 w1, w2, . . . ,wk−1 が定まり, 各 j = 1, 2, . . . , k − 1 に対して wj = a1jv1 +

a2jv2 + · · ·+ajjvj (aij ∈ K) の形に表せたとする. w′
k = −

k−1∑
i=1

(vk, wi)wi +vk とおけば, wi が v1, v2, . . . ,vi の

１次結合であることからw′
k =

k−1∑
i=1

a′
ikvi +vk の形になる. 従って v1, v2, . . . ,vn の１次独立性により w′

k 6= 0であ

る. そこで, wk = 1
‖w′

k‖
w′

k によって wk を定めれば, w1,w2, . . . ,wk は正規直交系であり, wj = a1jv1 + a2jv2 +
· · · + ajjvj (ajj = 1

‖w′
k‖

) の形になる. w1, w2, . . . ,wn は (3.6) の 2) により１次独立だから {v1,v2, . . . ,vn} が
V の基底ならば (1.11) により {w1, w2, . . . ,wn} は V の基底である. ¤

系 3.7.1 計量ベクトル空間には正規直交基底が存在する.

命題 3.8 f : V → W を１次写像, {v1,v2, . . . ,vn} を V の正規直交基底とする. f が内積を保つためには,
{f(v1), f(v2), . . . , f(vn)} が W の正規直交系であることが必要十分である.

証明 f が内積を保つためには, {f(v1), f(v2), . . . , f(vn)} が W の正規直交系になることは明らかである. 逆

に {f(v1), f(v2), . . . , f(vn)} が W の正規直交系であるとして x ∈ V を任意にとる. x =
n∑

j=1

xjvj とすれば

{v1, v2, . . . ,vn} が正規直交系であることから ‖x‖2 =
n∑

j=1

x2
j . また {f(v1), f(v2), . . . , f(vn)} が正規直交系で

f(x) =
n∑

j=1

xjf(vj) より ‖f(x)‖2 =
n∑

j=1

x2
j となる. 従って ‖f(x)‖ = ‖x‖ となるため (3.4)から f は内積を保つ.¤

定義 3.9 V を計量ベクトル空間, W を V の部分空間とする. W⊥ = {x ∈ V |y ∈ W ⇒ (x, y) = 0} とおくと
W⊥ は V の部分空間であり, これを W の直交補空間という.

命題 3.10 V を計量ベクトル空間, W を V の部分空間とすれば V = W ⊕ W⊥, (W⊥)⊥ = W が成り立つ.
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3.3 随伴写像

補題 3.11 V を計量ベクトル空間, a, b ∈ V とする. 任意の x ∈ V に対して (x, a) = (x, b) ならば a = b で

ある.

証明 仮定から任意の x ∈ V に対し (x, a − b) = 0 だから, とくに x = a − b とすれば a − b = 0 がわかる. ¤

定理 3.12 V , W を計量ベクトル空間, f : V → W を１次写像とすれば, １次写像 f∗ : W → V で, 任意の x ∈ V ,
y ∈ W に対して (f(x),y) = (x, f∗(y)) が成り立つものがただ１つ存在する.

証明 V , W の正規直交基底 {v1, v2, . . . ,vn}, {w1, w2, . . . ,wm}をとり,これらに関する f の表現行列をA = (aij)

とする. f∗ : W → V を f∗(wj) =
n∑

i=1

ājivi (j = 1, 2, . . . ,m) を満たす１次写像とする (2.4). このとき, x ∈ V ,

y ∈ W に対し, x =
n∑

i=1

xivi, y =
m∑

j=1

yjwj とすると, 次の等式から (f(x),y) = (x, f∗(y)) である.

(f(x), y) = (
n∑

i=1

xif(vi),
m∑

j=1

yjwj) = (
n∑

i=1

m∑
j=1

akixiwj ,
m∑

j=1

yjwj) =
n∑

i=1

m∑
j=1

ajixiȳj ,

(x, f∗(y)) = (
n∑

i=1

xivi,
m∑

j=1

yjf
∗(wj)) = (

n∑
i=1

xivi,
m∑

j=1

n∑
i=1

ājiyjvi) =
n∑

i=1

m∑
j=1

ajixiȳj

g : W → V も任意の x ∈ V , y ∈ W に対して (f(x), y) = (x, g(y)) を満たすとすれば (x, f∗(y)) = (x, g(y)) が
任意の x に対して成り立つから (3.11)により f∗(y) = g(y) である. 従って f∗ = g である. ¤

定義 3.13 1) 上の定理の１次写像 f∗ : W → V を f の随伴写像という. 2) m× n 行列 A = (aij) に対し, āji を

(i, j)-成分にもつ n × m 行列を A の共役転置行列と呼んで, A∗ で表す.

(3.12)の証明から次のことがわかる.

命題 3.14 V , W を計量ベクトル空間, f : V → W を１次写像とする. V , W の正規直交基底 {v1, v2, . . . ,vn},
{w1, w2, . . . ,wm} に関する f の表現行列を A とすれば, {w1, w2, . . . ,wm}, {v1, v2, . . . ,vn} に関する f∗ の表

現行列は A∗ である.

とくに V = Kn, W = Km の場合を考えれば (2.6)の 1)により (TA)∗ = TA∗ である.

命題 3.15 f, f ′ : V → W , g : W → Z を１次写像とすると, (f + f ′)∗ = f∗ + f ′∗, (rf)∗ = r̄f∗ (r ∈ K),
(g◦f)∗ = f∗◦g∗, (f∗)∗ = f が成り立つ.

証明 x ∈ V , y ∈ W , z ∈ Z を任意にとると以下の等式と, 随伴写像の一意性から結果得られる.
((f + f ′)(x), y) = (f(x),y) + (f ′(x), y) = (x, f∗(y)) + (x, f ′∗(y)) = (x, (f∗ + f ′∗)(y))
((rf)(x), y) = r(f(x), y) = r(x, f∗(y)) = (x, (r̄f∗)(y))
((g◦f)(x), z) = (g(f(x)), z) = (f(x), g∗(z)) = (x, f∗(g∗(z)))
(f∗(y),x) = (x, f∗(y)) = (f(x), y) = (y, f(x)) ¤

命題 3.16 f : V → W を１次写像とする.
1) f が内積を保つためには f∗◦f = idV が成り立つことが必要十分である.
2) dim V = dim W の場合, f∗◦f = idV または f◦f∗ = idW のいずれかが成り立てば f は計量同型写像で,

f∗ = f−1 である.

証明 1) x, y ∈ V に対して, (x, (f∗◦f)(y)) = (f(x), f(y)) だから f∗◦f = idV が成り立てば, f は内積を保ち, 逆
に f が内積を保てば (x, (f∗◦f)(y)) = (x, y)が任意の x ∈ V に対して成り立つため, (3.11)により (f∗◦f)(y) = y

が任意の y ∈ V に対して成り立つ.
2) f∗◦f = idV が成り立つとして, f(x) = f(y) とすれば x = f∗◦f(x) = f∗(f(x)) = f∗(f(y)) = f∗◦f(y) = y

だから f は 1対 1写像である. 従って (2.13)により f は同型写像であり, 1)により f は内積を保つため f は計

量同型写像である. また, f∗◦f = idV = f−1◦f だから f∗ = f−1 を得る.

8



f◦f∗ = idW が成り立てば, 任意の w ∈ W に対し. f(f∗(w)) = f◦f∗(w) = w だから f は上への写像

である. 従って (2.13) により f は同型写像であり, f◦f∗ = idW = f◦f−1 だから f∗ = f−1 を得る. よって
f∗◦f = f−1◦f = idV だから 1)により f は内積を保つ. ¤

命題 3.17 W が計量ベクトル空間 V の１次変換 f の不変部分空間ならば W の直交補空間W⊥ は f の随伴写

像の f∗ の不変部分空間である.

証明 x ∈ W⊥, y ∈ W に対し, f(y) ∈ W だから上の結果から (f∗(x), y) = (x, (f∗)∗(y)) = (x, f(y)) = 0. 従っ
て f∗(x) ∈ W⊥ である. ¤

3.4 正規写像

定義 3.18 f◦f∗ = f∗◦f を満たす１次変換 f : V → V を正規写像という.

正規写像の定義と (3.16)の 2)から次の結果は明らかである.

命題 3.19 １次変換 f : V → V が f∗ = f , f∗ = −f , f∗◦f = idV , f◦f∗ = idV のいずれかを満たせば f は正規

写像である.

定義 3.20 A を正方行列とする. AA∗ = A∗A が成り立つとき, A を正規行列, A∗ = A が成り立つとき, A をエ

ルミート行列, A∗ = −A が成り立つとき, A を歪エルミート行列, A∗ = A−1 が成り立つとき, A をユニタリー行

列という.

命題 3.21 A を K の要素を成分に持つ n 次正方行列とするとき, A がユニタリー行列であるためには, A の列

ベクトル Ae1, Ae2, . . . , Aen が Kn の正規直交系であることが必要十分である.

証明 A = (aij) とすれば A∗A の (j, i) 成分は
n∑

k=1

akiākj = (Aei, Aej) であることから, A∗A = En であるため

には Ae1, Ae2, . . . , Aen がKn の正規直交系であることが必要十分である. ¤

命題 3.22 f を１次変換とする. 1) f∗ = f ならば f の固有方程式の解はすべて実数である.
2) f∗ = −f ならば f の固有方程式の解はすべて純虚数である.
3) f∗ = f−1 ならば f の固有方程式の解はすべて絶対値 1の複素数である.

証明 V の正規直交基底を 1組選び, その基底に関する f の表現行列を A とすると, 同じ基底に関する f∗ の表現

行列は (3.14)により A∗ である. λ ∈ C を f の固有方程式の解として, A を複素行列とみなせば, λ は A の固有

値である. そこで λ に対する A の固有ベクトル v ∈ Cn (n = dim V ) を 1つ選ぶ.
1)仮定から A∗ = Aで Av = λv だから λ(v, v) = (λv, v) = (Av, v) = (v, A∗v) = (v, Av) = (v, λv) = λ̄(v,v)

となるため (λ − λ̄)(v, v) = 0. v 6= 0 より λ − λ̄ = 0, 従って λ は実数である.
2) 仮定から A∗ = −A で Av = λv だから λ(v, v) = (λv,v) = (Av,v) = (v, A∗v) = (v,−Av) = (v,−λv) =

−λ̄(v, v) となるため (λ + λ̄)(v, v) = 0. v 6= 0 より λ + λ̄ = 0, 従って λ は純虚数である.
3) 仮定から A∗A = En で Av = λv だから |λ|2(v, v) = (λv, λv) = (Av, Av) = (v, A∗Av) = (v, v) となるた

め (|λ|2 − 1)(v,v) = 0. v 6= 0 より |λ|2 = 1, 従って λ は絶対値 1の複素数である. ¤

命題 3.23 １次変換 f : V → V の固有ベクトルからなる V の正規直交基底が存在すれば, f は正規写像である.

証明 {v1, v2, . . . ,vn} を f の固有ベクトルからなる V の正規直交基底とし, f(vj) = λjvj とすれば (3.14)か
ら f∗(vj) = λ̄jvj である. 従って (f∗◦f)(vj) = λjf

∗(vj) = |λj |2vj , (f◦f∗)(vj) = λ̄jf(vj) = |λj |2vj だから

(f∗◦f)(vj) = (f◦f∗)(vj) が j = 1, 2, . . . , n に対して成り立ち, (2.4)により, f∗◦f = f◦f∗ である. ¤

補題 3.24 λ を正規写像 f : V → V の固有値, v を λ に関する f の固有ベクトルとすれば f∗(v) = λ̄v である.

9



証明 x ∈ V に対し, (x, f∗(v)−λ̄v) = (x, f∗(v))−(x, λ̄v) = (f(x), v)−λ(x,v) = (f(x)−λx, v)より, x = vとす

ると, f(v) = λv だから (v, f∗(v)−λ̄v) = 0. x = f∗(v)とすると, (f∗(v), f∗(v)−λ̄v) = (f(f∗(v))−λf∗(v), v) =
(f∗(f(v)) − λf∗(v), v) = (f∗(λv) − λf∗(v), v) = 0 だから上で得た式とから (f∗(v) − λ̄v, f∗(v) − λ̄v) = 0. ¤

命題 3.25 f : V → V を正規写像とする. λ, µ が f の相異なる固有値で v, w をそれぞれ λ, µ に対する f の固

有ベクトルとすれば (v, w) = 0 である.

証明 (3.24)により f∗(w) = µ̄w だから λ(v, w) = (λv, w) = (f(v), w) = (v, f∗(w)) = (v, µ̄w) = µ(v, w) であ
る. 従って (λ − µ)(v, w) = 0 で λ 6= µ だから (v, w) = 0 である. ¤

補題 3.26 f : V → V を正規写像, v を f の固有ベクトルとすれば v で生成される部分空間 〈v〉 の直交補空間
〈v〉⊥ は f の不変部分空間である.

証明 〈v〉 は (3.24)により f∗ の不変部分空間だから, (3.17)と (3.15)により 〈v〉⊥ は (f∗)∗ = f の不変部分空間

である. ¤

定理 3.27 V を K 上の計量ベクトル空間とする. f : V → V は正規写像で, f の固有多項式の解がすべて K に

属しているとき f の固有ベクトルからなる V の正規直交基底が存在する.

証明 V の次元に関する帰納法で示す. dim V = 1 のときは主張は明らかに成り立つ. dim V = n − 1 のときに
主張が成り立つと仮定して dim V = n の場合を考える. λ を f の固有多項式の解とすれば (2.21)により λ は

f の固有値である. λ に対する f の固有ベクトルを v とすると (3.26)により 〈v〉⊥ は f の不変部分空間である.
f̄ : 〈v〉⊥ → 〈v〉⊥ を f̄(x) = f(x) で定めれば (2.27)により f̄ の固有多項式の解はすべて K に属する. (3.10)か
ら V = 〈v〉 ⊕ 〈v〉⊥ であるため (1.14)により dim 〈v〉⊥ = n − 1. 従って f̄ に対して帰納法の仮定が適用できるた

め f̄ の固有ベクトルからなる dim 〈v〉⊥ の正規直交基底 {v2, v3, . . . ,vn} が存在する. そこで v1 = 1
‖v‖v とおけ

ば, (1.14)から {v1, v2, . . . ,vn} は f の固有ベクトルからなる V の基底であり, v2, . . . ,vn ∈ 〈v〉⊥ = 〈v1〉⊥ だか
ら v1, v2, . . . ,vn は正規直交系である. ¤

系 3.27.1 A を K の要素を成分とする n 次正規行列とし, A の固有多項式の解がすべて K に属していれば, A

はユニタリー行列で対角化可能である.

証明 仮定から TA◦(TA)∗ = TA◦TA∗ = TAA∗ = TA∗A = TA∗◦TA = (TA)∗◦TA だから TA : Kn → Kn は正規写像

である. 従って (3.27)により TA の固有ベクトルからなる Kn の正規直交基底 {v1, v2, . . . ,vn} が存在する. こ
のとき, {v1, v2, . . . ,vn} に関する TA の表現行列は対角行列であることに注意する. 基底 {e1,e2, . . . , en} から
{v1, v2, . . . ,vn} への変換行列を P とすれば P = (v1v2 · · ·vn) であるため (3.21) により P はユニタリー行列で

ある. {e1, e2, . . . , en} に関する TA の表現行列は A だから (2.8)により {v1, v2, . . . ,vn} に関する TA の表現行

列は P−1AP となるため, P−1AP は対角行列である. ¤

命題 3.28 f : V → V を正規写像とする.
1) f の固有方程式の解がすべて実数ならば f∗ = f である.
2) K = C であり f の固有値がすべて純虚数ならば f∗ = −f である.
3) K = C であり f の固有値がすべて絶対値 1の複素数ならば f∗ = f−1 である.

証明 いずれの場合でも (2.21), (2.22), (3.27)から f の固有ベクトルからなる V の正規直交基底 {v1, v2, . . . ,vn}
が存在する. ここで, f(vj) = λjvj (j = 1, 2, . . . , n) とする.

1) (3.14)から f∗(vj) = λ̄jvj = λjvj = f(vj) となるため (2.4)により f∗ = f である.
2) (3.14)から f∗(vj) = λ̄jvj = −λjvj = −f(vj) となるため (2.4)により f∗ = −f である.
3) (3.14)から f∗◦f(vj) = f∗(f(vj)) = f∗(λjvj) = λjf

∗(vj) = |λj |2vj = vj = idV (vj) となるため (2.4)によ
り f∗◦f = idV である. 同様にして f◦f∗ = idV も示されるため, f∗ = f−1 である. ¤
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4 ２次形式

4.1 ２次形式の定義

n 次元列ベクトル x に対し, tx を x を n × 1 行列とみなしたときの転置行列とする.

定義 4.1 A を実数を成分にもつ n 次対称行列とする. x ∈ Rn に対し txAx を対応させる関数 QA : Rn → R

を A を係数行列とする (実)２次形式という.

x ∈ Rn の第 j 成分を xj とし, A の (i, j)-成分を aij とすれば, aji = aij より

QA(x) = txAx =
n∑

i,j=1

aijxixj =
n∑

i=1

aiix
2
i +

∑

15i<j5n

2aijxixj · · · (∗)

である. 従って QA は x1, x2, . . . , xn の「２次関数」であるといえる. 逆に, P (x1, x2, . . . , xn) を実数を係数とす
る２次の同次式とすると, P (x1, x2, . . . , xn) =

∑
15i5j5n

cijxixj の形に表されるが, cii を (i, i)-成分, cij

2 (i < j) を

(i, j)-成分と (i, j)-成分にもつ n 次対称行列を A とすれば P (x1, x2, . . . , xn) = QA(x) である.

命題 4.2 A, B を n 次実対称行列とする. QA = QB : Rn → R (すなわち, すべての x ∈ Rn に対して

QA(x) = QB(x)) ならば A = B である.

証明 A = (aij), B = (bij) とし, ej ∈ Rn の基本ベクトルとすれば, QA(ei) = teiAei = aii, QA(ei + ej) =
t(ei +ej)A(ei +ej) = teiAei + teiAej + tejAei + tejAej = aii +aij +aji +ajj = aii +2aij +ajj であり, 同様に
QB(ei) = bii, QB(ei + ej) = bii + 2bij + bjj を得る. 仮定からすべての 1 5 i, j 5 n に対して QA(ei) = QB(ei)
QA(ei + ej) = QB(ei + ej) だから aii = bii, aii + 2aij + ajj = bii + 2bij + bjj が成り立つ. これらの式から
aij = bij が得られる. ¤

次の命題は明らかである.

命題 4.3 r ∈ R, x ∈ Rn に対し, QA(rx) = r2QA(x).

4.2 ２次形式の符号数

まず, 次の結果が成り立つことに注意する.

命題 4.4 A が零行列でないならば ２次形式 QA : Rn → R に関して以下のいずれか 1つだけが成り立つ.

1) x 6= 0 ならば QA(x) > 0 である.

2) x 6= 0 ならば QA(x) < 0 である.

3) すべての x ∈ Rn に対し, QA(x) = 0 であり, QA(a) = 0 となる a 6= 0 がある.

4) すべての x ∈ Rn に対し, QA(x) 5 0 であり, QA(a) = 0 となる a 6= 0 がある.

5) QA(a) > 0 となる a ∈ Rn と QA(b) < 0 となる b ∈ Rn がある.

定義 4.5 実対称行列 A が上の命題の 1) を満たすとき, A を正値対称行列といい, 2) を満たすとき, A を負値対

称行列という. また, 5) を満たすとき A は不定符号であるという.

命題 4.6 A を n 次対称行列, P を n 次正方行列とするとき, 任意の y ∈ Rn に対して QA(Py) = QtPAP (y) が
成り立つ.
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証明 QA(Py) = t(Py)A(Py) = ty(tPAP )y = QtPAP (y). ¤

Rij (1 5 i, j 5 n)を n 次単位行列 En の第 i行と第 j 行を入れ替えて得られる行列とすると R−1
ij = tRij = Rij

であり, 次の結果は容易に示される.

補題 4.7 A を n 次正方行列とするとき, RijA は A の第 i 行と第 j 行を入れ替えて得られる行列, ARij は A

の第 i 列と第 j 列を入れ替えて得られる行列である. 従って RijARij の対角成分は A の対角成分の i 番目と j

番目を入れ替えたものである.

２次形式 QA は「平方完成」できる. すなわち, 次の定理が成り立つ.

定理 4.8 A を n 次実対称行列とするとき, 正則行列 P で P−1x の第 j 成分を yj とすれば,

QA(x) = y2
1 + · · · + y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+q (0 5 p 5 n, 0 5 q 5 n − p)

という形になるものが存在する.

証明 まず, 正則行列 T で T−1x の第 j 成分を yj とすれば, QA(x) = c1y
2
1 + · · · + cny2

n の形になるものがある

ことを n による帰納法で示す. A = O ならば主張は明らかだから, A 6= O と仮定する. A の (i, j)-成分を aij と

する. まず n = 1 のときは主張は明らかであり, A が n − 1 次対称行列のときに主張が成り立つと仮定する.
(1) akk 6= 0 となる k がある場合;

u = R−1
kn x とおいて, u の第 j 成分を uj とすれば, (4.6) から QA(x) = QA(Rknu) = QtRknARkn

(u) である.
tRknARkn = RknARkn = (bij) とすれば, (4.7) から bnn = akk 6= 0 であり, tRknARkn は対称行列であることに

注意する. そこで bin = bni を用いて, 以下のように un に関して平方完成する.

QA(x) = QtRknARkn
(u) =

n∑

i,j=1

bijuiuj =
n−1∑

i,j=1

bijuiuj + bnnu2
n +

n−1∑

i=1

2binuiun

=
n−1∑

i,j=1

bijuiuj + bnn

(
un +

n−1∑

i=1

bin

bnn
ui

)2

− bnn

(
n−1∑

i=1

bin

bnn
ui

)2

=
n−1∑

i,j=1

(
bij −

binbjn

bnn

)
uiuj + bnn

(
un +

n−1∑

i=1

bin

bnn
ui

)2

· · · (i)

従って P1 =




1 0 0
. . .

...
0 1 0
b1n

bnn
· · · bn−1 n

bnn
1




(P1 の (n, i)-成分 (i = 1, 2, . . . , n − 1) は bin

bnn
) とおき, v = P1u とおいて

v の第 i 成分を vi とすれば P1 は正則行列であり, vi = ui (i < n), vn = un +
n−1∑
i=1

bin

bnn
ui が成り立つ. このとき

v = P1R
−1
kn x であり, (i) から

QA(x) = QA(RknP−1
1 v) = QtRknARkn

(P−1
1 v) =

n−1∑

i,j=1

(
bij −

binbjn

bnn

)
vivj + bnnv2

n · · · (ii)

を得る. さらに bij − binbjn

bnn
を (i, j)-成分にもつ n− 1 次対称行列を B として, C =

(
B 0
t0 bnn

)
とおき, v′ ∈ Rn−1

を v から第 n 成分を除いたベクトルとすれば v = P1R
−1
kn x ならば (ii) から以下の等式が得られる.

QA(x) = QC(v) = QB(v′) + bnnv2
n · · · (iii)

B に帰納法の仮定を用いると, n−1次正則行列 T1 で v′ ∈ Rn−1 に対し w′ = T−1
1 v′ の第 i成分を wi とすれば

QB(v′) = c1w
2
1 + · · ·+ cn−1w

2
n−1 いう形になるものがある. T2 =

(
T1 0
t0 1

)
, とおくと T2 も正則である. w = T−1

2 v
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とおいて, v′, w′ ∈ Rn−1 をそれぞれ v, vw から第 n 成分を除いたベクトルとすれば w′ = T−1
1 v′, wn = vn と

(iii) から w = T−1
2 P1R

−1
kn x ならばQA(x) = c1w

2
1 + · · ·+ cn−1w

2
n−1 + bnnw2

n である. ゆえに A が n 次対称行列

の場合も主張が成り立つ.
(2) a11 = · · · = ann = 0 の場合;

A 6= O だから akl が 0 でないような k, l がある. xk = uk + ul, xl = uk − ul, xi = ui (i 6= k, l), すなわち P3 を

第 i 行が i = k なら tek + tel, i = l なら tek − tel, i 6= k, l なら tei であるような n 次正則行列として u = P−1
3 x

とおけば, QA(x) = QA(P3u) = 2aklu
2
k + · · · となり, u2

k の係数は 0 でないため, QtP3AP3(u) = QA(P3u) は上の
(1) の場合に帰着する.

正則行列 T で y = T−1x の第 j 成分を yj とすれば, QA(x) = QA(Ty) = c1y
2
1 + · · · + cny2

n の形になるもの

を選ぶ. y の成分の順序を入れ替えることにより, c1, . . . , cp > 0, cp+1, . . . , cp+q < 0, cp+q+1 = · · · = cn = 0 の形
にする. すなわち Rij の形をした行列の積で表される行列 R で z = R−1y とおけば,

QA(x) = QA(TRz) = c′1z
2
1 + · · · + c′pz

2
p + c′p+1z

2
p+1 + · · · + c′p+qz

2
p+q (c′1, . . . , c

′
p > 0, c′p+1, . . . , c

′
p+q < 0)

となるものがある. 最後に, D を対角行列で i 番目の対角成分が 1 5 i 5 p なら 1√
c′i

, p + 1 5 i 5 p + q なら 1√
−c′i

,
p + q + 1 5 i 5 n なら 1 で与えられるものとして w = D−1z とおけば

QA(x) = QA(TRDw) = w2
1 + · · · + w2

p − w2
p+1 − · · · − w2

p+q

となる. ¤

n 次対角行列




Ep 0
−Eq

0 O


 をDp,q で表すことにする.

系 4.8.1 実数を成分にもつ n 次対称行列 A に対し, 正則行列 P で, tPAP = Dp,q という形になるものがある.

証明 ２次形式 QA に対し, 正則行列 P で (4.8)の条件を満たすものをとれば, (4.6)から任意の y ∈ Rn に対し,
QtPAP (y) = QA(Py) = y2

1 + · · · + y2
p − y2

p+1 − · · · − y2
p+q = QDp,q (y) が成り立つため (4.2)から tPAP = Dp,q

である. ¤

上の結果における (p, q) は一意的に定まる. すなわち, 次の「Sylvester の慣性法則」と呼ばれる結果が成り立つ.

定理 4.9 正則行列 P に対して tPDp,qP = Ds,t ならば p = s かつ q = t である.

証明 P は正則行列だから s + t = rankDs,t = rank tPDp,qP = rankDp,q = p + q である. p < s と仮定して矛盾

を導く. P の (i, j)-成分を aij とすれば, p < s だから
s∑

j=1

pijyj = 0 (i = 1, 2, . . . , p) を満たす (0, 0, . . . , 0) とは異

なる (y1, y2, . . . , ys) がある. さらに ys+1 = · · · = yn = 0 とおき, xj =
n∑

j=1

pijyj によって x1, x2, . . . , xn を定めれ

ば, y1, y2, . . . , yn の定め方から x1 = · · · = xp = 0 である. このように定めた xj , yj を第 j 成分にもつ列ベクトル

をそれぞれ x, y とすれば, QDs,t(y) = y2
1 + · · ·+y2

s > 0, QDp,q (x) = −|xp+1|2 −· · ·− |xp+q|2 5 0 が成り立つ. と
ころが, x = Py だから QDp,q (x) = QtPDp,qP (y) = QDs,t(y) となるため矛盾が生じる. t(P−1)Ds,tP

−1 = Dp,q

だから, 上と同じ議論で s < p からも矛盾が導かれる. ¤

定義 4.10 A, B を実対称行列とする. B = tPAP を満たす実正則行列 P が存在するとき, ２次形式 QA と QB

は同値であるという.

命題 4.11 2つの２次形式が上の意味で同値であるという関係は, いわゆる同値関係である. すなわち, 次のこと
が成り立つ.
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(1) QA(x) と QA(x) は同値である.

(2) QA(x) と QB(x) が同値ならば QB(x) と QA(x) は同値である.

(3) QA(x) と QB(x) が同値で QB(x) と QC(x) が同値ならば QA(x) と QC(x) は同値である.

証明 A = tEnAEn だから (1) が成り立ち, B = tPAP ならば A = t(P−1)BP−1 だから (2) が成り立つ. また,
B = tPAP かつ C = tQBQ ならば C = t(PQ)A(PQ) だから (3) が成り立つ. ¤

(4.8), (4.11)により, 任意の２次形式 QA に対して, QA と QDp,q が同値になるような負でない整数の対 (p, q)
が存在するが, (4.9) により, この対は A に関して一意的に定まる. そこで, 次のように定義する.

定義 4.12 ２次形式 QA に対して, QA と QDp,q が同値になるような負でない整数の対 (p, q) を QA の符号数と

いう.

命題 4.13 f : V → V を１次変換とし, V は f の固有空間の直和であるとする. f の相異なる固有値を

λ1, λ2, . . . , λk, 各 i = 1, 2, . . . , k に対し, λi に対する f の固有値空間の次元を ni とすれば f の固有多項式

Ff (x) は (x − λ1)n1(x − λ2)n2 · · · (x − λk)nk と因数分解される.

証明 i = 1, 2, . . . , k に対し {vn1+···+ni−1+1, vn1+···+ni−1+2, . . . ,vn1+···+ni−1+ni} が λi に対する f の固有空間

の基底になるように V の基底 {v1, v2, . . . ,vn} をとれば, この基底に関する f の表現行列 A は, (j, j)-成分が
λi (n1 + · · · + ni−1 + 1 5 j 5 n1 + · · · + ni−1 + ni) であるような対角行列となるため Ff (x) = |xEn − A| =
(x − λ1)n1(x − λ2)n2 · · · (x − λk)nk である. ¤

A を n 次実対称行列とすれば TA : Kn → Kn は T ∗
A = TA∗ = TA を満たすため (3.22)により, A の固有方程

式の解はすべて実数である.

命題 4.14 A を n 次実対称行列として A の固有多項式は

FA(x) = xn−p−q(x − λ1)(x − λ2) · · · (x − λn) λ1, . . . , λp > 0, λp+1, . . . , λp+q < 0

と因数分解されているとする. このとき, ２次形式 QA の符号数は (p, q) である.

証明 A は実対称行列だから, エルミート行列である. 従って (3.22)により, A の固有方程式の解はすべて実数

になるため, (3.27.1) により, 実数を成分とするユニタリー行列 T で T−1AT が対角行列になるものが存在す

る. ここで, T−1 = T ∗ = tT であり, T の列ベクトルを適当に入れ換えることにより tTAT = T−1AT の (i, i)-
成分は λi (i = 1, 2, . . . , p + q), 0 (i = s + t + 1, s + t + 2, . . . , n) であると仮定してよい. x = Ty と変数変

換すれば QA(x) = QtTAT (y) = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + · · · + λp+qy

2
p+q となる. さらに, 1√

λi
(i = 1, 2, . . . , p), 1√

−λi

(i = p + 1, p + 2, . . . , p + q), 1 (i = p + q + 1, p + q + 2, . . . , n) を (i, i)-成分にもつ対角行列を S として y = Sz と

変数変換すれば QA(x) = Qt(TS)A(TS)(z) = z2
1 + · · · + z2

p − z2
p+1 − · · · − z2

p+q となるため, QA の符号数は (p, q)
である. ¤

注意 4.15 一般に n が 3以上 (5以上の場合は特に)ならば n 次方程式の解の符号と重複度を調べるのは困難な

ので, 上の結果を用いて QA の符号数を求める方法は実用的ではない. (4.8)の証明の手順のように, QA(x) を平
方完成して符号数を求める方が現実的である.

命題 4.16 零でない実対称行列 A に対し, A の符号数を (p, q) とすれば, 以下が成り立つ.
(1) A が正値対称行列であるための必要十分条件は p = n かつ q = 0 である.
(2) A が負値対称行列であるための必要十分条件は p = 0 かつ q = n である.
(3) A が (4.4) の 3) を満たすための必要十分条件は p < n かつ q = 0 である.
(4) A が (4.4) の 4) を満たすための必要十分条件は p = 0 かつ q < n である.
(5) A が不定符号であるための必要十分条件は p > 0 かつ q > 0 である.
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証明 任意の y ∈ Rn に対し, QA(Py) = y2
1 + · · · + y2

p − y2
p+1 − · · · − y2

p+q であり P は正則行列だから y が Rn

全体を動けば Py もRn 全体を動く. 従って p = n かつ q = 0 ならば A は正値対称行列, p = 0 かつ q = n なら

ば A は負値対称行列, p < n かつ q = 0 ならば A は (4.4) の 3) を満たし, p = 0 かつ q < n ならば A は (4.4)
の 4) を満たし, p > 0 かつ q > 0 ならば A は不定符号である. ¤

4.3 多変数関数の極大・極小

この節では, ２次形式の応用として多変数関数の極大・極小の判定法を与える.

定義 4.17 X を Rn の部分集合, f : X → R を関数とする. p ∈ X に対し, ε > 0 で “x ∈ X かつ ‖x − p‖ < ε

ならば f(x) 5 f(p)”を満たすものがあるとき, f は p で極大であるといい, f(p) を f の極大値という. また,
ε > 0 で “x ∈ X かつ ‖x − p‖ < ε ならば f(x) = f(p)”を満たすものがあるとき, f は p で極小であるといい,
f(p) を f の極小値という.

X を Rn の部分集合, f : X → R をすべての変数に関して偏微分可能で偏導関数がすべて連続であるとき,
x ∈ X に対し, ∂f

∂xi
(x) が (1, i)-成分であるような 1 × n 行列を f ′(x) で表す. このとき, f が p ∈ X において極

大または極小であるための必要条件として次の結果が容易に示される.

命題 4.18 f : X → R が p ∈ X において, すべての変数に関して偏微分可能であるとし, 「‖x − p‖ < c なら

ば x ∈ X」となる c > 0 が存在するとき, f が p ∈ X において極大または極小ならば i = 1, 2, . . . , n に対して
∂f
∂xi

(p) = 0 である.

さらに f : X → R が 2回偏微分可能で２次偏導関数がすべて連続であるような関数のとき, ∂2f
∂xi∂xj

(x) が (i, j)-
成分であるような n 次正方行列を f ′′(x) とする. すなわち

f ′′(x) =




∂2f
∂x2

1
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xj
(x) . . . ∂2f

∂x1∂xn
(x)

...
...

...
∂2f

∂xi∂x1
(x) . . . ∂2f

∂xi∂xj
(x) . . . ∂2f

∂xi∂xn
(x)

...
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂xn∂xj
(x) . . . ∂2f

∂x2
n
(x)




.

このとき f ′′(x) は対称行列であることが知られている.

補題 4.19 A = (aij) を m×n としてM =
√ ∑

15i5m,15j5n

a2
ij とおくと, 任意の x ∈ Rn に対して ‖Ax‖ 5 M‖x‖

が成り立つ.

証明 x の第 i 成分を xi とし, A の第 i 行を ai とすると, シュワルツの不等式から (
n∑

j=1

aijxi)2 = (tai,x)2 5

‖tai‖2‖x‖2 = (
n∑

j=1

a2
ij)‖x‖2. 従って ‖Ax‖2 =

m∑
i=1

(
n∑

j=1

aijxi)2 5
m∑

i=1

(
n∑

j=1

a2
ij)‖x‖2 = M2‖x‖2. ¤

補題 4.20 A が正値対称行列ならば正の実数 µ で,「‖x‖ = 1 ならば QA(x) = µ」を満たすものがある. また A

が負値対称行列ならば負の実数 ν で,「‖x‖ = 1 ならば QA(x) 5 ν」を満たすものがある.

証明 A が正値対称行列ならば (4.8.1), (4.16) から正則行列 P で tPAP = En となるものがとれる. P = (pij),

µ = (
n∑

i,j=1

p2
ij)

−1, y = P−1x とおくと, ‖x‖ = 1 のとき (4.19) を用いると 1 = ‖Py‖ 5 1√
µ‖y‖ だからQA(Py) =

QEn(y) = ‖y‖2 = µ. 後半も同様. ¤

多変数関数のテイラーの定理から次の定理が示される.
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定理 4.21 f : X → R が r 回偏微分可能で, r 次偏導関数がすべて連続であるとする. p ∈ X に対し,「‖x−p‖ < c

ならば x ∈ X」となる c > 0 があるとき, 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, 0 < ‖x − p‖ < δ ならば
∣∣∣∣∣f(x) − f(p) −

r∑

k=1

∑

i1+···+in=k

1
i1! · · · in!

∂kf

∂xi1
1 · · · ∂xin

n

(p)(x1 − p1)i1 · · · (xn − pn)in

∣∣∣∣∣ < ε‖x − p‖r

を満たすようなものがある.

とくに r = 2 の場合を考えると次の結果が得られる.

系 4.21.1 f : X → R が 2 回偏微分可能で, 2 次偏導関数がすべて連続であるとする. p ∈ X に対し,「‖x−p‖ < c

ならば x ∈ X」となる c > 0 があるとき, 任意の ε > 0 に対して, δ > 0 で, 0 < ‖x − p‖ < δ ならば
∣∣∣∣f(x) − f(p) − f ′(p) − 1

2
Qf ′′(p)(x − p)

∣∣∣∣ < ε‖x − p‖2

を満たすようなものがある.

f : X → R は 2回偏微分可能で２次偏導関数はすべて連続であるとする. p ∈ X であり, 十分小さな r > 0 を
とれば「‖x − p‖ < r ならば x ∈ X」が成り立つとする. このとき f が p で極大か極小であるかを判定する次の

定理を証明する.

定理 4.22 f ′(p) = (0, . . . , 0) とする.
(1) f ′′(p) が正値対称行列ならば p で f は極小.
(2) f ′′(p) が負値対称行列ならば p で f は極大.
(3) f ′′(p) が不定符号ならば p で f は極大でも極小でもない.

証明 まず (4.21.1)から, 任意の ε > 0 に対し, 0 < δ < r で 0 < ‖x − p‖ < δ ならば

1
2
Qf ′′(p)(x − p) − ε‖x − p‖2 < f(x) − f(p) <

1
2
Qf ′′(p)(x − p) + ε‖x − p‖2 · · · (∗)

を満たすようなものがある.
(1) f ′′(p) が正値対称行列ならば (4.20) から正の実数 µ で, 「v ∈ Rn ならば Qf ′′(p)(v) = µ‖v‖」を満たすも

のがとれる. ε = 1
2µ に対して δ > 0 を選べば, (∗) から 0 < ‖x − p‖ < δ ならば f(x) > f(p) が成り立つ.

(2) 証明は (1) と同様にできる.
(3) f ′′(p) が不定符号ならば Qf ′′(p)(a) > 0, Qf ′′(p)(b) < 0 となる a, b ∈ Rn をとり, (4.3) から, 適当なスカ

ラー倍をすることにより ‖a‖ = ‖b‖ = 1 と仮定してよい. x = p + ta (|t| < r) のとき ε = 1
3Qf ′′(p)(a) に対して

0 < δ 5 r を選んで (∗) から 0 < |t| < δ ならば f(x) − f(p) > t2

6 Qf ′′(p)(a) > 0 である. 従って f は p で極大で

はない. また x = p + tb (|t| < r) のとき ε = −1
3Qf ′′(p)(b) に対して 0 < δ 5 r を選んで (∗) から 0 < |t| < δ な

らば f(x) − f(p) < t2

6 Qf ′′(p)(b) < 0 である. 従って f は p で極小ではない. ¤
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